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AVERTISSEMENT 


DE LA DEUXIEME EDITION FRANCAISE 


M. Cuwotson a commencé la publication de son Traité de Physique géné- 
rale en 1897. Une traduction allemande, présentée par M. le Professeur 
Wirpemann, a paru de rg02 a 1908, La présente traduction francaise, a 
laquelle M. Amacar a bien voulu donner la belle “préface que l’on va lire, 
a été entreprise en 1906. En Russie, les éditions se sont rapidement suc- 
cédé : la 3° édition du Tome premier remonte déja & 1908 ; celle du 
Tome II est de rgtt; une 3* édition du Tome III sera préte en 1912. Les 
nombreuses et importantes additions, faites simultanément dans l’édition 
frangaise et dans les éditions russes, ont permis jusqu’ici de conserver & 
lceuvre de M. Cuwotson son caractére de vive actualité. Mais nous sommes 
entrés, aussi bien au point de vue expérimental qu’au point de vue théorique, 
dans une période ou se renouvellent tant de questions, appartenant 4 tous 
les domaines de la Physique, qu’il est devenu nécessaire de remettre au point 
les débuts de l’ouvrage. M. Cuwotson a mis tous ses soins a cette tache déli- 
cate et le lecteur verra, dans l’introduction générale qui ouvre cette seconde 
édition frangaise, avec quelle maitrise l’auteur définit la nouvelle orientation 
quwil se propose de donner a son Traité. 

Pour faire pénétrer les notions de la Mécanique électromagnétique dans la 
Physique, il parait difficile de ne pas faire intervenir les mathématiques. 
Malheurcusement, les sciences abstraites ont un langage et un appareil tech- 
niques qui effarouchent beaucoup de bonnes intelligences. Cependant, il n’y 
a guére ici de milieu; les procédés synthétiques ont une simplicité parfois 
trompeuse et cachent souvent le fond des choses, On ne s’étonnera donc 
pas des additions théoriques, trés sobres d’ailleurs, que nous avons cru de- 
voir faire encore, sous notre responsabilité, au texte de l’auteur, pour rendre 
plus aisée l’étude des idées nouvelles qui entrent de toutes parts dans la 
Physique. Nous ‘avons indiqué ces additions par des astérisques dans la table 


des matiéres. 
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VI AVERTISSEMENT 


Nous avons notamment fait figurer, dans les Chapitres sur les fondements 
de la Mécanique, les principes de variation, que les Traités spéciaux envi- 
sagent ordinairement sans se préoccuper de leur portée et de leur fécondité a 
l’égard des théories physiques ; comme nous le ferons voir, dans les Tomes 
suivants, ces principes mettent déja en ceuvre les idées relativistes, dont 
O. Ropricvrs a été, en 1815, le précurseur, par sa manitre d’envisager, le 
principe de la moindre action. Nous avons présenté aussi, au point de, yue 
d’Hammron, la théorie des systemes de rayons rectilignes créée par Matus, 
qui parait devoir reprendre toute son importance physique dans l’étude de 
lénergie rayonnante. Enfin, a propos du principe de Dorper, nous avons 
rappelé que M. le Professeur W. Voter a établi dés 1886, dans toute sa 
généralité, la transformation qui est a la base de la Mécanique électromagné- 


tique. 


Le 15 septembre rgrr. 


EK. DAVAUX, i. et f. COSSERAT. 


PREFACE 


DE LA PREMIERE EDITION FRANCAISE 


C’est, a notre époque, une entreprise difficile que d’écrire un Traité de 
Physique générale un peu complet. Il faut y faire place aux idées nou-— 
velles, tout en respectant les théories classiques, dont plusieurs sont des 
modéles de clarté et de précision et dont la fécondité parait loin d’étre 
épuisée. 

Vraisemblablement, il n’y aura jamais en Physique de révolution si 
soudaine que des doctrines y sombrent sans qu’il en reste absolument 
rien, tandis que d'autres surgissent ne se raltachant par aucun lien a 
celles qui les ont précédées. 

Il en est de méme pour les méthodes expérimentales ; certains de nos 
appareils les plus perfectionnés ne sont pas aussi nouveaux qu’on pour- 
rait le croire, et on enretrouverait facilement l’idée premiére dans des 
travaux déja oubliés. 

Il faut donc savoir montrer l’enchainement qui existe entre les formes 
scientifiques anciennes et celles qui tendent 4 les remplacer, en faisant 
ressortir d’ailleurs la part qui, dans cette évolution, revient aux progres 
des théories proprement dites, et celle qui est due aux merveilleux per- 
fectionnements des procédés expérimentaux. 

Les anciennes lois simples de la Physique se sont singulierement 
compliquées, et il n’y a plus aujourd’hui, par exemple, ni gaz parfaits, 
ni liquides parfaits, ni solides parfaitement élastiques ; mais n’est-ce pas 
l'étude des variations et des écarts de cés lois qui a conduit aux lois plus 
générales, dont elles sont restées souvent comme des limites ou des cas 
particuliers ? ' 

Sil est opportun de modifier, dés maintenant, l’exposé de certaines 
branches de la Physique, en groupant des lois, autrefois sans liens appa- 
rents, dont la dépendance réciproque résulte aujourd’hui de faits expéri-- 
mentaux solidement établis, ne parait-il pas, dans d'autres cas, plus con- 
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venable, au contraire, et plus prudent de conserver sans modifications 
essentielles l’exposition consacrée, en faisant entrevoir que, dans Pavenir, 
des retouches et des adaptations pourront devenir nécessaires ? Ne serait- 
il pas regrettable et prématuré, par exemple, de mutiler actuellement 
Vceuvre admirable de Fresvex, sous prétexte de la souder en un ensemble 
plus homogéne aux théories électromagnétiques ? ; 

Je ne serai donc contredit par personne, je crois, en disant qu ‘il nest 
point de science, 4 I’heure présente, dont l’exposé soit hérissé d’ autant 
d’écueils que celui de nos connaissances en Physique, si l’on tient compte 
surtout de la difficulté de discerner les travaux qui doivent rester, dans 
l’avalanche de matériaux trop souvent médiocres dont la science est de 
plus en plus encombrée, conséquence inévitable de son extréme diffusion. 

Ce sont ces écueils et ces difficultés que M. Cuworsow a mis tous ses : 
soins A éviter, et il a su, en suivant avec une circonscription pénétrante 
Vévolution moderne, écrire un livre bien actuel, qui présente une haute 
tenue philosophique et une grande unite. 

Le plan adopté est assez vaste pour qu’aucune question importante n’y 
soit passée sous silence. Chaque sujet est présenté avec des développe-- 
ments suffisants pour en bien faire saisir l'ensemble, sans laisser a 
entendre qu’il soit compléetement épuisé; on en serait du reste suffisam— 
ment averti par une bibliographie tres étendue, qui sera certainement 
fort appréciée des chercheurs. Le Traité de M. Cuworson est ainsi, sans 
double emploi, comme un intermédiaire entre nos excellents livres clas— 
siques, rédigés souvent en vue d’un programme d’examen déterminé, et 
les mémoires originaux ou les ouvrages spéciaux si remarquables, dént 
notre littérature scientifique s'est enrichie dans ces derniers temps. Il 
constitue un guide excellent a travers le dédale de cette littérature, rappe- 
lant sous certains rapports, mais avec une partie expérimentale plus 
développée, ce qu’étaient, il y a une quarantaine d’années, les ceuvres 
de Verner que, dans bien des cas, on consulte encore avec tant de 
fruit. ; 

Un traité comme celui de M. Cuwotson ne pouvait étre écrit unique- 
ment en vue d’intéresser les physiciens ; il s’adresse encore aux chi- 
mistes, aux ingénieurs, aux naturalistes, c’est-a-dire 4 des hommes de 
formations scientifiques trés différentes. L’auteur se trouvait donc en face 
de la question qui se pose toujours en pareil cas : dans quelle mesure 
V'instrument mathématique sera-t-il employé ? M. Crrwotson est, de 
parti pris, élémentaire; mais, 4 l'occasion, lorsque la nature du sujet 
impose, il ne recule pas devant une analyse plus élevée. Du reste, en 
beaucoup de points le traducteur a su introduire heureusement d’utiles 
indications relativement aux voies nouyelles qui se sont ouvertes dans la 
Physique théorique. Un lecteur, dont l'instruction mathématique n’a pas 
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été poussée trés loin, pourra done se servir aisément de cet ouvrage, en 
passant simplement les paragraphes ot l'analyse supérieure joue le prin- 
cipal role; par contre, le mathématicien sera heureux de rencontrer, a la 
place que le cété expérimental leur assigne, les questions qu’il étudie 
souvent d’une maniére isolée et sans prendre contact avec la réalité des 
faits. 

La belle édition frangaise que M. Henwann public, sur la traduction trés 
précise et trés soignée de M. E. Davavx, Ingénieur de la marine, est 
enrichie par les contributions personnelles de plusieurs physiciens distin- 
gueés ; il convient de signaler tout particuli¢rement des notes relatives a la 
Physique théorique, dont Pimportance n’échappera 4 personne ; elles 
sont dues 4 M. E. Cosserar, Directeur de |’Observatoire de Toulouse et 
a M. Ff. Cosserar, Ingénieur en Chef des Ponts et Chaussées. 

Dans la forme ot il nous est ainsi présenté, le Traité de M. Cirworson 
ne peut que rendre de grands services, et il sera certainement tres appré- 
cié en France, comme il l’a déja été a l’étranger. 


Le 5 mai 1908. 


E. H. AMAGAT. 
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4. Le monde extérieur et le monde intérieur. — Pour chacun de 
nous, il existe deux mondes, l’un extérieur et l’autre intérieur; entre ces 
deux mondes, nos sens servent d’intermédiaires. Le monde extérieur posséde 
la faculté d’agir sur nos sens, de provoquer en eux certains changements, ou, 
comme on dit habituellement, d’exercer sur eux des excitations. Le monde 
intérieur est défini, dans l'homme, par l'ensemble des phénoménes qui sont 
absolument inaccessibles 4 l’observation directe d’un autre homme. 

L’excitation des organes des sens, produite par le monde extérieur, se trans- 
met au monde intérieur et y provoque une impression subjective, dont la nais- 
sance dépend de l’existence de la conscience. L’impression subjective recue 
par le monde intérieur est objectivée, c’est-a-dire qu’elle est rapportée a |’es- 
pace extérieur, comme une chose qui appartient & un lieu et a un temps 
déterminés. Nous rapportons donc nos impressions au monde extérieur, ou 
Vespace et le temps forment pour ainsi dire le fond sur lequel s’ordonnent 
les impressions objectivées. Aux endroits de l’espace ou se trouvent ces im- 
pressions objectivées, nous transportons involontairement la cause qui les 
produit. L’étude du processus de l’objectivation appartient au domaine de la 
Philosophie. 

L’homme posséde en outre la faculté de comparer les impressions qu’il re- 
goit, de juger de Jeur ressemblance ou de leur dissemblance, et, dans ce der- 
nier cas, de discerner leurs différences qualitatives et quantitatives, ces 
derniéres pouvant se rapporter soit a l’intensité, soit 4 l’étendue, soit enfin a 
la durée de la cause objectivée qui produit l’excitation. 

Cuworson, — Traité de Physique I,. I 
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Comme la conclusion de l’entendement, qui accompagne toute objectiva- 
tion, est basée exclusivement sur les impressions recues, une identité complete 
de ces impressions entraine forcément aussi l’identité des causes objectivées, 
et cette identité s’établit sans l’intervention de notre volonté, parfois méme 
conire elle, lorsque d’autres organes des sens apportent un témoignage cer- 
tain de la non-identité des causes (l’objet et son image réfléchie, voir et sentir). 
De 1A provient une des sources principales des conclusions certainement 
fausses de l’entendement, qui conduisent a ce quel’on appelle les le de 
la vue, de l’ouie, etc. Une autre source des mémes erreurs est un manque 
d’expérience, dans l’appréciation d’impressions nouvelles. 

En rapportant a espace et au temps les sensations que nous comparons — 
entre elles et auxquelles nous attribuons la signification d’une réalité objec- 
tive, existant en dehors de notre conscience, nous avons ce qu'on appelle un 
phénoméne extérieur. Le changement de couleur que subissent les corps par 
une modification dans leur éclairage, Pégalité de niveau de l’eau dans des 
vases, le mouvement oscillatoire du pendule sont des exemples = phéno- 
ménes extérieurs. 

L’un des trois mobiles, qui font avancer ’humanité sur le chemin de son 
développement, est le besoin de connaitre, quia pour but final inaccessible 
la connaissance de la nature intime de notre existence, du vrai rapport entre 
le monde qui est en nous et le monde extérieur. Les deux autres mobiles sont 
le désir du bonheur et l’amour de la gloire. Le besoin de connaitre a pour 
résultat la connaissance d’un tres grand nombre de phénoménes différents, 
qui, suivant leur caracttre, forment lobjet des diverses sciences. Parmi ces 
dernieéres, la Physique occupe l'une des premictres places, 4 cause de l’étendue 
du domaine qu'elle étudie et de Pimportance qu’elle a pour presque toutes 
les autres sciences. 

Quand nous objectivons la cause d’une impression, cest-a-dire quand hous 
la rapportons 4 un endroit déterminé de Pespace, nous imaginons qu il existe 
en cet endroit quelque chose que nous nommons maliére ou substance. Une 
partie limitée de l’espace, occupée par de la matiére, s’appelle un corps phy- 
sique. 

Il y a deux sortes de matiére ; la matiére inorganisée et la matidre orga - 
nisée : la seconde entre dans la constitution des animaux et des végétaux, 

. L’origine de la matitre organisée nous est encore inconnue, bien que nous 


pee puissions observer la transformation de la matiére inorganisée en maticre 
% organisée (alimentation, respiration); mais cette transformation ne s’effec- 
e _ tue qu’en présence de matitre déja organisée, et le secret de la transforma- 
ey tion initiale nous est encore jusqu’a présent caché. 

ee 

or 2. Objet de la Physique. — La Physique, dans le sens le plus large du 
Sa! mot, est la Science de la matiére inorganisée et des phénoménes qui s’y mani- 


 festent. Ces phénoménes s’appellent phénoménes physiques. Toutes les autres 
¥ 

ge - sciences qui s’occupent de la matiére ont affaire avec la substance organisée 
a _ (sciences biologiques). Des phénoménes physiques peuvent aussi se produire 


are SF Bt Be a 


dans la matiére organisée ; mais toutes les tentatives faites pour ramenei 
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des phénoménes physiques, la totalitédes phénomenes qui se présentent dans 
la matiére organisée, ont échoué, et il semble jusqu’ici improbable qu'on y 
arrive jamais. Les phénoménes physiques jouent certatnement aussi un role 
important dans la matiére organisée, mais ils n’épuisent pas la totalité de ses 
propriétés ; il reste encore ce qui constibue l’essence la plus intime et la con- 
dition méme de l’organisation, ce que nous appelons la vie. 

En explorant les phénoménes qui se présentent dans la mati¢re non orga- 
nisée, la Physique poursuit un triple but : la découverte, |’étude et l’explica- 
tion des phénoménes. 

Pour découvrir et étudier les phénoménes, on se sert de l’observation et de 
Pexpérimentation, qu’il est impossible d’ailleurs de séparer l'une de l'autre par 
une limite précise, et qui constituent réunies l’expérience. Dans le sens étroit 
du mot, Vobservation d’un phénoméne extérieur est la considération d'un 
phénoméne qui se passe en dehors de nous, suivant les circonstances ordi- 
naires du monde; l’expérimentation, au contraire, nous offre une répétition 
du phénoméne, dans des circonstances créées artificiellement qui ne se pré- 
senteront peut-étre jamais dans la nature, nous permettant de reconnaitre 
les particularités qui se manifesteront dans ce phénoméne grace a ces circons- 
tances. ; 

On dit quelquefois que l’expérimentation sert 4 faire répondre la nature 
elle-méme, d’une maniére plus ou moins nette, & une question posée. Dans |’ob- 
servation, on écoute la nature: dans |’expérimentation, on l’interroge. Il faut 
cependant remarquer que l’observation est, aussi bien que |’expérimentation, 
précédée et accompagnée d’un travail de la pensée. 11 en résulte que lobser- 
vation vise également a obtenir une réponse, quand la question a été claire- 
ment posée par Je travail antérieur de la pensée. Au sens large, l’observation 
accompagne toute expérimentation. 

La terminologie que nous avons employée (division de l’expérience en 
observation et en expérimentation) est celle qui est usitée aujourd’hui dans 
la Philosophie. En Physique, on a I’habitude de distinguer observation et 
lexpérience, en identifiant l’expérience avec ce qui a été appelé plus haut 
expérimentation. Dans la suite, nous nous servirons de cette derniére termi- 
mologie, bien que, dans le langage ordinaire, le mot expérience soit IE 
employédans un sens plus g areeal 

Le troisitme but que poursuit la Physique consiste 4 expliquer les phéno-- 
ménes, Expliquer un phénoméne ne signifie pas faire apparaitre logiquement 
la-dépendance mutuelle des phénomenes, de telle sorte qu’un phénoméne 
étant donné, on voie un autre phénoméne déterminé s’ensuivre comme consé- 
quence logique:; mais c’est découvrir la loi de dépendance qui lie ce phéno- 
méne a.d’autres phénoménes déja connus de nous. Ainsi donc, découvrir et 
préciser le lien qui existe entre les phénomeénes, tel est au fond le troisiéme 
but que se propose la Physique. Le point important n'est pas de rapporter un 
phénoméne.quelconque A a un phénoméne B déja connu de nous, car une 

-telle ordonnance des phénoménes serait due au hasard, et dans un autre cours 
du développement historique de nos connaissances, elle aurait pu étre aussi 
bien le contraire, c’est-d-dire que nous aurions ramené le phénoméne Bau 
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phénoméne A depuis plus longtemps connu. La découverte du lien qui 
rattache l’un a l’autre A et Ba seule de l’importance. Les époques importantes 
dans l’histoire de la Physique sont caractérisées par la découverte de relations. 
nouvelles et inattendues entre les phénomenes, par exemple entre les phéno- 
menes magnétiques et électriques, entre les phénoménes électriques et op- 
tiques, etc. 

L’existence d’un lien nécessaire entre des phénoménes qui se succedent dans 
le temps ne fait pour nous aucun doute. L’ensemble des phénoménes phy- 
siques, qui caractérisent le monde extérieur a un instant donné, résulte 
nécessairement de l'ensemble des phénoménes qui se passaient au moment 
précédent, un phénoméne A pris isolément provenant d’un groupe déter- 
miné B de phénoménes qui le précédent. On peut convenir de désigner te 
groupe B comme la cause immédiate du phénoméne A, et le phénoméne A 
comme l’effel du groupe de phénomenes B. En considérant le phénoméne A, 
nous pouvons nous proposer de découvrir le groupe de phénoménes B, c’est-+ 
a-dire de trouver la cause du phénoméne A. Des exemples nombreux, dans 
toutes les parties de la Physique, montrent que la recherche de la cause re- 
vient en fait a la recherche du lien qui existe entre les phénoménes. ; 

En désignant le groupe B comme la cause de A, nous admettons qne tous 
les autres phénoménes du monde extérieur, qui se passent en méme temps: 
que les phénoménes B, mais n’appartiennent pas a ce groupe, sont sans in— 
fluence sur la forme du phénoméne A, de sorte qu’aucun changement dans 
ces phénoménes n’entrainerait de changement dans A. 

Les relations mutuelles entre la cause (B) et Veffet (A) sont déterminées. 
par deux propositions ou axiomes, qui constituent le fondement sur lequel 
on peut établir toute science des phénoménes. Ges deux axiomes sont les sui- 
vants : : 

I. St p’une cause ponntée (Groupe B) risutTe UN EFFET DETERMINE (PHE— 
Nomine A), LA PRODUCTION DE CET EFFET EST UNE NECESSITE INCONDITIONNES 
ET aBsoLuE. — Mais ceci ne veut pas dire qu'il ne peut exister, en dehors. 
de A, une série d'autres effets simultanés (les phénoménes C, D, etc.), quit 
alltent pareillement du méme groupe b. 

Le sens de cet axiome est que le phénoméne A ne peut dans aucun cas (en 
un lieu et 4 un instant donnés), pas méme par la pensée, étre remplacé par 


-un autre phénoméne. Cet axiome exprime l’existence dans le mande d’une: 


relation nécessaire, unique et déterminée dans chaque cas, entre des phéno- 
ménes qui se succtdent dans le temps. Si le groupe B et les relations nécés- 
saires sont connus, on peut alors prédire avec une certitude absolue le: 
phénomene A. Pour arriver A une telle prévision, on se sert des Mathéma- 
tiques et de la méthode déductive de raisonnement logique sur laquelle elles. 
sont basées. 

Ul. Un seu sr: mime puinomine A peur RisULTER, COMME EFFET, D’UN 
GRAND NOMBRE DE GROUPES B pr PHENOMENES DIFFERENTS. — Si nous 
considérons le phénoméne A, et si nous connaissons un grand nombre: 
de relations de dépendance entre les phénoménes, nous ne pouvons pas cepen- 
dant savoir si,  l’apparition de A, ce sont précisément ces relations qui ont. 
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joué un rdle, ou d'autres qui nous sont encore inconnues. Nous pouyons par- 
fois, avec une certitude absolue, déduire de la présence de B celle de A ; mais 
le passage de A 4 B ne peut jamais se faire qu’avec un degré plus ou moins 
grand de probabilité. 

La Physique détermine, en étudiant les phénoménes et en découvrant leur 
loi de dépendance, quels sont les seuls effets possibles A d’un groupe de phé- 
noménes donnés B, et elle recherche quel est, pour un phénoméne donné A, 
le groupe de causes B le plus probable. Nous trouverons, dans toutes les par- 
ties de la Physique, des exemples de ces deux sortes de conclusions. 


3. Hypothéses. — On appelle hypothése la supposition de l’existence 
d'une certaine loi de dépendance entre des phénoménes donnés. La définition 
courante, suivant laquelle I’lypothése ne se rapporterait qu’& la cause des 
phénomeénes, est trop restrictive, car une hypothése est nécessaire dans tous 
les cas ou le lien qui réunit les phénoménes n’est pas encore bien ctabli, et 
elle peut se rapporter a la cause aussi bien qu’a lelfet. 

Une hypothese sur la cause sera par exemple le choix d’un quelconque des 
groupes possibles B, qui peuvent avoir pour conséquence le phénoméne A que 
nous voulons expliquer, c’est-a-dire relier par une loi de dépendance avec 
d’autres phénomeénes. II n’existe pas de régle, et il ne peut en exister, pour 
le choix d’un groupe de causes ou pour la création d’une hypothése. Pour 
forger des hypotheses, il faut un savoir étendu et du génie. 

Toutes les hypotheses n’ont pas la méme valeur, ni la méme raison d’étre. 
Uné bonne hypothése doit posséder les propriétés suivantes : elle doit étre 
possible, étre d’accord avec les phénoménes observés, en embrasser le plus 
grand nombre possible, étre simple, et enfin vérifiable. 

L’hypothése doit d’abord se trouver dans le domaine du possible, c’est-a-dire 
quelle ne doit pas étre en contradiction avec ce qui est absolument certain, 
avec ce qui constilue le fondement inébranlable de la Science (par exemple, 
la conservation de la matitre et de l’énergie). Elle doit élre d’accord avec les 
phénoménes, qui doivent s’en déduire, en se basant sur les lois de dépendance 
déja connues, comme les seules conséquences possibles et nécessaires. Le 
domaine de Vhypothtse doit étre tel qu’il embrasse le plus grand nombre pos- 
sible de phénoménes. [1 n’est pas permis d’établir une hypothese particuliére, 
c’est-a-dire d’admettre l’existence d'un groupe particulier de causes B, pour 
une série de phénoménes analogues A. Plus le nombre des hypothéses d’une 
science est restreint, plus est avancé son développement. L’hypothése doit 
étre la plus simple possible, car la conviction s’est profondément enracinée 
dans la conscience de homme que les causes fondamentales des phénoménes 
naturels sont extrémement simples. Enfin, il faut encore que Phypothése 
soit vérifiable, c’est-a-dire qu'il faut avoir la possibilité d’en tirer, par voie 
déductive, un grand nombre de conséquences ct de se convaincre de leur 
exactitude par l’expérience ou par V’observation. I faut donc pouvoir se 
rendre compte de la réalité de l’existence de ces conséquences, et obtenir par 
Ja méme une mesure du degré de probabilité de lhypothése. 

Les hypothéses qui ne possédent pas ces propriétés constituent pour la 
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Science un lest inutile et dangereux, et les mots de Newton, hypotheses non 
fingo (‘), leur sont applicables. 

En dehors des hypotheses sur la cause, c’est-a-dire sur l’existence du — 
groupe B des phénoménes qui entrainent le phénoméne A, d’autres hypo- 
theses jouent un grand role dans la Science : en premier leu, les hypotheses 
sur l’exislence en général d’une loi de dépendance entre deux phénomenes 
connus, pour lesquels la question reste encore posée de savoir si ces phéno- 
ménes se trouvent dans une relation de cause A effet, ou s’ils sont des effets 
simultanés d’un groupe de phénomenes non encore découverts (taches du 
Soleil et aurore boréale) ; en second lieu, les hypotheses sur la forme spéciale 
de la lov de dépendance entre des phénoménes liés certainement par une rela- 
tion causative (courant électrique et échauffement du conducteur). 

Sans hypothéses, dans le sens le plus large du mot, c’est-a-dire sans sup= 
positions, om ne peut concevoir aucun progres dans la Science. 

Ciaupe Bernxarv dit: « Une idée anticipée ou une hypothése est le point de 
départ nécessaire de fout. raisonnement expérimental ; on ne saurait sans cela 
faire aucune investigation, ni s'instruire. » Toute expérience doit nécessaire- 
ment élre précédée d’une hypothese, plus ou moins mise en évidence, sur 
existence d’un phénomeéne ou d’un de ses caractéres particuliers, quantitatif 
ou qualitatif. Dans les Mathématiques pures également, aucun progrés n’est 
possible sans hypothése sur l’existence de quelque relation entre les grandeurs. 
Cracpe Bernarp dit encore : « Le mathématicien et le naturaliste se servent 
d’une méme méthode, quand ils cherchent de nouvelles vérités. Par Vinduc-. 
tion, on arrive a |’établissement @’hypothéses que l’on vérifie plus tard. » 
Quant a la question de savoir comment on arrive, par la voie de Vinduction, 
4 l’établissement d’hypothéses qui contribuent aux progres de la Science, on 
peut en trouver la réponse dans ces mols de Krprer : « C’est mon bon gérme 
qui m’a inspiré cette idée. » 

Il faut surtout se défier des hypotheses illusoires, qui sont presque toujours 
trés complexes, et renferment, sous forme de suppositions, tout ou presque 
tout ce que l’on doit précisément expliquer en s’appuyantsur elles, c’est-a-dire 
relier par une loi de dépendance avec d’autres phénoménes. Il n’est pas du 
tout question de ces autres phénoméenes dans ces prétendues hypothises ; elles 
ne peuvent done servir a l’explication des phénoménes en vue desquels elles 
étaient établies. Elles ne sont pas autre chose qu’une description des phéno- 
mietnes, qui peut étre parfois d’une grande utilité, en raison de sa concision @t 
de sa clarté. Mais elles ne peuvent servir d donner une connaissance plus appro- 
fondie du phénoméne ; comme exemple d'une telle hypothése, on peut citer 
Vhypothese des deux fluides électriques. 

Une hypothése bien choisie contribue puissamment au développement de la 
Science. On pourrait l’appeler une hypothése de travail, mais som role me 
doit étre que passager ; plus tot elle disparait, plus tot elle cesse d’étre une 
hypothése, et mieux cela vaut. L’expérience, ct ]’expérience seule, peut con- 


(1) Newron, Principia, Glasgow, 1871, p. 530. 
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duire a ce résultat. La comparaison des phénoménes qui se produisent réelle- 
ment dams le monde extérieur,, avee ceux qui se présentent, par voie déduc- 
tive, comme conséquence nécessaire de l’hypothese admise, peut, ou bien 
démontrer l’inexactitude nom douteuse de I’hypothése, quik faut alors aban- 
donner, ow bien servir & confirmer |’exactitude certaine de cette dernicre, 
auquel cas l’hypothese cesse d’exister comme telle, ou bien enfin augmenter 
son degré de probabilité ou de vérité. Une hypothese qui ne peut étre vérifide 
directement, mais seulement par la comparaison de ses. conséquences avec les 
résultats de l’expérience, ne pewt jamais devenir une certitude. Mais si le 
nombre des différents résultats quantitatifs de observation, conformes a I’ hy- 
pothese, croit sans cesse, la probabilité de cette hypothése se rapproche indé- 
finiment de la certitude (par exemple, les hypotheses de la rotation de la 
Terre autour de son axe et autour du Soleil, de la conservation de |'énergie. 
de l’existence de l’éther). 

L’apparition d’une bonne hypothése peut faire progresser considérablement 
la Serence, mais. la disparition d’une hypoth¢se a une importance encore plus 
grande, et les époques les plus remarquables dams l'histoire de la Science sont 
caractérisées par de semblables. disparitions. La fusion de deux ou plusieurs 
hypothéses en une seule a une. importance analogue. Plus le nombre des 
hypotheses est restreint, plus le développement de la Science est avancé. « La 
Science, dit Osrwatp, ne cherche pas & établiv des hypotheses, mais a écarter 
celles qui existent ». La Science aurait atteint son but, si elle ne remfermait 
plus. qu'une seule hypothese, d’ou découlerait, comme conséquence néces- 
saire, la loi de dépendance de tous les phénomenes du monde extérieur. 


4. L’éther. Liélectron. — Nous sommes habitués, depuis l’enfance, a 
considérer les propriétés de la matitre comme lacause d'un trés grand nombre 
de phénoménes qui se passent autour de nous; la matiére se trouve aux 
points de l’espace ou nous objectivons nos impressions et se manifeste, d'une 
maniére particulicrement tangible, par son action sur lorgane du toucher, 
lorsque nous essayons de pénétrer dans l’espace qu'elle occupe. L’étude des 
différents phénomenes du monde extérieur nous a depuis longtemps conduits 
4 supposer qu’en dehors de cette matiére, il existe encore d’autres causes des 
phénomenes, que nous appelierons provisoirement des agents. Ils portaient 
autrefois la dénomination latine de imponilerabilia, ow substances sans poids. 
Mais cette dénomination repose en tou! cas sur une méprise, car, de cette 
circonstance que, dans des conditions données, le poids d’un agent ne peut étre 
constaté, il ne s’ensuit pas que cet agent sort privé de la propriété de la ma- 
tiére que l’om appelle poids. Aimst, par exemple, l’eaw a l'intérieur de l'eau 
n’aurait en quelque sorte pas de poids, et cependant personne ne la compte 
parmi les impondérables. En admettant l’existence de ces agents, on peut dé- 
duire de Vexpérience qu’ils: sont impesables, c’est-a-divre que, par suite de la 
nature de nos expéviences, on ne peut constater leur poids. 

Autrefois, on admettait l’existence de six agents différents, deux agents 
électriques, deux agents magnétiques, le calorique, et l’agent producteur des 
phénoménes lumineux ; ceci revient & admettre six hypothéses différentes. Le 
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nombre de ces substances hypothétiques a diminué avec le développement de 
la Science, et, & la fin du sidcle dernier, il n’y en avait plus qu’une. Cette 
unique substance, qu’a cette époque on croyait suffisante, était appelée 
Véther, On supposait qu'elle remplit tout Pespace entre les corps qui existent 
dans le monde et qu’elle pénétrait dans toutes les régions de |’Univers acces= 
sibles 4 notre observation. 

Indiquons briévement aqack role élait alors attribué & l’éther dans les phé= 
nomenes physiques. Ce qu’on nommait matitre pouvait aussi étre envisagé 
comme un état particulier de V’éther, ot. d l’inertie et Ja résistance contre 
la déformation venait s’ajouter le poids, par exemple ; mais, ordinairement, 
pour plus de commodité, l’éther et la matiére étaient opposés l'un a autre, 
et on conservait la seconde dénomination seulement pour ce qui peut agir 
plus ou moins immédiatement sur notre sens du toucher. L’éther et la ma- 
titre, qui remplissaient une portion de l’espace, constituaient ce qu’on ap- 
pelle un milieu. : 

Dans la seconde Partie, nous étudierons de prés les phénomeénes de mouve- 
ment, et nous verrons que les trés petites parties, dont nous pouvons supposer 
la matiére constituée, peuvent changer de place dans l’espace. Il existe pour 
la matiére une certaine distribution des parties que nous appellerons la distri- 
bution normale, et qui correspond au cas ot il ne se manifeste entre cette 
matiére et le reste du monde aucune autre relation que celles qui ne peu- 
vent disparaitre sous aucune condition. L’apparition de nouvelles relations 
peut faire passer la distribution des parties de la matiére de|’état normal aun 
état anormal. Ce phénoméne, que l’on appelle déformation, peut durer indé— 
finiment, mais aussit6t que les causes (les nouvelles relations avec le reste du 


monde) qui ont provoqué cette nouvelle distribution disparaissent, celle-ci 


redevient normale, % 


Un autre cas trés important de changement de la distribution normale des 
parties de la matiére est celui ou une certaine partie commence a se mouvoir, 
en changeant de place d’une maniére continue, mais sans trop s’écarter de la 
position normale. On appelle perturbation le phénoméne dans lequel un tel 
mouvement vient a se produire, Trés souvent, le phénoméne suivant a lieu : 
une perturbation prend naissance dans une partie quelconque de la matiére, 
puis une méme perturbation dans une partie voisine de la précédente, ensuite 
dans une partie voisine de la seconde, etc. On appelle ce phénoméne propaga- 
tion de la perturbation ’ Vintérieur de la substance. Les déformations et les 
perturbations sont, comme il ressort des définitions, accompagnées d'un 
changement dans le groupement mutuel des parties de la matiére. Il se pré- 
sente cependant aussi des cas de mouvement ow un tel changement des posi- 


tions relatives des parties n’a pas lieu. Nous dirons alors que la substance ~ 


considérée a un mouvement d’ensemble. 


Cela étant, on supposait qu’il existe pareillement dans l’éther une distri- 
bution normale de ses parties élémentaires et que des déformations et per- 
turbations y étaient possibles. Un trés grand nombre de phénoménes (surtout 
les phénoménes lumineux, Blebeiqued ou magnétiques) étaient envisagés 
comme résultant de semblables déformations et perturbations de l’éther. On 
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était méme porté a penser que I’éther joue également un role trés important 
dans d'autres phénoménes, et peut-étre dans tous les phénoménes physiques 
sans exception. Il paraissait alors que le but final de la Physique était de 
trouver la loi de dépendance entre les phénoménes qui se passent dans la 
matiére inorganisée et dans l’éther, en faisant appel au plus petit nombre 
possible d’hypothéses sur les propriétés de la matiére et de l’éther. 

En dehors de Ja matiére ordinaire et de |’éther, on n’admettait aucun autre 
agent et, par exemple pour les phénoménes électriques, |’éther devait méme en- 
trer seul en jeu. On croyait pouvoir se passer des électricités, considérées comme 
substances particuliéres possédant une existence propre. ‘lous les phénoménes 
électroslaliques s’expliquaient par des déformations dans l’éther; la surface 
électrisée dun corps n’était autre chose que le lieu géométrique des extré- 
mités des lignes, dont la direction en chaque point de l’espace se confondait 
avec la direction de déformation (lignes de force). De méme, tous les phéno- 
meénes électrocinéliques s’expliquaient par des mouvements (perturbations) 
dans l’éther ; le courant ¢lectrique, par exemple, n’était pas regardé comme 
un phénomeéne dans le conducteur, mais comme un état de mouvement dans 
Véther environnant, dont le caractére, la direction et l’intensité étaient dé- 
terminés par les propriétés géométriques et physiques du conducteur. Aux 
mouvements dans |’éther, correspondait une certaine quantité d’énergie ciné- 
tique. qui était pour ainsi dire absorbée par le conducteur et transformée en 
chaleur; l’énergie potentielle électrostatique n’était pareillement que l’énergie 
de déformation de I’éther. 

Dans ces derniéres années, les idées des physiciens ont subi une transfor- 
mation prodigieuse. Les anciens agents, presque oubliés, ont réapparu sous 
des formes nouvelles. Nous franchissons actuellement (1911) une période de 
transition ; les précédentes images des phénoménes sont plus ou moins dé- 
laissées, sans que les nouvelles soient encore bien nettement définies. Nous 
assistons 4 une lutte trés vive entre les opinions les plus différentes et les 
plus contradictoires et la Science hésite entre un el trois agents ; si on ajoute 
la matiére ordinaire, on peut méme dire que beaucoup de savants admettent 
quatre agents, pendant que d’autres esperent qu’un seul restera suffisant. 

Ce puissant revirement a été provoqué par |’étude des rayons cathodiques, 
des rayons Réxtcen et surtout des phénoménes radioactifs, 4 la découverte 
desquels resteront toujours attachés les noms de M. et M™° Curie. Nous par- 
lerons en détail de tous ces phénoménes dans le Tome LV. L’étude des rayons 
cathodiques a conduit A Ja nouvelle doctrine des électrons. On a cessé de 
chercher la cause des phénoménes électriques uniquement dans les états mé— 
caniques de l’éther et on est revenu aux vues anciennes, d’aprés lesquelles 
Vélectricité est une substance particuliére, existant en soi. Il ne s’agissait 
d’abord, dans cette manitre de voir, que de |’électricité négative, a laquelle 
il a été reconnu tout de suite nécessaire d’attribuer une constitution atomis- 
tique. L’électricité négative consiste donc, suivant les idées qui régnent en 
général aujourd’hui (1gr1), en quantités élémentaires de substance, en 
atomes d’électricité que l’on a dénommés électrons. Un courant électrique 
prend naissance par le mouvement effectif des électrons dans un conducteur. 
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Quant aux propriétés spéciales de l’électron et & la question de savoir s'il est 
ou non déformable, les opinions se partagent ; mais il serait prématuré d’in— 
sister ici sur ce point. 

Ce qu’on nommait antérieurement électricité positive est aussi regardé ac- 
tuellement par quelques savants comme une: substance particuliére, sur la 
structure et les propriétés de laquelle re¢gne encore moins d’accord que: sur 
la maniére d’étre de I’électricité négative. i 

Comme troisiéme agent vient maintenant l’éther, qui remplit Vespace et, 
en particulier, supporte et transmet l’énergie rayonnante (Tome II), Si on 
ajoute encore la matiére ordinaire, on. a ainsi les quatre agents différents qui 
constituent l’Univers et dont les propriétés permettent d’expliquer la pléni- 
tude infinie des phénoménes physiques et chimiques qui nous environnent. 

Parallélement au développement de ces nouvelles conceptions; d'autres. 
bouleversements se sont produits dans les hypotheses fondamentales physico- 
chimiques. Nous nous bornerons actuellement & quelques indications, 

L’atome de matitre (§ 8) était. considéré antérieurement comme une trés 
petite quantité de substance homogéne, qui ne pouvait ¢tre parlagée, dans au- 
cun phénoméne physique ou chimique, en éléments plus petits. Présente- 
ment, on attribue a l’atome-de matiére une structure extrémement complexe, 
ou les électrons accompagnent. la matiére ordinaire, l’ensemble formant un~ 
systeme de nombreuses parties élémentaires, animées de mouvements diffé- 
rents tres rapides et d’une extréme complication. Dans certaines circonstances, 
l'alome se décompose, les électrons sont dispersés et emportent. souvent. avec 
eux des fragments de la matiére. 

Divers savants ont été beaucoup plus loin encore et ont attribué aussi une 
structure alomistique a énergie rayonnante; on a mis. en avantles atomes 
de lumiére (quantités ¢lémentaires d’énergie), en particulier dans l'étude des 
rayons RéntGEN 

Les progres ultérieurs de la théorie des électrons ont agi révolutionnaire- 
ment dans une autre direction. Pour l’explication d’une série de phénomenes, 
que nous ne pouyons que mentionner ici, des vues entierement neuves et. 
extrémement audacieuses ont été proposées. sur l’espace el le temps (H.-A. Lo- 
rentz, Exxstei, Muyxowskt) ; on peut les réunir sous le nom de: théorie de la 
relativilé. Si ces idées devaient prévaloir et prendre pied définitivement dans: 
la Science, pour devenir peut-étre un jour un. bien commun de l’humanité, 
la transformation de nos conceptions fondamentales serait si profonde qu'elle 
n’aurait pas d'égale dans l’histoire et laisserait derriére elle-méme la révolu- 
tion. copernicienne. 

Nous avons vu qu’actuellement on-admet généralement quatre agents. = la 
matitre ordinaire,, l’électricité négative, l’électricité positive et l’éther. Mars 
plusieurs savants ne regardent pas l'électricité positive comme un agent par— 
ticulier, et pensent qu’un atome, qui nous. apparait comme électrisé positive- 
ment, a simplement perdu des ¢lectrons négatifs. D’autres croient. pouvoir se 
passer de la matitre ordinaire, en admettant que l’atome consiste unique- 
ment en un systeme d’électrons, ou en un noyau d’électricité positive autous 
Gage! se meuvent des ¢lectrons négatifs. 
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On a proposé récemment de faire encore un autre grand pas (Camppenn. 
Wirz, etc.) : Vabandon complet de l'éther. Toutes les expériences faites pour 
mettre directement en évidence les: phénoménes dans l’éther, au moins dans 
une certaine mesure, sont restées jusqu’ici infrtictueuses ; de 1d est venue 
Vidée que la Science peut se construire sans l’éther ou, ce qui revient au 
méme, qu il n’y a pas d’éther, Cette maniére de voir conduit, bien entendu, 
a eoncevoir l’énergie rayonnante (par exemple, la lumiére visible) comme se 
propageant d’une maniére indépendante a travers |’espace vide absolu, peut- 
étre dans les atomes lumineux (voir ci-dessus). On voit, par ce qui précede, 
combien sont devenues aujourd’hui vacillantes (7g11) les intuitions fonda- 
mentales de la Philosophie naturelle ; un avenir prochain leur donnera peut- 
étre plus de simplicité et de fermeté. 

Nous parlerons encore de l'éther quelquefois; il doit étre observé qu'il sagira 
toujours uniquement de l’espace dans lequel ne se trouve aucune matiére ordinaire, 
mais non de l’espace rempli d’une substance particuliére. 


5S Divisions dela Physique. — Au commencement du § 2, nous 
avons défini la Physique, dans le sens le plus large du mot, comme la science 
des phénoménes qui se produisent. dans la matiére inorganisée. Les progres 
de cette science ont conduit, avec le temps, a en détacher des parties impor- 
tantes, ayant chacune pour objet un groupe déterminé et caractéristique de 
phénoménes et qui se sont développées en sciences indépendantes. Telles sont 
par exemple la Mécanique, l’Astronomie, la Chimie, la Minéralogie, la 
Géologie et la Météorologie. I] est. extrémement remarquable que la Chimie 
et PAstronomie, apres s’étre séparées de la Physique, se sont remises a puiser 
si abondamment dans sa riche provision de matériaux scientifiques, que de 
vastes disciplines intermédiaires se sont développées : la Chimie physique et 
I’ Astronomie physique. Ce retour, quoique partiel, a l’ancien fond nourricier, 
a donné une riche moisson et produit un rapide développement de ces 
nouvelles branches trés importantes de la Chimie et de l’Astronomie. 

Toute une série de sciences se sont en outre séparées de la Physique, en 
vue de tirer un résultat pratique pour l’humanité des matériaux scientifiques 
quelle contient. A ces sciences se rattache presque tout ce qui forme le fonds 
de notre civilisation actuelle : la mécanique appliquée, la technique de la 
vapeur et celle de Pélectricité avec ses subdivisions importantes : la télé- 
graphie, la téléphonie, l’éclairage électrique, la galvanoplastie, le transport 
de la force, etc. ; on peut aussi ajouter la photographie. Toutes ces sciences 
S'appuient uniquement sur la Physique. 

On sépare habituellement les matériaux scientifiques que contient actuelle- 
ment la Physique en parties ou sections, d’aprés le caracttre spécial ou 
d’aprés certains signes extérieurs ou intérieurs des phénoménes auxquels 
chaque partie est consacrée. Mais une telle division a toujours un caractere 

artificiel ; i] n’est pas possible de tracer entre les sections de la Physique une 
démarecation un peu tranchée, et il faut ajouter que la possibilité d'une telle 
délimitation diminuant continuellement, ce fait constitue précisément le 
crilérium Je plus sir du développement progressif de la Physique. On 
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découvre constamment des lois de dépendance entre les phénoménes les plus 
dissemblables, qui appartenaient auparavant a des parties tres différentes de 
la Physique. Par 1a méme disparait toute limite entre ces diverses parties, 
qui parfois se confondent & tel point que plusieurs se réunissent en une seule. 
Dans d'autres cas, ces séparations deviennent pour ainsi dire insensibles, ou 
bien de nouvelles parties intermédiaires apparaissent, placées a la limite de 
deux divisions principales. La complexité de certains phénoménes, qui se 
présentent comme formés par la réunion de plusieurs autres, rend aussi tres 
difficile leur classification. 

On divise parfois la Physique en deux parties : la Physique expérimentale 
et la Physique théorique, en rapportant & la premiére principalement la 
matitre scientifique qui peut étre obtenue par l’expérience, et a la seconde ce 
qui peut se déduire des phénoménes eux-mémes, en partant d’une hypotheése 
déterminée et de lois de dépendance bien établies, parfois méme de ces 
derniéres seulement. En établissant la nécessité des phénoménes observés, 
comme conséquence de ce qui a été reconnu ou admis, la Physique théorique 
résout 4 nouveau Ja question de la forme que doit avoir un phénoméne, dans 
des circonstances ou il n’a pas encore été observé : en d’autres termes, elle 
prédit un phénoméne. Cependant, il est complétement impossible de tracer 
une division un peu logique de la Physique en partie expérimentale et en 
partie théorique, car dans l'étude de tout groupe de phénoménes physiques, 
lexpérience et ja théorie doivent toujours marcher réunies. La théorie nous 
met en état d’unifier, de lier entre eux les phénoménes observés, et nous 
donne, ce qui est surtout important, la possibilité de trouver les voies, ou 
plus exactement les expérienees, qui peuvent servir a la vérification des 
hypotheses, c’est-a-dire 4 augmenter ou & diminuer leur degré de probabilité. 
Dans un sens plus large, la théorie, tout en conservant son caractére déductif, 
peut se passer méme de son instrument le plus puissant, les Mathématiques ; 
Farapay n’était pas un mathématicien,-et pourtant il faut le tenir pour le 
plus grand des théoriciens. Mais actuellement, le role de l’Analyse mathé- 
matique, dans la Physique théorique, a pris une importance prédominante, 
et, sans elle, le développement de la Physique, dans beaucoup de ses parties 
importantes, serait difficile & concevoir. Si les expériences seules, sans le 
secours de la théorie, ne peuvent donner, sauf dans des cas rares, plus qu'une 
matiere brute et incohérente, la Physique théorique, prise isolément, non 
entourée de tous cdtés par les expériences dont elle est issue, et par lesquelles 
elle est controlée, ne peut jamais donner de sol nourricier pour un déve- 
loppement de la Science conforme & son but. Une telle théorie manque de 
base ; elle peut présenter beaucoup d’attraits, mais elle est dangereuse, car 
toute la peine dépensée pour son développement peut étre perdue, si une 
seule expérience entreprise apres coup montre la discordance, ne fit-ce. que 
d'une seule de ses conséquences avec la réalilé. Et le cas est fréquent dans 
Vhistoire de Ja Physique ; les importantes recherches théoriques de nombreux 

-savants ont perdu toute valeur scientifique et ont été ruinées par un fait 
inexorable découvert par Vexpérience (ainsi, par exemple, la théorie de 
Vémission de la lumitre). L’expérience et la théorie doivent accompagner 
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réunies les recherches physiques, et par conséquent la division de la Physique 
en partie expérimentale-et en partie théorique rencontre en pratique des 
difficultés insurmontables. 

Il est cependant possible de mettre a part dans la Physique des questions 
trés diverses, mais qui se trouvent liées entre elles par la facon particuliére 
dont on les pose et les résout. On peut appeler cette partie la Physique mathé- 
matique ; elle différe essentiellement de la Physique théorique. La Physique 
mathématique part d’un fait élabli solidement par lexpérience et qui exprime 
une certaine loi de dépendance entre les phénoménes. Elle donne & cette 
relation une forme mathématique, et elle étudie exclusivement a l’aide de 
Vanalyse mathématique les conséquences qui en résultent. Gomme la Phy- 
sique mathématique ne part que de faits établis expérimentalement, elle ne 
renferme rien d’hypothétique et ses résultats sont, pour cette raison, impé- 
rissables. Les parties de la Physique théorique qui s’appuient sur des hypo- 
théses peuvent s’écrouler; les parties de la Physique mathématique demeurent 
toujours inébranlables, car c’est un fait qui leur sert de fondement, et il 
reste tel malgré tous les changements d’opinion scientifique qui peuvent 
survenir, dans le cours du temps, sur sa nature intime. Telles sont les. 
parties de la Physique mathématique qui traitent de la conduction de la 
chaleur, de l’élasticité, de V’électricilé (théorie du potentiel et ses différentes 
applications), du magnétisme (action mutuelle et induction), du courant 
électrique, etc. Les diverses parties de la Physique mathématique n’ont que 
tres peu de points de contact avec la Physique en tant que science des. 
phénoménes, mais ces points de contact leur servent.de fondement inébran- 
lable. La Physique mathématique appartient plutot aux Mathématiques qu’a 
~ la Physique. 

Les avis sont trés partagés au sujet de l'utilité de la Physique mathéma- 
lique ; son importance a été souvent exagérée et beaucoup de savants ont 
pensé que les méthodes de la Physique mathématique pouvaient seules con— 
duire 4un réel progres dans la Physique proprement dite; cette opinion 
n’est pas juste: c'est la Physique théorique, et non la Physique mathé- 
matique, qui a rendu les plus grands services a la Science, bien qu'elle ait 
toujours été établie sur un terrain incertain et sur des hypothéses plus ou 
moins passageres. D’ailleurs l’utilité que la Physique mathématique pourrait 
présenter se trouve bien diminuée par la circonstance suivante : ses points de 
départ, a la yérité tout a fait exacts, ne sont pourtant valables que dans des 
limites si étroites, qu’ils se présentent vis-a-vis des phénoménes réels, comme 
des cas limites, pratiquement irréalisables. Les résultats auxquels conduisent 
les calculs de la Physique mathématique ne peuvent, en tout cas, que con- 
corder d’une manivre approximative avec ceux que fournit l’observation 
directe. Il en est ainsi pour la théorie mathématique de la conduction de la 
chaleur, basée sur l’hypothése que la perte de chaleur a la surface d’un corps. 
est proportionnelle a la différence des températures sur cette surface et dans 
Vespace environnant, ce qui n’est approximativement exact que pour de 
petites valeurs de cette différence, En outre, la théorie suppose presque tou- 
jours que le corps est homogéne et que le coefficient de conductibilité, ainsi 
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que la capacité calorifique, sont indépendants de la température. Tl ne serait 
pas difficile de montrer que de semblables simplifications se trouvent 4 la base 
de toutes les théories de la Physique mathématique; il en est amst, par 
exemple, pour les théories de Vélasticité, de ’hydrodynamique, de 1’électro- 
statique, de l’électrodynamique, du magnétisme, etc. 

A Pépoque ot les dillérentes méthodes de mesure physique n’avaient pas 
encore atteint le degré de précision actuel, les formules:de la Physique ma- 
thématique pouvaient étre utilisées pour calculer certaines grandeursque Yon 
désirait connaitre. Mais, en méme temps que les méthodes de mesure se per- 
fectionnaient et permettaient d’atteindre une connaissance plus précise de 
ces grandeurs, l’importance des formules de la Physique mathématique 
disparaissait, et on se trouvait conduit a chercher de nouveaux moyens de 
déterminer ces grandeurs sans recourir a ces formules, La théorie de ta 
conduction de la chaleur en offre un exemple frappant. Tant qu’il ne fut 
question que de mesures grossi¢res, de comparaisons approximatives, “les 
formules de la théorie de la conduction de la chaleur jouerent un grand 
role; mais, dans ces derniers temps, on a du renoncer a leur emploi et 
trouver de nouvelles méthodes de recherche, dans lesquelles ces formules ne- 
jouent aucun role. 

Il y a encore deux motifs pour que l’importance de Ja Physique mathéma- 
tique ait diminué. En prenuer lien, elle n'est en état de résoudre que des © 
problemes relativement trés simples, surtout en ce qui concerne la forme des 
corps auxquels se rapportent les problemes traités. Mais il n’est pas ‘toujours 
possible, dans la Physique expérimentale, de se contenter de ces cas simples, 
et on rencontre constamment des problemes pour la résolution desquels les ~ 
méthodes de la Physique mathématique ne peuvent servir. ; 

En second lieu, les formules finales de la Physique mathématique ‘sont 
souvent si-extraordinairement compliquées dans des problémes trés simples, 
que leur utilisation est pratiquement impossible. Aussi, l’importance de la 
Physique mathématique pure diminue constamment. C'est a la Physique 
théorique, quia déja beaucoup donné dans le passé, qu’appartient encore 
Vavenir. 

Depuis longtemps, on avait pensé i diviser la Physique en une Physique 
de la Matiere et en une Physique de.l’éther, surtout a l’époqae ot on .croyait 
pouvoir ramener tous les phénoménes de l’énergie rayonnante (Tome II), 
de l’électricité et du magnétisme & des phénoménes dans |’éther (§ 4). Mais 
une telle division restait critiquable, puisquil était impossible de détetminer 
exactement, méme d'aprés les idées régnant en dernier lieu, dans quels 
phénoménes |’éther ne jouait aucun role. On devait avoir égard A cette 
circonstance trés importante que, presque dans ‘tous les phénomenes ot 
l’éther jouait un role, la matiére ordinaire mtervenait aussi, de sorte quil 
n'y avait a proprement parler aucune raison pour ranger ces phénomenes © 
dans une Physique de l'élher nettement spécialisée. Un seul phénoméne 
pouvait étre exclusivement attribué a l’éther, la propagation de l’énergie 
rayonnante dans ce qu’on appelle l'espace vide. On n’était pas certain, d’un 


autre colé, que, dans les phénoménes faisant l’objet de la Physique de la 
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matiére, ’éther n’avait aucun role. S’il avait été établi que I’éther a une part 
daction dans ces phénoménes, on aurait di logiquement les faire passer de 
la Physique de la matitre dans la Physique de I’éther et, comme résultat 
final, la Physique de la matiére aurait peut-étre entitrement disparu. 

Mais il en a été, comme nous I’avons vu dans le § 4, tout autrement. Par 
la théorie des électrons est entré dans la Physique un élément fondamental 
tout a fait nouveau ; d’aprés cette théorie, la matitre est électrisée et l’éther 
pourrait ¢tre sur la voie de disparaitre entitremeat de la Science. Actuelle- 
ment (1911), parler d’une Physique spéciale de l’éther posséde & peine encore 
un sens. 

On doit dire, en résumé, que toute division de la Physique, qui repose sur 
des idées hypothétiques déterminées, reste chancelante, puisque les hypo- 
theses sont soumises a des changements fréquents et souvent profonds, a la 
suite desquels une division ingénieuse telle que la précédente est devenue 
illusoire. Il ne conviendrait pas plus, par suite, de distribuer la Physique, 
conformément a l'état présent de la Science, entre une Physique de la 
matiére et une Physique de l’électron. 

Dans cet ouvrage, les premiéres parties de notre exposition seront con- 
sacrées a l'étude du mouvement (Mécanique), des états physiques de la 
matiere (forces moléculaires), du son (acoustique), et de ce qu’on peut 
rapporter, en général, a la considération de l’Eneryie mécanique (Tome 1), 
Dans les parties suivantes, nous traiterons de l’Energie rayonnante (Tome IL), 
de lEnergie calorifique (Tome III) et de l’Energie électrique (Tome IV), en 
indiquant, 1a ou il paraitra nécessaire, qu'il n’y a pas de limites précises 
entre ces grandes divisions de la Physique générale. 


6. Grandeurs physiques. — On appelle grandeur tout ce que nous 
jugeons susceptible de varier quantitalivement. 

L’étude des phénomenes physiques et des relations qui les lient.a rendu 
nécessaire l’introduction dans la Science de la notion d’un trés grand nombre 
de grandeurs différentes servant a caractériser, soit les propriétés spéciales 
des substances, soit les particularités des phénoménes eux-mémes. Nous 
appellerons ces grandeurs, des grandeurs physiques. 

Il faut distinguer avec soin les grandeurs dont chacun a une conception et 
une certaine représentation propres déterminées, de celles qui ont été intro- 
duites récemment dans la Science. Nous appellerons les grandeurs de la 
premitre espéce des grandeurs primitives ; on ne peut les soumettre 4 aucune 
définition, c’est-a-dire qu’on ne peut formuler exactement ce que l’on doit 
entendre sous leur dénomination, puisqu’une définition ne peut se faire sans 
indication d’une relation entre la grandeur 4 définir et quelque chose qui 
soit déja connu, c’est-a-dire déja soumis a une définition précise. Les gran- 
deurs de cette espéce correspondent a des notions primitives, dont elles sont 


». tirées; elles n’ont pas besoin de définition, car leur signification est claire 


‘a priori pour chacun, Les propriétés de ces grandeurs sont déterminées par la 
représentation que chacun s’en fait d’aprés leur dénomination, et c’est pour 
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cela que chacun doit rechercher en lui-méme Vindication de ces propriétés. 
Aux grandeurs de cette espéce se raltachent : 
1° Les mesures de longueur, de surface et de volume, ou, plus exactement, 
la longueur dune ligne droite, l’aire d'une portion de surface plane limitée 
par des lignes droites et le volume d’une portion de l’espace limitée par des 
plans. La longueur d'une ligne courbe ne correspond déja plus 4 une notion 
primitive, et elle a besoin d’une définition ; ; 
2° Le temps ; . 
3° La pression (dans le sens d’une sensation musculaire) ; 
4° La vitesse d’un mouvement rectiligne uniforme. 
Nous laissons de cété la question de savoir si cette énuméralion est com- 
pléte ; les grandeurs, dont chacun n’a pas une notion toute faite et que nous 
introduisons dans la Science, ont besoin d’une définition particuliére, et il 
faut apporter la plus grande attention a ce que cette définition soit aussi 
précise que possible : elle doit étre telle qu’aucune méprise, aucune ambi- 
guité ne soit possible. Une définition doit, par conséquent, étre complete, 
cest-a-dire qu’elle doit renfermer tout ce qui peut servir de caracttre 
distinctif 4 la grandeur 4 définir. Une fois la définition d’une grandeur 
donnée, il faut se garder avec le plus grand soin de lui attribuer des pro- 
priétés qui ne découlent pas de la définition elle-méme. Des fautes de cette 


ae 


nature sont notamment possibles, lorsqu’a la dénomination mal choisie de la | 


grandeur se rattache involontairement la représentation de telle ou telle de 
ses proprictés. 
Les grandeurs qui répondent a une seule et méme définition et qui ne 


different l'une de l’autre que quantitativement s’appellent des grandeurs de 


méme nature. Ces grandeurs peuvent étre comparées entre elles, ou, comme 
on dit encore, peuvent ¢tre mesurées. Mesurer une grandeur, c’est déterminer 
combien de fois elle contient une grandeur choisie de la méme espice, que 
Von nomme, dans ce cas, unité de celle espéce de grandeur (unité de poids, 
unité de résistance, etc.). Il sera parlé ci-dessous, plus en détail, du choix de 
ces unités de mesure ; remarquons que l’on fait en sorte, en général, que 
Punité choisie pour chaque espéce de grandeur soit établie avec des multiples 
et sous-multiples du systtme décimal. La comparaison de deux grandeurs 
peut se faire de deux manitres : ou bien, chacune des grandeurs est mesurée 
séparément avec l’unité choisie, et l’on compare ensuite les résultats numé- 
riques obtenus, ou bien, on compare immédiatement les grandeurs entre 
elles, l'une jouant en fait, bien que d’une facon passagére, le réle d’upité de 
grandeur, 

Le choix de l’unité, pour chaque espéce de grandeur, n’est imposé par 
rien en lui-méme, et nous pouvons prendre, pour unité, une grandeur 
arbitraire de l’espéce considérée. Nous verrons cependant plus tard que l’on a 


renoneé actuellement, pour différentes raisons, & choisir arbitrairement ces. 


unités ; on est convenu de les choisir, d’aprés une régle déterminée, qui 

permet de réunir les unités de toutes les gandeurs possibles, que l’on ren- 

contre en Physique, en un tout bien ordonné, appelé le Sysléme des unités. 
La mesure des grandeurs physiques, c’est-a-dire la comparaison dune 
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grandeur donnée avec l'unité adoptée, ou la comparaison immédiate de deux 
grandeurs données, constitue un probléme qui se résout par la voie expéri- 
mentale, a aide d’instruments spéciaux et suivant des méthodes déterminées, 
imaginées dans ce but; ces instruments et ces méthodes peuvent étre trés 
différents, suivant la nature de la grandeur A mesurer. L’exactitude du ré- 
sultat obtenu dans la mesure dépend des qualités diverses, parfois trés indi- 
viduelles, des instruments eux-mémes, de la méthode choisie et de l’habileté 
et de la pratique de l’opérateur, 

Le résultat de la mesure entreprise est un nombre, qui indique combien de 
fois Vunité choisie est contenue dans la grandeur & mesurer. Ce nombre 
sappelle la valeur numérique de la grandeur physique mesurée. Lorsque l’on 
a a rechercher et a exprimer la loi de dépendance qui lie des phénoménes, on 
remplace ordinairement la méthode arithmétique par la méthode algébrique, 
en représentant par une lettre la valeur numérique d’une grandeur. Mais il 
faut bien se souvenir toujours que ces ledires ne représentent pas les grandeurs 
elles-mémes, mais seulement leurs valeurs numériques, obtenues mentalement 
par une mesure de ces grandeurs a l’aide de certaines unités. En l’oubliant, 
on peut arriver a des résultats tout a fait inadmissibles ; en donnant a ces 
lettres les dénominations des grandeurs elles-mémes, on peut se faire des 
idées erronées; c’est ainsi que l’on dit : la longueur /, la quantité de cha- 
leur q, l’intensité de courant 1; mais / n’est pas la longueur elle-méme, ni q 
Ja quantité de chaleur, ni i l’intensité de courant; 1, g, i sont simplement les 
nombres qui indiquent combien d’unités de longueur, de chaleur et d’inten- 
sité de courant sont respectivement contenues dans Ja longucur, la quantité 
de chaleur et l’intensité de courant considérées. 

La valeur numérique de toute grandeur est inversement proportionnelle a la 
grandeur de Uunilé choisie, c’est-a-dire que si l’on rend l’unilé n fois plus 
grande, le nombre, qui exprime combien de fois ]a grandeur donnée contient 
cette unité, devient n fois plus petit. Que les lettres dont il a été question 
plus haut, par exemple /, q, 1, ne représentent pas les grandeurs physiques 
elles-mémes, mais seulement leurs valeurs numériques, cela résulle claire- 
ment de ce que leurs valeurs changent en méme temps que les unités choisies ; 
si, au contraire, on avait entendu par la lettre q, la grandeur physique elle- 
méme, donnée dans chaque cas particulier et évidemment indépendante du 
choix de l’unité de mesure, la valeur de la lettre q ne changerait pas en 
méme temps que cette unilé, 

Dans la suite, nous rencontrerons quelquefois des grandeurs dont la valeur 
numérique ne dépend pas du choix de l’'unité de mesure; on les appelle des 
nombres abstrails ou (moins heureusement) des nombres absolus. Ces gran- 
deurs peuvent aussi étre représentées par des lettres. Mais on peut montrer 
que l’on a affaire dans tous les cas de ce genre une grandeur physique, pour 
laquelle i’unité a été établie une fois pour toutes. Considérons l’exemple 
suivant. La Physique élémentaire nous apprend que l’on entend par indice 

de réfraction d’une substance, le rapport du sinus de l’angle d’incidence au 
sinus de l’angle de réfraction d’un rayon passant du vide, c’est-a-dire de 
Véther, dans cette substance. Dans cette définition, l’indice de réfraction n 


Cuwotson. — Traité de Physique I,. ; = 
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revét bien le caractere d’un nombre abstrait (comme rapport de deux 
nombres abstraits) et la notion d’une unité, du choix de laquelle pourrait 
dépendre sa valeurj numérique, fait entiérement défaut. Cependant Vinva- 
riabilité de la valeurgnumérique de indice de réfraction devient déja moins 
absclue, si l’on se rappelle que le vide a été choisi d’une maniere assez 
arbitraire, et que la valeur numérique de la grandeur n change, dés qu’on 
ne la rapporte plus au passage du vide, mais de l’air, dans la substance. On 
peut aller encore plus loin et raisonner de la maniére suivante : la matiere a, 
entre autres, la propricté d’agir sur le rayon lumineux qui s’y propage : ‘cette 
propriété est déterminée, comme beaucoup d’autres, par une cerlaine gran- 
deur physique variant quantitativement d’une substance 4 une autre; si nous 
prenons pour unité la’grandeur qui correspond a l’éther (voir la fin du § 4), 
nous trouvons que la valeur numérique de cette grandeur, pour les autres 
substances, est égale au_rapport des deux sinus mentionnés. La théorie nous 
permet, dans ce cas,{d’aller encore plus loin, et de déterminer plus exacte- 
ment cette grandeur.{Cette derniére n’est pas autre chose, en effet, que la’ 
lenteur (par opposition a la rapidité) de la propagation de la lamiére dans la 
substance donnée, et il est clair par conséquent que sa valeur numérique 
dépend, dans chaque cas,£du choix de la substance dont on a pris la lenteur 
correspondante pour unilé. Ce n’est*que dans le cas ot |’on prend pour unité 
la lenteur dans l’éther que l’on obtient, pour la valeur numérique de cette 
lenteur dans un autre milieu, le rapport des sinus. Ce qui vient d’étre dit 
est peut-¢tre un peu artificiel,“et on peut admettre, pour sumplifier, Vexis- 
tence de certaines grandeurs physiques se présentant parmi les autres comme 
des nombres absolus ;{mais il ne faut les introduire que dans le cas ou leur 
remplacement par des}grandeurs, dont la valeur numérique dépend manifes- 
tement du choix des unités, présente une complication inutile. C’est pour- 
quoi il ne faut les introduire sans absolue nécessité dans aucun cas ow la 
notion plus générale d'une grandeur, dont la valeur numérique dépend du 
choix de l’unité, découle immédiatement des phénoménes observés. Aussi ne 
peut-on approuver la division tout a fait superflue, pour une méme grandeur 
physique, en grandeur considérée comme un nombre abstrait, et en grandeur 
envisagée comme nombre concret. 

Nous indiquerons, comme exemple, la densité et le poids spécifique, On 
dit parfois que la densité est le poids ou la masse de l’unité de volume et que 
le poids spécifique est un nombre abstrait égal au rapport du poids ou de la 
masse d’une substance au poids ou & la masse de l'eau, etc. Tout ceci n'est 
pas seulement complétement’superflu, mais repose directement sur une rater: 
prétation erronée des formules physiques, dont nous parlerons avec plus de 
détails dans le numéro suivant. La densité n’est ni un poids, ni une masse, 
et il n’y a aucune nécessité d’introduire la notion du poids spécifique 
comme nombre abstrait. La "question se pose en réalité de la maniétre 
suivante : il existe une grandeur dejnature particuliere et caractéristique de 
toute substance donnée : on peut la dénommer comme on veut, mais elle est 
en tout cas une grandeur d’espéce particuliére (sui generis), et ne peut étre, 
par conséquent, ni une’masse, ni un poids, car ces derniéres grandeurs sont 
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des grandeurs physiques d’une autre espéce : nous la nommerons densité. 
Comme toute grandeur physique, elle a son unité particuliére, que l’on peut 
choisir arbitrairement, mais qui cependant ne peut étre autre chose qu’une 
densité. Donner a la valeur numérique de cette grandeur, pour un choix 
déterminé de l’unité (la densité de l’eau est prise comme unité de densité), 
une dénomination particulitre, est une chose complétement superflue et 
qui n’améne que de la confusion dans les idées. 

Il a été dit au § 4 que l’espace et le temps forment le fond sur lequel sont 
objectivées les impressions que nous recevons, et au commencement du 
§ 6 que l’étendue, le temps et la pression sont des notions primitives, n’ayant 
besoin d’aucune définition, et ne pouvant pas d’ailleurs étre définies. La 
notion de la pression est tirée de l'impression subjective de l’effort nécessaire 
pour faire équilibre a la cause extérieure qui produit la pression; aucune 
définition de sa nature méme n’est possible. Les trois espéces différentes 
d’étendue, le temps-et la pression sont des grandeurs avec lesquelles la science 
des phénoménes physiques a affaire d’une maniétre continuelle, et il y a lieu 
par conséquent de dire ici quelques mots sur Jes unités avec lesquelles ces 
trois grandeurs sont de préférence mesurées aujourd'hui. 

Comme unité de longueur on a adopté le méire; il est égal a la longueur 
prise 4 o° d'une tige de platine iridié, qui est déposée au Pavillon de Breteuil, 
a Sévres. Cette unité de longueur différe sensiblement de la dix-millioniéme 
partie du quart du méridien de Paris, qui était la définition primitive du 
métre. La Commission internationale des poids et mesures a adopté le 
2 octobre 1879 une série de notations abrégées pour les différentes unités 
d@étendue. La notation m a été adoptée pour le metre. Mille meétres se 
nomment un kilométre (km); le métre est divisé en dix décimétres (dm), 
cent centimétres (em) et mille millimétres (mm); la millieme partie d’un 
millimétre s’appelle un micron (1); la millionieme partie d’un millimétre 
est désignée par le signe »u. Les unités de longueur s’appellent aussi des 
unités linéaires. Comme unité d’étendue superficielle, ou plus simplement 
de surface, on a pris l’aire d’un carré dont chaque coté est égal 4 P'unité de 
longueur. Comme unité d’étendue spatiale ou de volume, on a adopté le 
volume d’un cube dont chaque aréte est égale a l’unité de longueur ; le 
décimétre cube s’appelle aussi litre (1); une définition plus précise en sera 
donnée plus loin. 

Comme unité de temps, si nous voulons procéder en toute rigueur scien- 
tifique, nous devons prendre le temps nécessaire a l’accomplissement d’un 
phénoméne déterminé, choisi de fagon qu’il puisse se répéter un nombre 
indéfini de fois, dans des circonstances absolument identiques, c’est-a-dire 
sans aucun changement du groupe d’événements qui le produit. L’oscillation 
d'un pendule quelconque peut servir comme phénoméne de ce genre; la 
durée d’une de ses oscillations peut étre prise pour unité de temps. Mais si 
nous nous servons d’uae telle unité de temps, nous constatons que la Terre 
tourne uniformément autour de son axe, et nous avons alors le droit, et une 
raison scientifique, de prendre, comme unité de temps, la durée de la rota- 
tion de la Terre autour de son axe, ou un intervalle de temps qui soil en 
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relation simple avec cetle durée, Cette nouvelle unité est ce que lon nomme 
le jour solaire moyen qui se divise en 24 heures, en 24 X 60 = 1440 mi- 
nutes, et en 24 X 602 == 86 foo secondes. Au point de vue historique, on a 
suivi, dans le choix de l'unité de temps, la marche inverse. 

En partant de la notion subjective de pression, on reconnait que tout corps, 
en repos a la surface de la Terre, exerce une pression sur tout autre corps sur 
panel il repose. Cette pression s ‘appelle le poids du corps; le poids n’étant 
qu’un cas particulier de la pression, doit avoir une unité commune avec 
cette derni¢re. Gomme unité de pression et de poids, on a choisi la pression, 
exercée 4 Paris sur son appui par un corps bien déterminé, en platine iridié, 
qui est déposé au pavillon de Breteuil, 4 Sevres ; on suppose en outre que ce 
corps se trouve dans le vide. Cette unité de poids et de pression s'appelle le 
kilogramme. Un décimétre cube d’eau pure, a 4° C., a un poids voisin d'un 
kilogramme. Le volume d'un kilogramme d’eau pure & son maximum de 
densité et sous la pression atmosphérique normale, est actuellement pris 
comme définition précise du litre. Le kilogramme est désigné par les 
lettres kg ; il est divisé en 1 000 grammes (g) ; le gramme est égal a ro déci- 
grammes (dg), & 100 centigrammes (cg) et & 1 000 milligrammes (mg). De ce 
qui a été dit résulte que le poids d’un centimétre cube d’eau pure a 4° C. est 
voisin d’un gramme, et qu'un litre est & peu prés égal & un décimétre cube. 

On appelle molécule-gramme d’une substance, la quantité de cette substance 
dont le poids est égal 4 autant de grammes qu’il y a d’unités dans son poids 
moléculaire. Ainsi, par exemple, la molécule-gramme d’eau est égale a 
18 grammes d'eau, la molécule-gramme d’oxygéne est égale 4 32 grammes 
d’oxygene, elc. - 

Pour les distinguer des autres unités, nous appellerons parfois, dans la 
suite, les unités de poids et de pression que nous venons de considérer, unités 


francaises. Dans la seconde Partie, nous nous occuperons d’une autre unité 


de pression, la dyne, 


7. Lois physiques. — La recherche d’une dépendance réguliére entre 
les phénoménes physiques conduit & la découverte des lois physiques. Ces 
lois établissent d’une manitre plus précise le caractére de la dépendance entre 
les différentes grandeurs physiques. Cette dépendance peut étre qualitative 
ou quantitative. Les lois physiques se rapportent presque exclusivement au 
coté quantitatif des phénoménes, c’est-d-dire qu’elles déterminent comment 
varie quantitativement une grandeur, lorsqu’une autre grandeur, dont elle 
dépend d’une maniére réguliére, varie elle-méme quantitativement. 

Il y a relativement peu de lois physiques se rapportant au cété qualitatif 
des phénoménes. Elles établissent les caractéres extérieurs des phénoménes et 
en elles se cache toujours une loi quantitative non encore découverte. On 
abuse souvent d’ailleurs du terme loi que l’on emploie 1a ou il serait plus 


exact de parler d’une régle & laquelle sont soumis les phénoménes. 


La découverte ou la vérification d’une loi physique se fait de la maniére 
suivante. Désignons symboliquement par A et B deux grandeurs physiques 
(il ne s’agit pas ici de leurs valeurs numériques) ; la loi est mathématiquemeny 
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exprimée par la relalion entre les valeurs numériques a el b des grandeurs A et 
B. Pour découvrir cette relation, il faut diriger l’expérience ou l’observation 
de telle fagon que la grandeur A puisse prendre successivement une série 
de valeurs quantitativement différentes, en raison desquelles la grandeur B 
variera aussi quantitativement. Nous devons en outre avoir la possibilité de 
mesurer chaque fois les grandeurs A et B, c’est-a-dire de déterminer leurs 
valeurs numériques en choisissant & cet effet, pour l'une comme pour I’autre 
grandeur, des unités déterminées. 

Comme résultat immédiat de l’expérience et de l’observation, on obtient 
deux séries de nombres, qui ne sont pas autre chose que les valeurs numé- 
riques des deux grandeurs, et qui, comme nous l’avons vu, dépendent du 
choix des unités de mesure. Les nombres des deux séries sont naturellement 
conjugués, c’est-a-dire qu’a chaque nombre a d’une série correspond un 
nombre b de I’autre. La loi cherchée exprime que tous les nombres a peuvent 
se déduire des nombres b, a l’aide d’une seule et méme opération arilhmé- 
tique effectuée sur ces nombres, c’est-a-dire par leur substitution dans une 
seule et méme expression analytique renfermant la lettre b. On peut expri- 
mer ceci symboliquement par l’égalité a= f (b), c’est-a-dire a égale une cer- 
taine fonction de b; mais il faut considérer ici deux circonstances qui jouent 
un role tres important. 

En premier lieu, aucune expérience, aucune observation ne peut nous 
donner les valeurs numériques cherchées a et b avec une exactitude complete. 
Cette question sera examinée plus en détail dans la troisitme Partie. Les 
erreurs d’observation, comme on les appelle, qui sont inévitables, donnent, 
dans le résultat, des valeurs inexactes des nombres a et 6; ces valeurs ne 
satisfont pas en général a l’égalité, mentionnée ci-dessus, des nombres a avec 
les résultats de la substitution des nombres b dans une certaine expression 
analytique. Il en résulte qu’il n’y a pas toujours égalité entre les deux 
membres de l’expression. Il appartient 4 l’observateur de décider, par un 
examen critique des résultats des mesures, si les écarts qui se présentent 
peuvent réellement s’expliquer par les erreurs d’observation, ou sil faut en 
conclure la non-existence de la loi hypothétiquement admise a = f (b). 

En second lieu, les nombres a et b présentent eux-mémes un certain 
arbitraire, en raison du choix facultatif des unités des grandeurs A et B. Si 
nous avions choisi d’autres unités, les nombres de chacune des deux séries 
a et b auraient été multipliés par un méme facteur constant, égal au rapport 
de l’unité primitive de la grandeur correspondante a la nouvelle unité. Cet 
arbitraire se manifeste extérieurement par ce fait que, dans l'expression qui 
renferme la lettre b et qui doit étre égale 4 a, entrent un ou plusieurs 
nombres, dont la valeur particuliére, c’est-a-dire la grandeur, n’est pas ca- 
ractéristique de la loi physique elle-méme, mais dépend du choix des unités des 
grandeurs A et B. Ces nombres s’appellent, en général, des coefficients. Unde 
ces coefficients peut toujours étre considéré comme un facteur commun 4 tous 
les termes de l’expression f /6). Il s’appelle le coefficient ou le facteur de pro- 
porlionnalité ; sa valeur dépend dans chaque cas de |’unité choisie pour la 


grandeur A. En généralisant, on peut dire : 


2.2 INTRODUCTION GENERALE 


Dans les expressions des lois physiques a = f (b), peuvent entrer des coefficients 
dont les valeurs numériques ne sont pas caraclérisliques de la forme de la loi et 
qui dépendent du choix des unités, avec lesquelles nous mesurons les grandeurs 
physiques mentionnées dans la lot. 

On dit quelquefois que le coefficient de proportionnalité peut avoir lui- 
méme une signification physique déterminée et représente la valeur numé- 
rique d’une nouvelle grandeur physique déterminée. Ceci est inexact ; dans 
tous les cas ol quelque chose de semblable parait avoir lieu, la loi primi- 
tivement établie n’embrasse pas lous les célés des phénomenes, et la grandeur A 
ne dépend pas seulement de la grandeur B, mais encore d’autres grandeurs 
C, D, etc. Si l’on ne néglige aucune relation, on constate toujours que le fac- 
teur de proportionnalité est un nombre et rien qu’un nombre, et qu’il ne 
peut étre considéré comme la valeur numérique d’une grandeur physique, 
quelle qu'elle soit. 

Nous allons montrer, par un exemple, comment on découvre et on formule 
une lot physique. 

La Physique élémentaire nous apprend quel réle important joue la gran- 
deur physique que lon nomme, en électricité, intensité de courant, et quil 
existe des méthodes pour la mesurer, ot l’on prend comme unité une certaine ~ 
inlensité de courant déterminée. Les observations montrent que, dans le fil 
conducteur par lequel passe le courant se développe de lachaleur qui, comme 
toute grandeur, peut étre mesurée par une unité propre, d’ailleurs arbitraire. 
Les expériences montrent, en outre, que la quantité de chaleur, qui se déve- 
loppe dans le conducteur, dépend de l’intensité du courant et de la durée 
pendant laquelle le phénoméne a persisté ; elle dépend encore de ce que l’on 
nomme la résistance du conducteur, grandeur que nous savons aussi mesurer 
avec une unité particuliére de résistance. Pour trouver une dépendance régu- 
liére entre le phénoméne du développement de chaleur dans le conducteur et 
le phénomene du courant électrique, nous devons donc trouver trois lois qui 
expriment la dépendance entre la quantité de chaleur Q, l’intensité de cou- 
rant I, la résistance W et le temps T (durée du courant). Il faut pour cela 
effectuer trois séries doubles de mesures. 

On délerminera d’abord les valeurs numériques q et i de la quantité de 
chaleur et de l’intensité de courant, quand la durée du courant et la résis- 
tance ne varient pas; pour cela, il faut envoyer, dans un méme fil, pendant 
des intervalles de temps égaux, des courants d’intensités différentes, et me- 
surer chaque fois les nombres q et i. En considérant alors les deux: séries de 
nombres obltenues, on reconnait que tous les nombres q s’obtiennent en mul- 
tipliant le carré du nombre correspondant i, par un méme facteur, que nous 
désignerons d’une manitre générale par C, : on trouve donc que l’on aqg=. 
C,i. Il est clair que.l’on aurait obtenu une autre valeur pour le coefficient 

. G,, si Von avait mesuré les grandeurs Q et I avec d'autres unités; dans 
ce cas, on aurait obtenu d'autres nombres pour q et i. Si, sans changer les 
unités des grandeurs Q et I, on avait pris un autre fil ou modifié la durée du 

courant, on aurait aussi obtenu un autre nombre C,. On voit par 1a que’Q 
ne dépend pas seulement de I, mais encore de circonstances autres, et que la 
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formule q = C,i? n’exprime pas complétement toutes les relations qui se ma- 
nifestent entre les grandeurs en jeu, dans le phénoméne étudié du développe- 
ment de chaleur dans un conducteur traversé par un courant. 

Si on change le fil, sans changer l’intensité du courant et la durée de l’ex- 
périence, et si on mesure chaque fois la résistance W et la quantité de chaleur 
Q, on obtient encore deux séries de nombres w et g. On reconnait que les 
nombres q s’obtiennent en mullipliant les nombres w correspondants par un 
méme nombre, que nous désignerons par Cy. Ceci nous donne la formule 
q = Cw ; le nombre G, dépend des unités dont nous nous sommes servi 
pour mesurer la quantité de chaleur et la résistance. Si enfin, on laisse inva- 
riables V'intensité du courant et la résistance du fil, et si l’on mesure le 
temps T et la quantité de chaleur, on obtient la troisiéme relation g —= Cyl. 

Les trois séries d’expériences ont montré que la valeur numérique ¢ de la 
quantité de chaleur varie proportionnellement au carré de la valeur numé- 
rique i de l’intensité du courant, proportionnellement a la valeur numérique 
w de la résistance, et proportionnellement a la valeur numérique t. Il en ré- 
sulte que q est proportionnel au produit des nombres 7, w et ¢, c’est-a-dire 
que si l’on fait varier arbitrairement les grandeurs I, W et T, et si l’on me- 
sure chaque fois Q, tous les nombres q s’obtiennent en multipliant le produit 
des nombres i?, w et { par un seul et méme nombre, que nous désignerons 
par C. Ceci est exprimé par la formule suivante : 


(a) q a= Cewi. 


Le facteur de proportionnalité C n’est ict qu’un nombre, dont la valeur 
dépend uniquement du choix des quatre unités choisies pour la quantité de 
chaleur, pour l’intensité du courant, pour le temps et pour la résistance. II 
ne faut pas oublier que toutes les formules analogues a (1), que l’on rencontre 
en Physique, expriment une relation entre les valeurs numériques de diverses 
grandeurs, et que, par conséquent, les lettres qui entrent dans ces formules 
représentent des nombres. On doit d’autant plus sele rappeler qu’on a en géné- 
ral l’habitude de formuler les lois physiques d’une manitre abrégée, en nom- 
mant les grandeurs elles-mémes, au lieu de parler de leurs valeurs numériques. 
Au lieu d’exprimer la loi d'une maniére correcte, comme nous |’avons fait 
plus haut, il est d’usage de l’exprimer ainsi qu’il suit : la quantité de chaleur 
développée dans un fil parcouru par un courant est proportionnelle au carré 
de Vintensité du courant, a la résistancedu fil et A la durée du courant. Nous 

-yerrons, plus loin, 4 quelles conséquences dangereuses peuvent conduire, dans 
certains cas, ces abréviations. 

Le coefficient de proportionnalité a toujours plusieurs (au moins deux) 
significations physiques, qu'il est facile de trouver. Bornons-nous & un 
exemple. La formule (1) montre que pour i= 1, w==1 etf{=1, le nombre 
q=G. Il s’ensuit que le nombre C est égal au nombre d’unités de chaleur, 
qui sont développées, pendant l’unilé de temps, dans un {il dont la résistance 
est égale 4 l’unité, et par lequel passe (comme on dit habituellement) l’unité 
de courant. La méme formule donne encore, pour q = 1,1 1et t= 1, 
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I : eae e 
C = -—. Ceci montre que le nombre C est aussi égal au nombre 1 divisé par 
w 


le nombre d’unités de résistance d'un fil, dans lequel l’unité de courant déve- 
loppe l’unité de quantité de chaleur pendant l’unité de temps. Si nous posons 


: I 
(a= 1,1 = 1, aous obtenons Gi— L et enfin, pour g == I50=oua: 
I 
=- Il en résulte deux nouvelles significations du 
2 

nombre C, qui sont faciles & formuler. Tout ceci nous montre encore plus 
clairement que le coefficient de proportionnalité C dépend, dans les formules 


i= 1, nous avons C = 


physiques, du choix des unités 4 l’aide desquelles sont HEE les grandeurs 
qui entrent dans ces formules. Les unités pouvant varier a l’infini, le coefli- 
cient C peut aussi prendre toutes les valeurs numériques possibles. 
Occupons-nous maintenant de la question importante de savoir ce qui arri- 
vera, si nous imposons au coefficient de proportionnalité une valeur numé- 
rique déterminée, choisie arbitrairement. Dans ce cas, nous perdrons la possi-' 
bilité de choisir arbitrairement les unités de toutes les grandeurs entrant dans notre 
formule. Le choix des unités reste libre pour toutes les grandeurs, sauf pour 
une seule, et nous avons la faculté de choisir la grandeur pour laquelle unité 
n’est plus arbitraire. L’unité de cette grandeur est déterminée d’une maniére 
unique ; celte unité se présente pour ainsi dire d’elle-méme comme dépendant 
des autres unités que nous avons choisies et du coefficient de proportionnalité. 
Prenons un exemple; supposons que nous fassions égal a5 le coefficient C 
dans la formule (1), de sorte qu’elle devient q = 5i?wt. Cheisissons arbitrai- 


rement, par exemple, les unités des grandeurs Q, I et T; pour q = 1,1 == 1 
el ¢ = 1, nous obtiendrons w = 5> et il en résulte que, si lon a choisi arbi- 


trairement les unités de quantité de chaleur, d’intensité de courant yet 
de temps, l’unité de résistance qui devra étre choisie sera forcément le quin- 
tuple de la résistance d’un fil tel que l’unité de courant y développe l’unité 
de quant:té de chaleur dans Vunité de temps. Il n’est pas difficile d’aprés 
cela de déterminer quelles unités seraient 4 prendre pour la quantité de 
chaleur, ou l’intensité de courant, ou le temps, si dans chaque cas les unités 
des trois autres grandeurs étaient choisies arbitrairement. 

Trés souvent, on fait le coefficient de proportionnalité égal a Vunité. La for- 
mule (1) prend, dans ce cas, la forme g = (wt. Si nous choisissons arbitrai- 
rement, par exemple: les unités de quantité de chaleur, de résistance et de 
temps, nous Cevrons prendre, comme unité d’intensité de courant, Vintensité 
du courant qui, dans l’unité de temps, développe l’unité de quantité de cha- 
leur, dans un fil ayant unité de résistance ; notre formule donne en effet i= 
= 1, pour w = 1, f= 1 et g = 1. Le double signe signifie, comme nous le 
yerrons plus tard, que la direction du courant reste eae 

Nous avons signalé plus haut cette assertion fréquente que le coefficient de 
proportionnalité pouvait avoir quelquefois la signification d’une grandeur 
physique, mesurée avec une unité propre, et nous avons dit que celte asser— 
tion n’était pas justifiés, que l’on avait plutot affaire, dans des cas semblables, 
4 une expression incompléte de la loi, qui n’embrassait’ pas tous les cotés du 
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phénoméne donné. Prenons un exemple. Supposons que nous youlions trou- 
ver la chaleur gui passe par conduction 4 travers une plaque formée d’une 
substance quelconque, dans le cas ou l’une des faces de cette plaque est main- 
tenue 4 la température constante T,, l’autre a la température plus basse T,. 
Supposons que l’aire de chacune des faces de la plaque soit égale A s unités 
aire, et que l’épaisseur de la plaque soit égale 4 d unités de longueur. Sup- 
posons, en out-e, que nous ayons effectué une série d’expériences ot ont été 
mesurés la différence de température T, — T,, la surface s, le temps J, la 
quantité de chaleur q, et enfin 1’épaisseur d your différentes plaques de méme 
substance choisies pour les expériences. Les expériences montrent que les 
nombres q sont proportionnels aux nombres s, aux nombres ¢ et aux nombres 


T, — T,, et inversement proportionnels aux nombres d. Si on désigne le 
coefficient de proportionnalité par k, on obtient alors la formule 
(2) Behe 


D’ordinaire, on en tire les conclusions suivantes : si l’on fait, dans cet’e 
formule s = 1, t = 1, T; — Tz = 1 (c’est-a-dire 1°), et d = 1, on trouve 
q = k; par conséquent k est la quantité de chaleur qui s’écoule, dans l’unilé 
de temps, a travers l’unité d’aire d’une surface paralléle aux faces de la plaque, 
quand la température baisse de un degré par unité de longueur. Ce coeflicient 
k dépend de la substance de la plaque et représente une grandeur physique 
particaliére, qui a aussi son unité propre. 

Une telle maniére de conclure n’est pas correcte. Les relations présentées 
ci-dessus, qui sont tirées des expériences, n’embrassent pas tous les cotés du 
phénoméne ; le nombre q ne dépend pas seulement de la grandeur de la sur- 
face s, du temps ¢, de la différence des températures T, — T, et de l’épais- 
seur d, mais encore d’une grandeur introduile par nous, que nous appelons 
conductibilité thermique et qui, de son cété, dépend de la substance de la 
plaque. Les expériences ne peuvent, il est vrai, nous fournir aucune relation 
entre g et kr, car c’est nous qui avons introduit cette nouvelle grandeur et qui 
avons supposé q proportionnel a k. Mais ceci nechange rien 41a nature méme 
des ch»ses, qui consiste en ce que q dépend de cing grandeursk, s, ¢, T, — Ts 
et d. Nous sommes <n présence, en tout, de six grandeurs physiques essen- 
tiellement différentes, dont chacune peut étre mesurée par son unité propre 
complétement arbitraire. On peut prendre, par exemple, pour unite : la petite 
calorie (q), le centimétre carré (s), le centimétre (d), la minute (t), le degré 
centigrade (de Celsius) (T, — T,) et la conductibilité thermique du mercure 
(k). Dans ce cas, nous deyons remplacer la formule (2) par la suivante 
(3) q = Chst 5, 
~. dans laquelle C, véritable facteur de proportionnalité, n’est qu’un nombre, 
qui ne représente la valeur numérique d’aucune grandeur physique, mais dé- 
pend seulement du choix des unités pour les six grandeurs entrant dans la 
formule. Si nous faisons C = 1 dans (3), nous renoncons alors au droit de 
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choisir arbitrairement toutes ces unités; nous ne pouyons plus choisir les 
unités que pour cing grandeurs. 

Il est trés naturel, mais non nécessaire, de choisir arbitrairement les unités 
des grandeurs q, s, t, (T, — T,) et d. Dans ce cas, on obtient k = 1, pour 
Gal, sa, 0 r, Ty 'T, = 1 et d= 1s ensmtgue si l’on fait G =1 
dans la formule générale (3), on doit prendre, comme unité de conductibilité 
thermique, la conductibilité d’une substance pour laquelle lunité de surface 


d'une plaque de cette substance serait traversée, dans l'unité de’ temps, 
par l'unité de chaleur, la température tombant de un degré par unité 
d’épaisseur, Si dans les mémes conditions, ce n’est pas une, mais q unités 
de chaleur qui traversent la plaque, la conductibilité ne sera pas égale a 
'unité, mais au nombre ky, et les nombres q et k seront égaux l'un a l’autre, 
Légalité gq = k exprime que le nombre d’unités de chaleur q est égal au 
nombre d’unités de conductibilité hk, et cette égalité n’a lieu que dans le cas 
particulier ou nous posons arbitrairement GC = 1, dans laformule générale (3). 
Il est clair maintenant que la conclusion usuelle mentionnée précédemment, 
qui conduit a la définition : k est la quantilé de chaleur, etc., n’est pas cor- 
recle. 

Une erreur d’interprétation dangereuse est surtout possible dans les cas les 
plus simples, oti nous n’avons affaire qu’a deux grandeurs physiques, dont 
l’une est proportionnelle 4 l'autre. Désignons les grandeurs (c’est-a-dire leurs 
valeurs numériques, ces dernitres seulement pouvant étre généralisées et re- 
présentées par des lettres) par a et b. Supposons que les expériences, ou la 
définition méme des grandeurs, aient donné 


(4) a= Cb, 


ou C est le facteur de proportionnalité, qui dépend du choix des unilés des 
deux grandeurs entrant dans la formule. Si l’on fait en outre (ce qui n’est 
nullement obligatoire) GC = 1, on obtient 


(5) a= b. 


De telles formules sont tres fréquentes en Physique : il faut se garder avec 
soin de confondre de semblables égalités avec des identités. Nous avons affaire 
présentement a deux grandeurs physiques différentes liées entre elles par une 
Joi de proportionnalité. Par un choix déterminé des unités, les valeurs numé- 
riques des deux grandeurs deviennent égales entre elles. Si l’on voulait, ‘dans 
de tels cas, parler d’une égalité des grandeurs, on pourrait étre facilement en- 
trainé 4 croire a leur identité interne, qui ne résulte nullement de l’égalité 
accidéntelle de leurs valeurs numériques. Pour éviter des malentendus, nous 
nous servirons, dans Jes cas analogues, de l’expression : sont mesurées l'une par 
autre. Quand on dit: la grandeur a est mesurée par la grandeur ), cela 
signifie donc, qu’avec un choix arbitraire des unités, les valeurs numériques 
de deux grandeurs physiques essentiellement différentes varient proportion- 
nellement l'une & l'autre, mais que, pour un certain choix tout a fait déter- 
miné des unités, leurs valeurs numériques deviennent égales entre elles, Ce 
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que l’on vient de dire s’applique aussi aux relations, entre deux grandeurs, 
qui ne sont pas obtenues par des expériences, mais résultent de la définition 
donnée pour l’une des grandeurs. 

Donnons un exemple. On définit dans la Physique élémentaire la notion 
de capacité calorifique d’un corps. Il ne faut pas dire que la capacité calori- 
fique est égale a la quantité de chaleur nécessaire pour élever de un degré la 
température du corps. La quantité de chaleur q et la capacité calorilique k 
d'un corps sont des grandeurs physiques complétement différentes, dont les 
unilés peuvent étre choisiesen général tout & fait arbitrairement (par exemple, 
la petite calorie et la capacité calorifique d’un kilogramme de mercure). Nous 
avons la formule générale q = Ckt, ou ¢ est le nombre de degrés dont la tem- 
pérature du corps s’est élevée. Si l’on fait C = 1, on obktient, pour / = 1°, 
Végalité q¢ = k, quiexprime que la capacité calorifique d’un corps est mesurée 
par la quantité de chaleur qui éléve sa température d’un degré. 

Dans le paragraphe précédent, nous avons mentionné ce qu'il y avait de 
superflu dans le dédoublement de quelques grandeurs physiques en grandeurs 
ayant des dénominations différentes, et nous avons donné comme exemple, 
la densité et le poids spécifique. Nous pouvons maintenant montrer, plus com- 
pletement, comment ce dédoublement inutile a pris naissance. Le poids p, le 
volume v et la densité ¢ sont trois grandeurs essentiellement différentes, dont 
les unités peuvent étre choisies tout a fait arbitrairement (par exemple, le 
kilogramme, le décimétre cube, la densité du mercure) ; elles sont tiées par la 


formule p = Cvé. Si nous posons G = 1, nous avons p = v4, et, dans ce 
cas, nous sommes forcés de prendre, pour unité de densité, la densité d’un 
corps dont l’unité de volume posséde l’unitéde poids. Pour v = 1, on obtient 


p=4;iln’en résulte pas cependant que la densité soit égale au poids de 
Vunité de volume, mais nous devons dire que la densilé est mesurée par le 
poids de unité de volume (la densité mesurée par la masse de l’unité de vo- 
lume est une tout autre grandeur). 

Dire qwune grandeur physique est mesurée par une aulre signifie que, pour un 
cerlain choix, cependant non obligé, des unilés de ces deux grandeurs, leurs va- 
leurs numériques deviennent égales entre elles. 

Formules empiriques. — Si l'on cherche A trouver, par l’expérimentation 
ou par l’observation, la loi de dépendance entre deux grandeurs, on obtient 
deux séries de valeurs numériques correspondantes a et b des deux grandeurs. 
Il arrive trés souvent que, par suite de l’extréme complexité de la loi cher- 
chée, nous ne sommes pas en état d’en pénétrer le sens, et que la loi vraie 
nous reste inconnue. Dans ce cas, on peut exprimcr les résultats de l’observa- 
tion par une formule empirique, c’est-a-dire élablir une relation analytique 
a = f (b), par exemple, une série, telle que, pour toutes les valeurs mesurées 
de b, les valeurs mesurées de a soient données avec une approximation suffi- 
sante. L’égalité a = f(b) exprime alors une loi empirique, qui est une approxi- 
mation de la loi véritable, dans les limites des expériences. Selon la forme 
générale de la fonction f(b) et suivant les valeurs numériques des coefficients 
qui y entrent, notre choix sera plus ou moins heureux. 

Si nous avons réussi & trouver une formule empirique a = f (b) qui, dans 
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les limiles des expériences, exprime suffisamment bien la relation qui existe 
entre les nombres a et b, nous pouyons alors utiliser cette formule pour cal- 
culer les nombres a’ correspondant & des nombres b’ qui n’ont pas été mesurés 
directement. Un tel calcul est possible, dans le cas ou les nombres b’ se trou- 
vent entre les nombres 6 que nous avons mesurés : on l’appelle une interpo- 
lation. Il donne des résultats admissibles, surtout quand les nombres mesurés 
sont voisins les uns des autres. Mais on ne doit se servir des formules empi- 
riques qu’avec une grande circonspection, lorsqu’il s’agit de caleuler des 
nombres a, correspondant & des nombres b, situés en dehors des limites des 
observations, car la loi vraie qui est inconnue peut y différer essentiellement 
de la loi empirique. Un calcul de ce genre s’appelle une extrapolation. 

Dans beaucoup de cas, on cherche & trouver tout d’abord une image géomé- 
trique de la relation qui existe entre les valeurs numériques a et 6; on dé- 
signe ce procédé sous le nom de méthode graphique de représentation d’une 
relation. Si l’ona, par exemple, pour deux grandeurs A et B, entre lesquelles 
on présume une loi de dépendance, des valeurs numériques @,, @,, @3,.-- Gn; 
b,, b,, by)... by se correspondant entre elles et trouvées par l’observation, on 
tracera un réseau de droites équidistantes se coupant a angle droit (il existe 
dans le commerce un papier ainsi réglé appelé papier quadril!é ou papier mil- 
limétre) et l’on portera alors sur l'une des droites horizontales des longueurs | 
égales a b,, by, b,,... b,. A partir des points obtenus, on portera verticale- 
ment des longueurs égales & a, @2,... Gp, et l'on obtiendra ainsi une nou- 
velle série de points isolés, que l’on cherchera a relier par une courbe bien 
continue épousant le mieux possible la succession des différents points. Cette 
courbe est ’image géométrique cherchée de la relation entre A et B, et elle 
nous permet de trouver les valeurs de A correspondant 4 des valeurs arbi- 
traires de B situées entre b, et b,. x 

Les grandeurs que l’on rencontre en Physique peuvent étre divisées en 
deux groupes, qui se distinguent l’un de l’autre par un signe important et 
caractéristique, sur lequel on porte rarement assez d’attention. 

Au premier groupe appartiennent les grandeurs au sens habituel de ce 
mot ; pour ces grandeurs, on voit tout de suite qu’elles peuvent prendre la 
valeur zéro; on peut les ajouter entre elles, et leur rapport géométrique est 
un nombre abstrait qui indique combien de fois l'une des grandeurs est con- 
tenue dans l’autre. A ce premier groupe appartiennent les grandeurs suivantes : 
longueur, surface, volume, vitesse, force, pression, résistance électrique, force 
électromotrice, intensité du son, intensité de la lumitre, intensité d’un champ 
magnétique, etc. 

Mais il existe encore un autre groupe de grandeurs, qu’on ne peut pas 
immédiatement considérer comme telles, sans certaines restrictions ct sans 
éclaircissements. La notion du zéro n’existe pas pour elles, et on ne peut 
Pintroduire que tout a fait conventionnellement. On ne peut pas non plus 
parler de leur rapport géométrique. De telles grandeurs sont introduites dans 
la Science pour servir, avant tout, & caractériser des différences qualilatives. 
Comme elles forment une suite continue, il est possible d’introduire la diffé- 
rence de deux de ces grandeurs comme étant une certaine quanlilé. 


LOIS PILTYSIQUES 29 


Deux exemples peuvent éclaircir ce point. Aux grandeurs du deuxiéme 
groupe appartiennent la hauteur du son et la température, qui caractérisent 
évidemment des différences qualitatives. Si lon fixe certaines températures 
ou des hauteurs de son déterminées, on peut alors introduire la notion de la 
différence de deux températures ou de l'intervalle entre deux hauteurs de 
son. Mais ceci permet d’établir une échelle des températures ou des sons, et 
de choisir une unité de différence de température (degré) ou de hauteur de 
son (octave ou, par exemple, demi-ton majeur). Ces différences sont des gran- 
deurs de la premiére esptce: elles peuvent étre mesurées et leur rapport 
géométrique peut étre déterminé. Mais les températures et les hauteurs de 
son elles-mémes ne peuvent étre mesurées ; il n’existe pas de zéro pour elles, 
et on ne peut parler du rapport géométrique de deux températures ou 
de deux hauteurs de son. Ceci n’est en contradiction, ni avec la notion con- 
ventionnelle de la température absolue, qui sera introduite plus tard et con- 
sidérée au tome III (échelle de Lorp Ketviy), ni avec la mesure purement 
conventionnelle de la hauteur du son par le nombre des vibrations. Nous ap- 
prendrons encore a connaitre dans Ja suite d’autres grandeurs de la seconde 
sorte (par exemple, le potentiel électrique) ; en toute rigueur, le temps en 
fait aussi partie. 

Nous allons maintenant traiter une question qui est de la plus haute im- 
portance, surtout pour les commencants. Les lois physiques sont des lois de 
la nature et doivent comme telles, lorsqu’elles sont formulées exactement, 
étre satisfaites avec une rigueur mathématique. Nous disons des lois de la 
nature qu’elles sont immuables et que leur renversement est impossible : si 
jamais il se produisait, nous crierions au miracle. 

Mais si nous étudions de plus prés les phénoménes physiques, nous pou- 
vons nous conyaincre qu'il n’y a presque aucune loi physique qui soit exacte— 
ment yérifiée. Dans presque tous les cas, nous observons des écarls plus ou 
moins grands relativement 4 ces lois. En outre, nous rencontrons, dans 
Pétude des phénomeénes physiques, un trés grand nombre de lois qui ne sont 
jamais vérifiées qu’avec une approximation tout a fait grossi¢re, de sorte 
qu’elles possedent plutét le caractére de régles que celui de véritables lois. Si 
nous nous demandons maintenant, en premier lieu, comment il se fait que 
Yon observe des écarts relativement & presque toutes les lois, et en second 
lieu, quelle importance ces régles présentent pour la Science, nous trouvons 
la réponse a ces questions dans les considérations suivantes. 

En dépit de la simplicité incontestable des causes fondamentales de tous 
les phénoménes physiques, ces derniers sont cependant d’une complication 
extréme. Cela n’a rien d’étonnant, si l’on remarque, par exemple, que la 
cause fondamentale de tous les phénoménes dont s‘occupe 1’Astronomie 
théorique est déterminée par la loi si simple de Newton sur la Gravitation, et 
que de cette loi résultent pourtant les n:ouvements si extraordinairement 
complexes des corps célestes. 

Dans tout phénoméne physique, entrent toujours en jeu toute une série de 
facteurs, qui influent tous sur la marche du phénoméne. L’action“de chaque 
facteur isolé est déterminée par une loi naturelle nécessaire ; mais, dans le 


30 INTRODUCTION GENERALE 
phénoméne observé, les effets de tous les facteurs se manifestent simultané- 
ment et produisent un résultat ou ils se masquent pour ainsi dire les uns 
les autres. La loi véritable ne pourrait étre bien confirmée par lobservation 
que si le facteur correspondant entrait tout seul en action, ou si leffet de 
tous les autres était relativement trés petit. 

Les lois physiques se rapportent au cas idéal oll, dans un phénoméne 
physique, n’interviendrait qu’une circonstance unique, qu'un seul facteur. 

Les écarls relatifs aux lois physiques, et celle circonstance que, dans un 
certain cas un écart est insignifiant, tandis que dans un auire il prend de 
grandes proportions, s’expliquent ainsi : dans le premier cas, l’action d’un 
facteur prédomine a tel point que les autres facteurs ne jouent a coté de lui, 
aucun réle appréciable; tandis que, dans le second cas, ces autres facteurs 
modifient le phénoméne d’une fagon notable, c’est-a-dire mesurable. Si, 
par exemple, on diminue le volume d’une quantité de gaz donnée, en le 
comprimant & température invariable, il se produit a Vintérieur de ce gaz 
toute une série de phénoménes, qui exercent une influence sur la variation 
de tension du gaz et qui jouent le réle des facteurs mentionnés plus haut. 
Dans le cas idéal ot le gaz est trés éloigné de son point de liquéfaction, par 
exemple, dans le cas de l’hydrogéne raréfié, action de tous les facteurs 
réunis, sauf un seul, est extrémement faible. L’action de ce facteur unique 
est régie par la lot connue de Boyre-Maniorte : la pression croit en raison . 
inverse du volume du gaz. C’est une toi naturelle, nécessaire, immuable ; 
mais elle indique seulement, comment l'un des facteurs, qui entrent en jeu 
dans les variations du volume du gaz, influe sur sa pression. Si le gaz ne se 
trouve pas dans cet état idéal, s'il n’est pas aussi éloigné de son point de 
liquéfaction, l’effet des autres facteurs devient appréciable. Chacune de ces 
actions suit une loi naturelle nécessaire, mais la loi n’est pas la méme pour 
toutes. Les effets de ces lois se superposent et se troublent réciproquement ? 
s'ils ne sont pas tres grands, le premier facteur joue encore le réle principal, 
et nous n’observons que des écarts plus ou. moins grands relativement a la 
loi de Boyie-Martorre. Mais si tous les facteurs sont plus ou moins équiva- 
lents, il se produit un phénoméne extrémement complexe, dans lequel on ne 
peut plus observer aucune trace de cette loi. Toutefois, si nous ne nous trou- 
vons pas en état de décomposer ce phénoméne complexe en ses parties essen- 
lielles, c’est-a-dire de formuler séparément les lois suivant lesquelles agissent 
les différents facteurs, nous ne pouvons cependant pas mettre en doute que 
chacune de ces lois est une loi naturelle, nécessaire et immuable. yCela 
résulte simplement de ce fait qu’étant données des circonstances précises, 
toute cause engendre un effet bien déterminé, quel que soit le nombre des 
facteurs participant 4 la production de cet effet. Les lois naturelles nécessaires 
ne présentent jamais d’écarts, et c’est 14 ce qui constitue le fondement méme 
du principe de causalité qui sert de point de départ & l’empirisme. 

Nous avons yu plus haut que l’on rencontre, dans la théorie des phéno- 
mines, un trés grand nombre de lois, qui ne sont satisfaites qu’avec une 
approximation tout a fait grossitre, et qui devraient étre appelées plutot des 


regles que des lois. La loi de Dutone et Petir est de ce nombre. Suivantcelte 
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loi, le produit du poids atomique A et de la chaleur spécifique C est un 
nombre constant, pour les corps simples & |’état solide, principalement pour 
les métaux. Mais un examen approfondi montre que le produit AC oscille 
pour divers éléments entre 5,8 et 6,8 environ, et par conséquent ne posséde 
pas réellement une valeur constante. Ces sortes de lois approchées existent, 
comme on l’a dit, en trés grand nombre. Quelle est leur valeur pour la 
Science» Ne sont-elles pas peut-étre simplement un jeu du hasard? Si le 
nombre des cas qui suivent la loi, ou plus exactement la régle, est petit, et si 
les écarts sont tres grands, il se peut assurément qu'il ne s’agisse en effet que 
d’un hasard. Mais si le nombre de ces cas est considérable, et si les écarts ne 
sont pas trop grands, nous pouvons étre stirs qu’il ne s’agit pas d'un hasard. 
Tel est le cas, par exemple, de la loi mentionnée plus haut de Dutone et 
Petir. Pour 32 corps simples a l'état solide, le produit AC oscille entre 5,8 et 
6,8, les facteurs A et C, ceci est de la plus haute importance, possédant. les 
valeurs les plus différentes ; ainsi, pour l’aluminium, A = 7 et AC = 6,58; 
pour le plomb, A = 206,4 et AC = 6,48. Ceci ne peut étre leffet du 
hasard. 

D’apres ce qui précede, il est facile de comprendre l’importance de ces 
sortes de régles. Elles se rapportent & des phénoménes, & Ja production 
desquels participent des facteurs parfois en trés grand nombre, et l’influence, 
sur le résultat final observé, de chacun de ces facteurs, est déterminée par 
une loi naturelle. En réalité, l’un des facteurs a un effet prédominant, mais 
celui des autres n’est pas négligeable et se manifeste nettement. La loi 
approchée est précisément alors la loi de V’action de ce facteur prédominant. La 
quantité de chaleur nécessaire pour élever la température d’un corps solide 
est composée de plusieurs parties, employées a des fins différentes. Une partie 
dominante est inversement proportionnelle au poids atomique de l'élément, tandis 
que les autres parties suivent des lois tout a fait différentes. Toute loi 
approximativement remplie nous indique donc l’existence d’une loi natu- 
relle absolument rigoureuse, mais plus ou moins masquée, dans le phéno- 
mene observe, par la manifestation simultanée de phénoménes secondaires 
qui suivent des lois différentes. Bien entendu, nous devons avoir des raisons 
suffisantes, pour admettre que l’accomplissement de cette sorte de loi 
approchée ou régle n’est pas simplement dt au hasard. Ce que nous avons 
dit montre que des lois approximativement remplies ou régles ont une tres 
grande importance pour la Science : chacune de ces lois représente en quelque 
sorle une loi naturelle véritable, mais plus ou moins masquée dans le cas consi- 
déré. 


8. Etats de la matiére. — Dans le §4, nous avons nommé malicre 
ou subslance ce qui se trouve 4 l’endroit de l’espace ot nous objectivons la 
cause d'une impression recue ; nous avonsappelé corps, la mati¢re remplissant 

~ une portion limitée de l’espace. La Physique a surtout affaire avec la matiére, 
‘et elle s’occupe relativement peu de l'étude des propriétés des corps qui dé- 
pendent seulement de leur forme. 

La matiére peut étre homogéne ou hélérogéne. Dans le premier cas, toutes 
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ses parties posstdent absolument les mémes propriétés ; dans le second, elles 
posstdent des propriétés différentes. On dit également que les corps sont 
homogénes ou hétérogénes. 

L’hétérogénéité de la matitre peut provenir, de deux causes. 

En premier lieu, les parties de la matiére peuvent étre telles que l'une 
dentre elles ne peut, dans aucune circonstance, acquérir toutes les propriétés 
d’une autre partie (au moins d’aprés les derniéres conceptions de la Science) ; : 
dans ce cas, les parties de la matiére se distinguent par leur constitution ; la 
différence entre deux de ces partics est une dilférence chimique. ‘2 

En second lieu, bien que les différentes parties de Ja matiére se distinguent 
par leurs propriétés, chacune d’elles peut cependant, sous certaines conditions, 
acquérir toutes les propriétés d’une autre partie quelconque ; dans ce cas, 


Phétérogénéité est une hétérogénéité physique et les parties de la matiére se 
distinguent par leur état. 

Les propriétés de la matiére sont définies par toute une série de grandeyrs 
physiques diverses. Nous appellerons fonctions de point des grandeurs qui 
posstdent, aux différents points de l’espace, des valeurs numériques dilfé- 
rentes; on peut y rattacher les grandeurs physiques qui. caractérisent les 
propriétés de la mativre en ses différents points. Toute grandeur qui, se 
rapportant & un point déterminé, a, en outre, une direction déterminée, 
s’appelle un vectevr (vilesse, force, courant électrique). Nous exposerons plus 
loin quelques propriétés des vecteurs. 

La matiére est dite isotrope, quand non seulement toutes ses partics 
possédent des propriétés identiques, mais lorsqu’en chaque point ses pro- 
priétés sont les mémes dans toutes les directions ou ne dépendent pas de la 
direction (par exemple, lorsque la conductibilité thermique, la vitesse de 
la lumiére, la dilatabilité, etc., sont les mémes dans toutes les directions). 
La matiére est dite anisotrope (ou hétérotrope), quand, en un point donné, 
elle posstde des propriétés différentes suivant des directions différentes. 

Mais il faut bien remarquer que la matiére peut étre isotrope pour une 
propriété, anisotrope pour une autre. Nous verrons, par exemple, que les 
cristaux du systéme régulier sont isotropes en ce qui concerne les propriétés 
optiques, anisotropes a ieoare des propriétés élastiques. 

Une substance anisotrope peut ¢tre en méme temps homogéne, quand ses 
propriélés, suivant des directions paralléles, sont les mémes en tous points. 
Pour simplifier, on parle quelquefois de corps isotropes et anisotropes. 

La Chimie élémentaire nous a appris que la matiére peut étre simple ou 
composée. Cette dernidre est constituée par ce qu’on appelle une combinaison 
chimique de plusieurs substances simples. La matiére est formée de tres 
petites parties appelées molécules. Une molécule est, d’une facon générale, la 
plus pétite partie d’une substance donnée qui soit encore capable de manifester 
les propriétés essentielles de cette substance. Suivant le caracttre de ces 
propriétés, on distingue quelquefois les molécules physiques et les molécules 
chimiques, en attribuant aux premitres une structure plus compliquée 
qu’aux dernitres ; chacune des premitres peut renfermer un grand nombre 
cles secondes, 
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La Chimie admet, en outre, de nos jours l’existence d’atomes, c’est-a-dire 
de petites particules de matiére ne se partageant plus en d’autres parties, dans 
aucun phénoméne chimique connu. Il faut donc les considérer comme ne se 
parlageant pas. Cette expression doit étre préférée a celle généralement em- 
ployée d’indivisible, car cette dernivre conduit, par suite d'un malentendu, & 
se représenter faussement les atomes comme quelque chose d’indivisible, 
méme par la pensée, en raison de sa petitesse. La molécule chimique la plus 
simple se compose d’atomes ; la molécule d’une substance simple est formée 
d’un ou plusieurs atomes identiques, et la molécule d’une substance composée 
de deux ou plusieurs atomes au moins, en partie différents. 

On croyait, jusqu’au commencement de ce siecle, que, dans tous les phéno- 
ménes purement physiques, l’atome était invariable et insécable. Dans le § 4, 
nous avons vu que de nouvelles découvertes dans le domaine des phénomenes 
électriques ont conduit & penser que l’atome chimique est en réalité une forme 
composée et doit étre, par suite, dans certains cas, divisible. La théorie des 
électrons (§ 4), dont nous parlerons d’une maniére détaillée dans le tome IV, 
a provoqué un bouleversement complet dans beaucoup de nos conceptions 
fondamentales et a conduit & parler d’une structure des atomes. 

En parlant des corps hétérogénes, nous avons dit qu’une seule et méme 
substance peut se trouver sous des états physiques différents. L’expression 
état de la maliére est employée dans deux sens. Dans le sens le plus étroit du 
mot, on distingue trois étals différents de la matitre : l'état solide, l’état 
liquide et l'état gazeux. Nous en reparlerons plus loin. Au sens large, toute 
substance peut avoir un ‘nombre infini d'élats différents, si l’on convient de 
caractériser I’état par l'ensemble de toutes les propriélés de la substance, de 
sorte que le changement, méme d’une seule propriété, correspond 4 un chan- 
gement d'état. Toutes les grandeurs qui caractérisent les propriétés de la 
substance, en variant en méme temps que son état, s’appellent des fonctions 
de Vétat : il y ena un trés grand nombre. 

Parmi les grandeurs les plus importantes, qui caractérisent létat, se 
trouvent : la température, la densité (ou a sa place le volume spécifique), et 
la pression ou la tension. Nous examinerons briévement ces grandeurs. 

1. La température. — Le sens du toucher qui, lorsque notre corps est 
en contact avec la matiére, est soumis & une excitation de nature particulitre, 
nous renseigne sur ce qu'on appelle [état calorifique d'un corps, son degré 
d’échauffement. Les notions de froid, de chaud, de brilant ne peuvent pas 
plus étre définies que d’autres impressions subjectives (couleur, hauteur de 
son, etc.); mais comme elles sont généralement accessibles & chacun, tout le 
monde les comprend. 

La grandeur qui caractérise le degré d’échauffement d’un corps s’appelle 
température; & une augmentation de I’échauffement correspond un accrois- 
sement ou une élévation de la température; & une diminution de Péchauf- 
fernent correspond un abaissement de la température. La cause de l’échauf- 
fement plus ou moins grand des corps s’appelle chaleur. 

A la page 29 la température a été désignée comme une grandeur de seconde 
espéce, qui ne peut étre mesurée en elle-méme; mais, a l'aide de certaines 
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températures bien délerminées, on peut établir une échelle de température, et 
introduire les différences de température comme des grandeurs de premiere 
espece. 

A la perception subjective d’un changement de température doit cor- 
respondre un certain changement dans le corps lui méme dont la température 
change. Ce changement consiste en ce qui suit. Les molécules d’un corps ne 
sont jamais en repos ; elles se meuvent continuellement. La vitesse de leur 
mouvement peut yarier et c'est précisément dans ce changement que réside 
la cause méme de ce qui fait naitre en nous, par nolre sens du toucher, la 


notion d'un changement de |’état calorifique de la matiere. Plus les mo-~ 


lécules se meuyent rapidement, plus est élevée la température de la substance 
donnée. 

Nous constatons que, pout la plupart des substances, le volume, occupé 
par une quantilé donnée de la substance, croit en méme temps qu’a lieu une 
élévation de température. On utilise ce fait pour définir l'unité de différence 
de température appelée degré et pour établir une échelle de température. 
Nous rappellerons ici qu’une semblable échelle peut étre oblenue, en obser- 
vant par exemple les variations de volume de l’hydrogéne sous pression 
exiérieure constante. Nous ferons connaitre, dans le tome III, une autre 
méthode pour la détermination d’une échelle de température : elle est 
basée sur l’observation des changements de pression de I’hydrogéne sous 
volume constant. L’expérience a montré qu’on pouvait reproduire identique- 
ment beaucoup de températures ; les deux suivantes sont entre autres bien 
déterminées : la température de fusion dela glace (sous une certaine pression), 
et celle de l’ébullition de l'eau quand on exerce 4 sa surface (au moyen de 
lair ou de tout autre gaz) une pression de 1‘*,0336 par centimétre carné ou 
de 10336 kilogrammes par métre carré; cette pression est égale ala pression 
d’une colonne de mercure (a 0°) de 760 millimétres de hauteur. 

Prenons une certlaine quantité d’hydrogeéne, par exemple 1 kilogramme, et 
plagons-la dans un vase entouré de glace fondante, de maniére que I’hydro- 
gene prenne la température de cette glace. Désignons par v son volume 
ace moment, v étant, par exemple, le nombre de metres cubes occupés par le 
gaz. Si on l’entoure ensuite de vapeur d’eau bouillante, il prend un volume 
plus grand V. Partageons maintenant l’accroissement total de volume VY — v 
en 100 parties égales, et convenons d’appeler un degré (1°) la différence de 
température a laquelle correspond un accroissement de volume de l’hydro- 


- 


; ae ; : 
sene de la quantité Sates On peut prendre la température de fusion de la 


glace pour l’origine de l’échelle de température qui sert & la comparaison de 
toutes les autres températures. On convient @exprimer ceci, en disant que 
l'on prend la température de fusion de la glace comme zéro (0°); le volume 
v lui correspond ; il est clair que la température d’ébullition de leau, pour 
laquelle la quantité d’hydrogtne que nous avons prise a le volume V, sera, 
dans ces conditions, égale 4 100°. La température, pour laquelle le yolume 


est égal a 
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est prise égale 4 n°. Comme on le voit, au sens rigoureux, 100° et n° ne sont 
pas les températures des-corps, mais seulement les différences entre les tem- 
pératures des corps et celle de la glace fondante. Tout l’intervalle entre la 
r . r oa eae ; 
température de fusion de la glace et la température d’ébullition de l'eau est 
artagéen 100 parties ou degrés, et chaque degré d’élévation de température 
8 8 8 


= 
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entraine le méme accroissement de volume Se de l’hydrogéne. Le rapport 
0 


de cet accroissement au volume initial v a 0° s’appelle le coefficient de dila- 
talion de 'hydrogéne ; nous le désignerons par «; on a donc 


6) x= 


100 v- 


ce 


Les expériences ont montré que 2 = 


i) 


an 0,0036. La grandeur a se 
/ 

présente comme un. nombre abstrait: mais comme on |’a montré aux pages 
17 et 24, il est facile de voir que a est la valeur numérique d’une grandeur 
physique particuliére, qu’on peut appeler la dilatabilité de l’hydrogéne par 
la chaleur. Si nous changions l’unité de température (le degré), en parta- 
geant, par exemple, le volume V — v, non pas en 100 parties (échelle de 
Cexsivs), mais en 80 (Réacmur) ou 180 (Faurenuerr), l’unité de dilatabilité 
par la chaleur et sa valeur numérique « changeraient en méme temps, 

De la définition du coefficient de dilatation « résulte que ce coelficient est 
une grandeur constante (pour l’hydrogéne), qui ne dépend pas de la tempé- 
rature, et que, si l’on désigne maintenant par V, le volume d’une quantité 
donnée d’hydrogéne ao’, par V,, et V, les volumes aux températures I’ et ¢, 
on peul poser 


¥ ap if V, ba V, 
(7) =o 

car nous avons admis que les variations de température ¢laient pro- 
portionnelles aux variations de volume de lhydrogéne, de sorte que 
(Tt) = (VY, — V.) = 100 : (V,9, — V,). Dans la formule (6),:on a 


Wey ,,, cov —-V,. Si l'on fait ¢ = 0 et T = i dans (7), on a comme cas 


particulier 
V,—V, 
(8) a Ser d, 
Enfin (8) donne 
(9) Vi=V, (1+ 2), 


Pour une autre température T, on obtient V, = V, (1 +- aT), et par suite 


V, (1 + aT) 
wre) ere beatae a, 


Le bindme 1 + 21 s’appelle le binéme de dilatation. 
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L’appareil qui nous permet de juger de la température, d’aprés le volume 
(ou la pression) d’une quantité donnée d’hydrogéne, s‘appelle le thermométre 
a hydrogene. 

Prenons a la place de I’hydrogéne une quantité déterminée d’une autre 
substance quelconque et effectuons une série de mesures de ses volumes V, et 
des températures correspondantes t, que nous mesurerons a l’aide du thermo- 
metre a hydrogen. Nous obtenons alors deux séries de nombres Y, et # S’il 
en résulte qu’aux mémes élévations de température correspondent les mémes 

variations de volume, cela montre que la grandeur , que l’on peut calculer 
par l'une des formules (7) ou (8), est un nome constant, que nous appelle- 
rons le coefficient de dilatation de la substance étudiée. Les formules (g) et (10) 
restent valables. Si, au contraire, les nombres obtenus, pour les volumes et 
pour les températures de la substance, ne donnent pas un nombre constant 
pour le nombre « calculé par Ja formule (7), la notion de coefficient de dila- 
tation de la substance, correspondant a la notion de la méme grandeur que 
nous avons introduite pour l’hydrogeéne (grandeur constante d’aprés sa défi- 
nition méme), perd toute signification. Nous pouvons cependant dans ce cas 
introduire la notion du coefficient de dilatation, comme d’une grandeur va- 
riable dépendant de la température. La formule (7) nous donne d’abord ce 
qu’on appelle le coefficient moyen de dilatation 2,, entre les lempératures limites 
i vetnt. 


(11) sala np ry t . 


Cette grandeur dépend des deux températures T et ¢. 
La formule (8) nous donne le coefficient moyen de dilatation entre les 
températures limites 0° et ¢°; en lPintroduisant dans la formule (9), on a 


(12) V,= Vy (t + onl), 
ot %,, dépend de ¢. Au lieu de (10), nous obtenons maintenant 


(33) aerator a) 
1 + a6 
ott z,, est le coefficient moyen de dilatation entre o° et ¢° et «’,, le coefficient 
moyen de dilatation entre o° et T°. ‘ 
Supposons que la substance ait le volume V a ¢°; si l’on éléve la tempé- 
rature de la petite quantité Al, ceci entraine une augmentation de volume de 
la quantité AV. D’aprés la formule (11), on trouve 


r AV: 
(14) : ee ear 


C’est le coefficient moyen de dilatation pour le petit intervalle de tempéra-. 
ture At entre les températures ¢ ct { + At. Si l’on fait maintenant décroitre- 
indéfiniment la quantité At, la quantité AV décroit aussi indéfiniment : le 
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coefficient de dilatation 2,, tend alors vers une certaine limite a, qui dépend 
de la température #, a laquelle Al était ajouté. On a alors 


(15) a= yy lims;> 
ou, avec la notation du calcul dilférentiel, 


(5, a) == Vv, rit 

La quantilé « s’appelle le coefficient de dilatation de la substance a la tempéra- 
ture t° : elle se présente comme une fonction de la température ¢ déterminée 
a Vaide du thermométre & hydrogine. 

On considére parfois la variation des dimensions linéaires d’une substance 
(solide) en fonction de la variation de température. Désignons par ,, l,, et l, 
les valeurs de Ja longueur d’une ligne droite joignant deux points quelconques 
de la quanlité de substance donnée, aux températures respectives de 0°, T° 
et t°, mesurées comme précédemment avec le thermomeétre 4 hydrogéne. Si, 
par exemple, on a fait une tige avec la substance, /,, 1, et 1, pourront désigner 
les longueurs de cette tige. 

La quantité 


(16) sy ay hams 
eg A WE 


sappelle alors le coefficient moyen de dilatation linéaire entre les tempéra- 
tures T et ¢. Nous avons en outre, correspondant a (12), 


(17) ‘ l, — Gi Qa == Bt), 
ou %,, est le coefficient moyen de dilatation linéaire entre o° et /°. Enfin 
ia. LY 
(18) — [ lim Ai 
ou 
1 dl 
(18, a) B = L a 


nous donne le coefficient de dilatation linéaire 4 la température ¢°. 

Les températures au-dessous de 0° sont considérées comme négatives. Si 
l'on admet, pour la température zéro, non pas la température de fusion de la 
glace, mais la température de ce qu’on appelle le zéro absolu, qui est placé 
dans l’échelle centigrade (de Crrsivs) & 273° plus bas, la température comptée 
de ce point de départ s’appelle température absolue. Si on la désigne par T, 
il résulte de sa définition que 


(19) T=a273+1 


1 étant la température, d’aprés l’échelle ordinaire de Cetstus. 
2. La densité et le volume spécifique. — On désigne en Physique, par 


‘o @ 


lume d’eau. Nous avons montré a ce sujet, a la page 18 qu ‘il n’y avait aucune 
; uae ele ome les aleeins de eae grandeurs soi- ues différente 
es 
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Vexpression densité, deux grandeurs complétement différentes; nous rencon- 
trerons l’une d’elles dans la deuxitme Partie. La notion de l'autre provient : 
de l'observation de ce fait que le poids p d'une substance, prise sous un vo-/ 
lume donné v, dépend de Ja nature de cette substance. De 1a résulte la notion. 

d'une certaine grandeur D, caractéristique pour chaque espece de matiére: 

on l’appelle densité et on suppose qu ‘elle est pour différentes substances, pro- 

portionnelle au poids p de volumes égaux v de ces substances, déterminé en 

un méme lieu de la surface de la Terre, et qu'elle est inversement propor- 

tionnelle aux volumes v de substances différentes de poids égaux 4 p. Il s’en- 

suit que 


ae mere: 
(20) DS 


- 


Si l’on fait le coeflicient GC = 1 (voir page 24), on obtient 


(21) D = c 5 - 

Cette formule montre que pour p = 1 et v = 1, la densité D = 1; il en 
résulte que pour G = 1, on doit prendre, pour unité de densité, la densité 
d'une substance telle que son unité de volume ait pour poids Punité, Si lon 
prend le gramme et le centimétre cube respectivement pour unités de poids 
et de volume, l’unité de densité sera approzimativement ‘voir page 20) égale a . ‘3 
la densité de l'eau & 4° centigrades. Si l’on conserve la formule (20), on peut — z 
alors prendre la densité de ’eau pour unité, et en méme temps choisir arbi- 
trairement les unités de poids et de volume. La formule (21), pourv ==: 1,se 
change en D = p. Ceci nous montre comment, avec un choix particulier den 
unités, la densilé d’unc substance peut étre mesurée par le poids de son unité ; 
de volume (suivant l’expression que nous avons proposée pour abréger).. 

Si nous désignons maintenant par p; le poids du volume v d’eau, dont 
nous prenons la densité pour unilé, nous obtenons, d’apres (20), 


29 1=C SS. fixes" 
Si l’on divise (20) par (22), il vient j 
Be). ye Da | ag 


on valeur numérique de la densité d’une substance s’obtient done en divine i 
le poids d’un volume arbitraire de cette substance par le poids d’un égal yo- _ : 


ae 
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Ici ec est la valeur numérique du poids de l’unité de volume de la substance 
dont la densité a été prise pour unité; la seconde formule se rapporte au cas 
ott l'unité de volume de cetté substance posséde I’unité de poids. 

Pour le cas d’une substance hélérogéne, la définition primitive de la densité, 
exprimée par les formules (20) et (21), perd son sens. On peut cependant 
passer de la notion de densité, comme grandeur constante pour une subs- 
tance donnée, a la notion de densité comme grandeur variant d’une manictre 
continue. Nous-avons alors les formules 


(25) Ds === ie ou De = P. 


Vv Vv 


qui donnent la densité moyenne du volume v, et les formules 


(26) D =Clim = ou D—lim ae 
ou 

an ap __ dp 

(26, a) ee O ou eee 


qui donnent la densilé en un point donné (autour duquel on prend le trés petit 
volume Av) ; cette dernitre est la valeur limite de la densité moyenne d’un 
volume Av décroissant indéfiniment. 

On entend par volume spécifique d’une substance homogéne, le volume 
occupé par l’unilé de poids de cette substance. Si nous désignons cette gran— 
deur par V, la seconde formule (24) donne 
I 


(27) DV Sen> Met °V = D 


Pour un choix déterminé des unités, la valeur numérique du volume 
spécifique est donc égale A l'inverse de la valeur numérique de la densité. 
Quand la température change, le volume spécifique varie également confor- 
mément a la formule 


(28) V, = V,(1 + at), 


ou 2 est le coefficient moyen de dilatation entre les températures 0? et 1°. Les 
formules (27) et (28) donnent 


. Dy 
(29) —— = (1 —- at) ou D, — eg memeri 

ot D, et D, désignent les densités & /° et 0°. Dans les tables de valeurs numé- 
riques des différentes grandeurs physiques, on donne habituellement la den- 
sité & o° (la densité de l'eau A 4° CG. étant prise pour unité) ; nous l’appellerons 
la densité tabulaire. Pour le mercure, on a, par exemple, 


(30) ~D, = 13,596. 
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3. La pression et la tension. — Dans la nature, comme |’observation nous 
l’apprend, les corps sont toujours soumis 4 une pression s’exercgant sur leur | 
surface et provenant des autres corps qui les entourent. Nous évaluerons celte 
pression p en kilogrammes par métre carré de surface, c’est-a—dire que nous 
prendrons, comme unité de pression extérieure, la pression de 1 kilogramme 
par métre carré de surface. Une autre unité de pression s’appelle par abré- 
viation, almosphere ; elle est égale 4 la pression d’une colonne de mercure de 
-760 millimétres de hauteur, prise 4 0°, ou égale a la pression de 1 kilogramme 
environ par centimetre carré. Désignons cette unité de pression par A. Comme 
une couche d'eau de 1 millimetre d’épaisseur exerce une pression de 1 kilo- 
gramme sur un metre carré de surface, il est clair que A = 760 X D,, ot Dy 
désigne la densité du mercure ; on obtient, d’apres (30), 


(31 A = 760 x 13,6 = 10336 kilogrammes par métre carré. 


Sous l’effet de la pression extérieure, le volume d’un corps diminue, mais 
en méme temps augmente la contre-pression de ce corps sur les corps qui 
Ventourent immédiatement ; nous appellerons cette contre-pression, tension 
élastique ; comme unité de tension élastique d’un corps, nous prendrons la 
tension de ce corps, lorsqu’il exerce une pression de 1 kilogramme par métre 
carré de surface sur les corps qui l’entourent. La variation de volume du corps 
cesse aussitot que sa tension élaslique est égale 4 la pression ealérieure. En con- 
sidérant un corps dans des circonstances ot' son volume ne change pas sous” 
Vinfluence des pressions extérieures, on obtiendra toujours les mémes valeurs 
numériques pour la tension élastique et pour la pression extérieure, Par suite. 
on peut, dans les conditions indiquées, employer indifféremment les expressions 
pression et tension élastique, bien que ces deux grandeurs soient essentielle- 
ment différentes. On comprend d’ailleurs facilement que la pression sous 
laquelle se trouve un corps n’est pas autre chose que la tension élastique du 
ou des corps qui environnent le premier de tous cotés. 

A la page 33, nous avons présenté la température, la densité (ou le volume 
spécifique) et la pression ou la tension comme les grandeurs d’état les plus 
importantes d'un corps, et nous avons dit qu’&a chaque changement de lune 


quelconque des propriétés d’un corps, caractérisée par l'une de ces grandeurs, — 
nous parlerions d’un changement d’état du corps. Il en résulte, par exemple, 
fi qu’a toute variation de température, de densité ou de pression correspond un 


changement d’état du corps, cette expression devant étre entendue dans le 
sens le plus large du mot. Dans un sens plus étroit on distingue, comme il. 
a été dit ala page 33, trois sorles d’états (étals d’agrégation) de la matiére : 
Vétat solide, I’état liquide et l'état gazeux. Ils ne sont pas cependant toujours 
nettement séparés l’un de l'autre; la matiére se trouve parfois dans un état 
qu’on peut appeler intermédiaire. Ainsi nous verrons, dans la quatriéme _ 
Partie, que la matiére & l'état colloidal ou 4 l'état plastique, qui est un état 
Antermédiaire entre les états solide et liquide, présente un intérét particulier. 
us indiquerons ici quelques propriétés caractéristiques de ces Lrois sortes — 
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1. L’état solide. — La matiére a 1’état solide prise en quantité déterminée, 
e’est-a-dire ce qu’on appelle un corps solide, posstde une forme déterminée 
qui se conserve, en général, indéfiniment. Cette forme peut changer sous 
laclion de pressions extérieures, et elle se rétablit plus ou moins complétement 
apres leur disparition. La température et les pressions extérieures ne changent 
que tres peu le volume d’un corps solide. Ses molécules se trouvent en réalité 
en mouvement, mais chacune d’elles ne s’éloigne en général que trés peu 
d’une certaine position moyenne. Un corps solide ne se laisse diviser que sous 
une pression relativement considérable exercée sur une partic de sa surface. 

2. L’état liquide. — La matiére a l'état liquide, ou ce qu’on appelle un 
corps liquide, n’a pas de forme déterminée, et cette derniére varie en général 
tres facilement ; il est également facile de diviser un corps liquide. Le volume 
d’un corps liquide ne varie que tres peu, lorsqu’on exerce une pression sur 
toule sa surface, et, aussitot que cette derniére cesse, il reprend complétement 
sa valeur primitive. Les molécules d’un corps liquide ne se meuvent pas seu- 
lement autour d’une certaine position moyenne ; cette dernitre change aussi 
peu a peu, de sorte que la position mutuelle des molécules se modifie. Les 
liquides sont soumis & Ja Lot FoNDAMENTALE DE PascaL : une pression exercée 
par des forces extérieures sur la surface d’un liquide, est transmise intégrale- 
ment de tous cotés par ce liquide, c’est-a-dire que si l’on exerce, sur l’unité de 
surface d’un liquide, une pression, la méme pression est transmise par le 
liquide, 4 chaque unité de surface des corps qui l’entourent immédiatement. 
Si l’on tient compte du poids propre du liquide, il résulte, dela loi de Pascar, 
la Lor p’'ArcuimépE : un corps plongé dans un liquide éprouve de la part de ce 
dernier une poussée de bas en haut, qui occasionne une perte de poids appa- 
rente, égale au poids du liquide déplacé par le corps immergé. Tous les 
liquides passent continuellement, d'eux-mémes et en toutes circonstances, a 
l'état gazeux ; c'est le phénoméne que l'on appelle évaporation. 

3. L’état gazeux. — La matiére a l'état gazeux, ou plus simplement un 
gaz, se compose de molécules dont chacune se meuten ligne droite, dans une 
direction qui n’est modifiée que par la rencontre avec d’autres molécules ou 
avec la surface d'un corps limitant le gaz (par exemple, les parois du vase qui 
renferme le gaz). Par suite, un gaz remplit rapidement tout espace libre qui 
s’offre devant lui; il tend, comme on dit, & se dilater, c’est-a-dire a prendre 
le volume le plus grand possible, mais ceci ne provient pas, comme on le 
montrera plus tard, de forces répulsives. L’ensemble des chocs des molécules 
de gaz, sur la surface d'un corps voisin du gaz, donne naissance a la pression 
que ce corps subit. Cette pression, que l’on nomme lensiun du gaz, est, comme 
nous l’avons vu, mesurée ou en kilogrammes par metre carré de surface, ou 
en atmosphéres. Pour que le volume d’un gaz ne change pas, il est nécessaire 
que sa tension soit égale & la pression extérieure exercée sur lui, Le volume 
d’un gaz croit ou décroit, dés que sa tension est plus grande ou plus petite 
que la pression extérieure. 

Les lois de Pascax et d’Arcuimioe s’appliquent aussi aux gaz. 

Les gaz suivent approximalivement les lois de Boyte-Mantorre et de 
Gay-Lussac. 
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Suivant la loide Gay-Lussac (ou de Cartas), le coefficient « de dilatation par 
la chaleur des gaz, sous pression exlérieure constante, est une grandeur constante 
et la méme pour tous les gaz : 


1 
(32) ee i. 0,00366. 

La formule (12), page 36, prend alors la forme suivante, en écrivant V a - 
place de V,, r 
eee, i OPA. 

(33) Vice Verte 


Suivant la loi de Boyrn-Mantorre. le volume d’une quantlilé donnée de gaz est 
inversement proportionnel a la pression exlérieure (ou la tension d'une quantilé 
donnée de gaz est inversement proportionnelle & son volume), quand la lempeéralure 
du gaz reste invariable. 

Ces deux lois montrent que le volume d’un gaz peut varier d’une maniere 
considérable, quand la température et surtout la pression extérieure changent. 

Densité d’un gaz. — I] faut bien retenir que, pour la mesure de la densité 
des gaz, on emploie, entre autres, deux unités différentes. 

a) On se sert d’abord, comme unité de densité, de la densité de Veau. La 
valeur numérique de la densité d’un gaz donné, mesurée avec cette unité, est 
une grandeur qui varie dans de trés larges limites en fonction de la tempé- 
rature du gaz et de la pression extérieure qui s’exerce sur lui. Nous appel- 
lerons la densité d’un gaz mesurée a I’ aide de cette unité, la premiére densité 
ou la densité du gaz par rapport a Veau. 

b) Pour déterminer Ja densité d'un gaz, on prend trés souvent encore, 
comme unifé, la densité de lair & la méme température et a laméme pression que 
le gaz considéré. Cette densité est une quantité constante, au moins dans les 
limites entre lesquelles les lois de Boyte-Mantorre et de Gay-Lussac sont 
applicables pour l’air et pour le gaz considéré. Nous pouvons l’appeler la den- 
sulé da gaz par rapport 4 lair, sous la méme pression et la méme température ; 
c'est la seconde densité. 

La nécessité de distinguer netlement les deux densités vient en particulier 
de ce que, dans l’énoncé des différentes lois s’appliquant aux gaz, on parle 
d’ordinaire seulement de la densité du gaz, bien qu'il s’agisse tantot de la pre- 


mitre densité, tantét de la seconde. On peut en donner les deux exemples ‘ 


suivants. 

t. La loi de Boyrr-Martorre s’énonce encore sous cette autre forme : la den— 
silé d’une quantité donnée de gaz sous température constante est directement 
proportionnelle a la pression extérieure. II s’agit ici de la densité par rapport 
a Veau, ou de la premiére densité. 

». La vitesse des molécules d'un gaz a une température donnée est inverse- 
ment proportionnelle & la racine carrée de la densité du gaz. Il s’agit ici de la 
densité par rapport t a l’air, ou de la seconde densité. La vitesse des molécules 
du gaz ne varie donc pas par condensation ou raréfaction du gaz, comme on. 
pourrait le croire, si l’on confondait les deux densités. 
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L’état d'un systéme. — Quand ona affaire Aun systime de corps ou de mo- 
lécules isolées, la notion d’état peut étre rendue encore plus générale ; nous 
conyiendrons d’appeler aussi changement d’état d’un systéme, tout changement 
dans la position mutuelle des parties du systéme. 

Certaines propriélés des corps, que l’on peut appeler d’une manitre générale 
corps composes, offrent un intérét particulier. Suivant la facon dont les 
parties consliluantes de ces corps sont en rapport entre elles, on a trois cas a 
distinguer : 

a) Les mélanges physiques grossiers (par exemple, le sable et la farine), 
dont les parties constituantes, placées une & cdté de l'autre, peuvent étre 
distinguées au microscope ; 

-b) Les solutions, dans le sens le plus général ;'4 ce groupe appartiennent les 
solutions ordinaires de corps solides, liquides ou gazeux, dans des liquides, 
les mélanges de liquides (par exemple, l’eau et l’alcool), les mélanges de gaz 
(par exemple, l’air), les alliages et les mélanges analogues solides et homo- 
eénes, etc. 

e) Les combinaisons chimiques. dontles parties constituantes sont les éléments 
chimiques correspondants. 

Nous ne considérerons que les deuxiéme et troisitme groupes de corps com- 
posés. Ces corps possédent en général trois genres particuli¢rement intéressants 
de propriétés, qui ont recu des noms spéciaux. Ces propriétés sont les suivantes. 

1. Proprisris appitives (Ostwatp). — Quaad la valeur numérique de la 
grandeur x, par laquelle s’exprime une propriété d’un corps composé, peut étre 
calculée d’aprés la régle des mélanges, au moyen des valeurs numériques a ; de 
la méme grandeur pour les parties constituantes du corps, nous dirons que 
cette propriété est additive. La grandeur x étant la valeur moyenne des gran-— 
deurs x;, calculée d’aprés la rdgle des mélanges, nous avons 


Lx;m; Lx;mn; 


a oe ey eee 

ou m; sont les masses des parties constituantes et m == Sm; la masse du corps 
composé. Au lieu des masses, on pourrait aussi, dans certains cas, introduire 
les volumes. La capacité calorifique ¢ d’un alliage est, par exemple, une 
grandeur qui mesure une propriété additive de alliage, car on peut calculer 
e par la formule ci-dessus, au moyen des capacités calorifiques ¢; des parties 
constituantes de l'alliage. De nombreuses propriétés des combinaisons chi- 
miques, par exemple la réfraction, la chaleur de combustion, etc. sont des 
proprictés additives. 

2. Proprisrés constiretives (Ostwatp). — Ce sont des propriétés des com- 
binaisons chimiques qui dépendent de la construction de la molécule, c’est-a- 
direde la maniére dont les atomes formant la molécule sont enchainés entre eux. 
Dans les combinaisons isoméres, dont les molécules sont formées des mémes 
atomes, mais avec des dispositions différentes, les propriétés constitutives sont 
différentes, tandis que les propriétés purement additives doivent ¢tre évidem- 

ment les mémes. L’activité optique (tome II), Vabsorption de la lumiére, le 
pomt d’ébullition, le point de fusion, etc. sont des propriétés constitutives. 
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3. Propriirés couiicatives (Ostwatp, d’aprésune proposition de W. Wunpt). 
— Ce sont des propriétés des corps composés qui ne dépendent que de la 
masse des parties constituantes, mais non de Jeur nature, par exemple, le 
volume et la pression d’une certaine quantité de gaz, la densité dune vapeur, 
l'élévation du point d’ébullition, l'abaissement du point de congélation, la 
pression osmotique, et la tension de vapeur d’une solution (tome III), etc. 
Les propriétés colligatives d’une combinaison chimique sont déterminées par 
son poids moléculaire et sont indépendantes de la nature, du nombre et de 
larrangement des atomes qui constituent la molécule de la combinaison. Ce 
sont donc surtout ces propriélés qui peuvent ¢tre employées pour la déter- 
minalion des poids moléculaires. 

Remarquons, pour conclure, que le passage d’un corps ou d’un systéme, 
d’un état donné & un autre, peut s’effectuer d’une infinité de facons diffé- 
rentes. Ainsi, par exemple, le passage d’une quantilé de gaz donnée, d'un 
état, ol la température est basse et le volume petit, 2 un état, ou la tempé- 
rature est élevée et le volume grand, peut s’effectucr, soit en échauffant le 
gaz sous volume constant et en Je laissant ensuite se délendre a température 
constante, soit au contraire en faisant d’abord varier le volume puis la tem- 
pérature, soit enfin en faisant varier simullanément la température et le 
volume, ce qui peut se faire d'une infinité de manitres différentes. 


9. Conservation de la matiére. — Nous avons considéré, dans le pa- 
ragraphe précédent, les changements d'état de la matiére. 

On peut aussi compter au nombre des changements d’état de la matitre 
ce qui se passe dans les réactions chimiques. Quand I’hydrogéne et Poxygéne 
s'unissent pour former l’eau, cette derniére renferme de Uhydrogéne et de — 
loxygéne, mais sous un état tout a fait particulier de division atomique. x 

Le principe fondamental suivant de la conseRVATION DE LA MATIBRE s’applique 
a tous les changements d'état possibles, physiques aussi bien que chimiques, 

Dans TOUTE TRANSFORMATION POSSIBLE, PHYSIQUE OU CHIMIQUE, A LAQUELLE LA 
MATIERE EST SOUMISE, CELLE-CI N’EST NI CREEE, NI DETRUITE ; SA QUANTITE RESTE 
TOUJOURS INVARIABLE. 

Nous donnerons, dans la suite, quelques éclaircissements sur ce principe 
et nous indiquerons, d’une manidre plus précise, 4 quelle grandeur particu- 
liére se rapporte Vinvariabilité dont il vient d’étre question. 

Nous mentionnerons aussi les expériences effectuées par différents savants 
pour vérifier l’exactitude de ce principe. 


10. Quelques propositions de mathématiques. — Nous rappellerons 
ici quelques propositions de mathématiques, qui n’entrent pas toujours dans le 
programme des études moyennes, et qu'il nous arrivera de rencontrer dés le - 
début. 

-I. Mesonr prs ANGLES PLANS ET DES ANGLES soLipes. — D’ordinaire, on 
mesure les angles plans, et par conséquent aussi les angles ditdres, en degrés, 
minutes el secondes, l’angle droit étant égal 4 go®. Nous emploierons en . 
général une autre méthode pour mesurer la grandeur de ces angles. Décri- 


a 
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vons du sommet d’un angle plan comme centre une circonférence de rayon r 
arbitraire, et désignons par s la longueur de l’arc de la circonférence qui est 
compris entre les cotés de l’angle. Le rapport s : r ne dépend pas, comme on 
sait, de la grandeur du rayon r; mais comme, r étant invariable, l’arc s est 
proportionnel a l’angle, il est clair que la fraction s : r est proportionnelle 


A ’ r s v 
a la grandeur « de l’angle. Il en résulle que nous pouvons poser « == C 52 ol 


C est un facteur de proportionnalité. Si nous faisons C = 1, nous aurons : 
s 

(34) fe guise Bema 
r 


nous prendrons pour valeur numérique de l’angle, le rapport de l’arc s au 
rayon r. En méme temps, nous prendrons, pour unité d’angle, langle 
pour lequel l’are s est égal au rayon r. Celte unité d’angle, qu’on appelle le 
radian, est égale a 57° 17'44",8 — 57°,29578. L’angle « = 3,5, par exemple, 
représente par conséquent l’angle pour lequel l’arc s est 3,5 fois plus grand 
que le rayon r. On tire de (34), 


(35) Sil ges 


! 


L’angle qui entoure complétement un point (quatre droits) est « = 27 
6,28319..., car s == 2tr; l’angle qui contient deux droits est « = = = 
3.14159... ; langledroit est ¢ = : ; la moitié de l’angle droit (45°) est « = A: 

- En déterminant de cette maniére la valeur numérique des angles, on peut 
poser pour les angles trés petits 


(36) Slits ==" toto, ae 


cela résulte de la définition méme du sinus et de la tangente. 

On sait qu’un angle solide (angle au sommet d’un cone quelconque) se me- 
sure de la maniére suivante. Considérons la surface d’une sphére de rayon r, 
dont le centre se trouve au sommet de I’angle solide ; ce dernier découpe une 

: ; a s 
portion de la surface de la sphére que nous désignerons par s. Le rapport ya ne 


dépend pas du rayon ret comme s est proportionnel a langle solide «, nous 


s ‘ 
pouvons poser « = C —,. Pour CG = 1, nous obtenons 
= 


(37) a= 5; 


autrement dit, la valeur numérique d’un angle solide est égale au rapport de: 
la surface s au carré du rayon. Nous prendrons, comme unité d’angle solide, 
un angle pour lequel la surface s renferme r? unités de surface. L’angle solide 
qui entoure de tous cotés un point donné est égal 4 47, car on a alors s = 47 r?; 
Tangle solide qui est limité par un plan passant par son sommet est égal a 


2m, car s est dans ce cas la surface d'une demi-sphére ; un angle solide formé 
par trois plans rectangulaires est égal 44:8 = 7: 2. On déduit de (37), 


(38) sar, 
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LI. Coursure pune course prane. — La notion de langente en un point 
donné M (fig. 1) & une courbe CD s obtient de la manitre suivante. Prenons 
sur la courbe un autre point M, voisin de M, et menons par M et M, Ja droite 

nN r AB. Cette droite s’appelle une 
p sécante de la courbe CD. Ima- 
ginons que le point M, se rap- 

proche indéfiniment du point M, 

sans quitter la courbe, et qu’en 

méme temps la sécante BA ne 
cesse pas de passer par le point 
N donné M et par Je point mobile 
M,. Pendant que M, se rappro- 
chera indéfiniment de M, la sé- 


nm 


Fig. 1 


cante se rapprochera indéfiniment de la position d'une certaine droite ST ; 
c'est celle droite que l’on appelle la tangente a la courbe au point M. La 
droite NN, perpendiculaire & la tangente, s’appelle la normale a la courbe au 
point M. : 

La direction d’une courbe est déterminée en chaque point par Ja direction 
de la tangente. Si l’on considére différentes courLes, on remarque que, dans 
certaines parties de ces courbes, Ja direction change trés vite, dans d'autres 
plus lentement ; de 1a nait Vidée de la 

_courbure plus ou moins grande d’une 
courbe. 

Considérons la circonférence de cercle, 
qui possede la méme courbure dans toutes 
ses parties. Nous prendrons pour mesure 
de cette courbure, langle entre deux 


tangentes menées en deux points distants 
de l’unité de distance (comptée suivant 


Fig. a 


larc de circonférence), Soit un are de 
cercle AB = s (fig. 2), et soit « = DFE langle formé par les tangentes me- 
nées aux points A et B. Comme DFE — ACB, il est clair que langle a est 
proportionnel a l’arc s; nous avons donc 


(39) he =; 

mais s = 2K, voir (35), page 49, et par conséquent * 
: 1 

ho =: 

(40) R 


La courbure d'une circonférence est donc mesurée par V’inverse du rayon, 
Lunité de courbure est ta courbure d'une circonférence dont le rayon est égal 
a l’unité, Pour une courbe plane quelconque, la courbure moyenne A,, d’une 
portion s de la courbe est donnée par la formule 

5 a 


(41) An = ” ? 
pemblable a (39). 
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Nous pouvons passer de li 4 la notion de la courbure d’une courbe plane en 
an point donné (fig. 3). Prenons sur la courbe PQ un point N tres voisin de 
M, et soit MN —<¢; menons en M et en N les tangentes MS et NT, qui 
forment le petit angle SDT =z, et les normales MA et NB, qui se coupent en 


; rads igioed A 
un point C. La courbure moyenne du petit arc % sera Am = ar La limite 2, 


vers laquelle tend cette grandeur, 
quand le point N se rapproche indéfi- 
niment de M, donne la valeur numé- 
rique de la courbure au point M. La 
courbure est donc 


eA 
‘ha A= lim =- 
(42) : 


Quand N se rapproche de M, la nor- 
male NB change de position, et, par 
conséquent, le point C se déplace le 
long de la normale MA. Il s‘approche 
ainsi d’une position limite que nous 
désignerons par E. Menons par le point 
M une circonférence dont le centre se 


trouve sur la normale MA, du méme cété que la courbe par rapport a la 
tangente, et dont la courbure soit égale A celle de la courbe au point M. Il 
résulte de (40) et (42) que le rayon R de cette circonférence doit satisfaire 
a Pégalité 

aad I 
(43) i = lim -=R' 

Le cercle limilté par cette circonférence s’appelle le cercle de courbure, et son 
rayon, le rayon de courbure de la courbe au point M. On peut démontrer, 
en premier lieu que R = ME, c’est-a-dire que le centre du cercle de cour- 
bure est déterminé par la position limite du point d’intersection de deux nor- 
males infiniment voisines, et en second lieu que le cercle de courbure est 
la position limite d’un cercle dont la circonférence passe par M et par deux 
points N et N,, ou N et N,, qui se rapprochent indéfiniment de M. 

ILL. CourBure ET TORSION GHOMETRIQUE D’ UNE COURBE GAUCHE. — Quand tous 
les points d’une courbe ne sont pas situés dans un méme plan, on dit que la 
courbe est gauche. On peut considérer la courbe comme un polygone gauche 
dont les cotés sont infiniment petits. Deux cdtés consécutifs de ce polygone 
sont situés dans un méme plan, dans lequel la courbure peut ¢tre mesurée 
comme pour une courbe plane. Mais, le troisitme coté du polygone n’est pas 
dans le méme plan que les deux précédents, et, par suite, le plan dans lequel 
la courbure doit étre mesurée varie en chaque point de la courbe gauche. 
Le plan de courbure en un point quelconque d’une courbe gauche est appelé 

plan osculateur ; lanormale 4 la courbe contenue dans ce plan osculateur est 
la normale principale ; la normale & la courbe perpendiculaire au plan oscu- 
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lateur est la binormale. Comme deux positions successives du plan osculateur 
contiennent un méme coté du polygone gauche envisagé plus haut, on voit 
que le plan osculateur passe d’une position a la suivante en tournant autour 
de la tangente A la courbe. La limite du rapport de l’angle entre deux 
plans osculateurs a l’arc compris entre les points de la courbe correspon- 
dant 4 ces plans est la torsion géométrique de la courbe gauche, Cette notion 
de torsion géométrique ne doit pas étre confondue avec la notion de lorsion 
mécanique dans un fil ou une tige mince, que nous étudierons dans la suite. 

IV. Cournsure p’UNE suRFACE courBR. — La forme d'une surface courbe 
peut étre caractérisée en chaque point par la courbure des sections planes qui 
passent en ce point, II suffit d’ailleurs d’envisager les sections passant par la 
normale a la surface, car, d’aprés un théoréme dé A Meusnier, le rayon de 
courbure d’une seclion polite esl égal a la projection sur le plan de cetle section 
du rayon de courbure de la seclion normale qui passe par la méme tangente. 

On obtient tres facilement une idée nette de la variation dela courbure des 
sections normales en un point, au moyen de la section faite dans la surface 
par un plan paralléle au plan tangent et infiniment voisin de celui-ci. Cette 
section différe infiniment peu, en général, dans le voisinage du point de 
contact P du plan tangent, d’une conique ayant pour centre le point P; une 
des homothétiques, par rapport a ce point, de cette conique est l’indicatrice de 
Dupin, qui jouit de la propriété suivante, lui servant souvent de définition : Les 
rayons de courbure des diverses sections normales sont proportionnels aux carrés 
des rayons vecteurs de UVindicatrice, dirigés suivant les traces des plans de ces sec— 
tions. Cette proposition permet d’appliquer immédiatement aux rayons de cour- 
bure des section normales en un point d’une surface toutes les propriétés des 
diamétres des coniques a centre. Ainsi en tout point d’une surface, il y a, parmi 
les sections normales, une section, pour laquelle le rayon de courbure est an 
maximum et une autre pour laquelle il est minimum ; les directions de ces sec- 
tions sont rectangulaires et ce sont les directions des axes de l’indicatrice. On les 
nomme les sections principales, et les rayons de courbure correspondants sont les 
rayons principaux. Evcer a établi que si Ry et Ry sont les rayons principaux en 
un point quelconque de la surface, le rayon de courbure R d’une section nor- 


male quelconque, faisant un angle 6 avec l’une des deux sections principales. 
est donné par la formule 


I cos"6 sin2@ 


Ris ihn, cae : 


équivalente a la propriété indiquée ci-dessus de l’indicatrice. 


Si l'on désigne par R’ ce que devient R, quand 6 augmente de = ona 


et, en ajoutant, 
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On appelle courbure moyenne de la surface au point considéré la demi- 

somme + Cr = Kc) des courbures =~ et ;) des sections principales ; on voit 
att, | (CR, RR, R, 

que la moyenne des courbures de deux sections normales perpendiculaires entre 

elles est toujours egale a la courbure moyenne de la surface. 

A cette notion importante de courbure moyenne, Gauss en a ajouté une 
autre, dont l’analogie avec la courbure dans les lignes planes parait plus étroite. 

Ktant donné un are de courbe plane, si, par lecentred’un cercle de rayon 1, 
on méne des paralléles aux normales  l’extrémité de cet arc, ces paralléles 
interceptent un arc de cercle qui est égal 4 langle des tangentes aux deux 
extrémités de la courbe et qui, par conséquent, mesure ce que I’on appelle la 
courbure totale de l’arc de courbe. 

De méme, si l’on considére une étendue de surface limitée par une courbe 
fermée et que l’on méne par le centre d’une sphére de rayon 1 des paralléles 
aux normales de Ja surface en tous les points de sa courbe limite, ces pa- 
ralléles couperont la sphere suivant une courbe également fermée. Il y aura 
une portion de la sphere, limitée par cette courbe, qui contiendra tous les 
points de la sphére correspondant aux diflérents points du segment de sur- 
face considéré. L’aire de cette portion de la sphére peut s’appeler la courbure 
totale du segment de surface. 

Revenons a la courbe plane. Si l’on divise la courbure totale d’un arc de la 
courbe par la longueur de cet arc, on démontre, comme nous I’avons dit pré- 
cédemment, que ce quotient tend vers une limite finie et déterminée quand 
Dare diminue indéfiniment et se réduit a un point ; cetle limite est, par défi- 
nition, la courbure en ce point. 

Si l’on envisage de méme un segment de surface entourant un point M de 
la surface, et si l’on suppose que l’étendue de ce segment diminue indéfini- 
ment et dans tous les sens, autour du point M, la courbure totale du segment 
diminue indéfiniment ; mais, si on la divise par l’aire de la méme région, le 
quotient obtenu tend, comme Gauss l’a montré, vers une limite finie et dé- 
terminée, indépendante de la forme du segment. Cette limite, qui est 


ee, a recu le nom de courbure lotale au point M. 
R,R, 


Il semble donc que l’analogie est compléte entre la courbure dans les 
courbes et la courbure totale dans les surfaces. Mais on peut indiquer d’autres 
propositions dans lesquelles cette analogie est détruite et qu’on peut généra- 
liser en substituant & la courbure de la ligne plane la courbure moyenne 
de la surface et non plus la courbure totale. 

Imaginons, par exemple, qu’on porte des longueurs infiniment petites sur 
les normales d’une courbe, de maniére a obtenir une courbe voisine. Si h dé- 
signe la longueur portée sur chaque normale, l’accroissement de longueur 
quand on passera de la premiére courbe 4 la seconde sera représenté par 


Vintégrale 
fr : : 


ou ds désigne la différentielle de l’arc et R le rayon de courbure. 


Cuworson, — Traité de Physique 1,. 4 
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Si l'on opére de méme sur une portion de surface, on trouve que l’accrois- 
sement de l'aire, quand on passe a la surface infiniment voisine, est 


Lf h ( ae Rs) dc, 


ds désignant I’élément d’aire et Ry, R, les rayons de courbure principaux. Id, 
on le voit, I’élément qui se substitue 4 la courbure dans la proposition géné- 
ralisée n’est plus la courbure totale ; c'est le double de la courbure moyenne. 
On s’est posé la question du choix & faire entre ces deux quantités pour la 
courbure d’une surface en un point donné ('). G. Darsoux a fait observer 
qu’on renouvelle ainsi le célébre conflit entre la mécanique de Descartes et 
celle de Leiyirz (2). D’aprés un beau théoréme di & Gauss, la courbure 
totale reste invariable dans une surface parfaitement flexible el inextensible 
que l’on déforme sans déchirure, ni duplicature ; dans tous les cas o& une 
telle déformation intervient, c’est cette courbure totale qu'il faut prendre 
pour mesurer la courbure de Ja surface. Mais, comme nous le verrons dans la 
suite, c’est la courbure moyenne que l’on doit le plus souvent envisager dans 


la Physique (*). 


44. Vecteurs. — A la page 32, nous avons appelé vecteur une grandeur 
qui posséde, en un point donné, non seulement une valeur numérique dé- 
terminée, mais encore une direction déterminée. 2. 

Toul vecteur peut étre représenté par une fléche. L’origine de la fleche est 
prise au point, auquel le vecteur se rapporte, et que l'on appelle le poin! 
@application du vecteur. La direction de la fléche est la direction du vecteur ; 
enfin sa longueur est proportionnelle & la grandeur du vecteur c’est-a-dire 
que le nombre d’unités de longueur contenues dans la longueur de la fléche 
est égal ou proportionnel (en particulier si on a plusieurs yecteurs & repré- 
senter) a la valeur numérique du vecteur. 

Etant donnés deux vecteurs ayant le méme point d’application, on peut en 
construire un troisiéme qui est représenté par la diagonale du parallélogramme 
conslruit sur les vecteurs donnés. Les vecteurs donnés se nomment alors 
vecteurs composants. Cette opération par laquelle, au-moyen de deux vecteurs 
donnés, on en obtient un troisiéme, s'appelle une addition géométrique, pour 
la distinguer de l'addition arithmétique, c’est-a-dire de la sommation ordinaire. 
Le troisitme vecteur s’appelle la somme géométrique des vecteurs donnés 

= AB et Q = AC (Jig. 4) ; cette somme géométrique est représentée par 


(1) Lorp Kezvin et Tarr, Treatise on Natural Philosophy, Vol. I, Part I, §§ 136 & 
139; G. Darsoux, Legons sur la Théorie générale des Surfaces, 2° Partie, § 497. 

(?) Voir, dans l’édition de la Monadologie de Leryirz publiée par E. Bourrovux, la 
note de H. Potncaré, sur les principes de la Mécanique dans Descanres et dans Levsnrrz: 

(3) Voir (tome If) la note de E. et F, Cosserar sur la Théorie des corps déforma bles, 
Il, Statique de la surface déformable. 


oS - x ; i Fae 
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la fléche R = AD. On convient d’écrire symboliquement la sommation géo- 
métrique de la mani¢re suivante : 


(44) R=P+Q; 


les traits au-dessus des lettres indiquent que l’addition est une addition 
géométrique. 

La construction d’une somme géométrique peut étre simplifiée : menons 
par l’extrémité B de l'un des 
deux vecteurs une droite BD 
égale et paralléle a l’autre vec- 
teur Q = AC; la droile qui joint 
le point A au point D repré- 
sente la somme géométrique 
cherchée. 

Si un vecteur R est donné, 
on peut trouver d’une infinité 
de maniéres deux autres vecteurs P et Q, dont R représente la somme géo- 
métrique. Cette opération s’appelle la décomposition du vecteur R en deux vec- 
teurs composants P et Q. Quand P et Q forment un angle droit, ona 


QO 
= R 
La somme géométrique est égale 4 la somme arithmétique, quand les deux 
vecteurs composants ont méme direction. La méme chose a lieu quand les 
deux vecteurs, ayant des directions opposées, possédent des signes différents ; 
dans le cas contraire, la somme géométrique devient égale a la différence 
arithmétique. Si les vecteurs sont considérés comme des grandeurs essen- 
tiellement positives, on a l’inégalité évidente : 


(45) P—Q<P+Q<P+Q 
quand P > Q. 


Le changement d’un vecteur peut étre un changement géométrique. Sup- 
posons que le vecteur P = AB (fig. 5) change de grandeur et de direction, et 
C que le vecteur modifié soit représenté par la fléche 
AC, Si lon construit le parallélogramme ABCD, 
on yoit que l’on peut se représenter le change- 
ment comme produit par l’addition géométrique, 
au vecteur P, du vecteur AD, que l’on appelle l’accroissement géométrique du 
vecteur P et que l’on désigne par AP, pour le dislinguer de l’accroissement 
arithmétique AP. 

La somme géomélrique R de trois vectears P,, Pz, Ps, ayant le méme point 
d’application A (fig. 6), s’obtient en additionnant d’abord les deux vecteurs 
P, et P., dont la somme géométrique est le vecteur AE, puis les vecteurs AE 
et P,, dont la somme est R = AF. La figure montre que 


R= \(/P? + Q ; cos (R, P) =F fee cos (i, 


R=P,+P,+P, 
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est représenté par la diagonale du parallélépipéde construit sur les trois 
vecteurs donnés. A eae : 
On peut obtenir R plus simplement, en menant pir Vextrémité B de Pun 
ha 22 -. nae 
des trois vecteurs, P, par exemple, la droite BE || et — P2, puis a partir de 
E la droite EF || et = P,. La droite qui joint A ane est le recta cherché. 
Inversement, on peut décomposer d’une infinité de maniéres le vecteur R 
en trois vecteurs composants, formant les arétes d’un parallélépipéde dont, la 


Fig. 7 


diagonale est R. Si les trois vecteurs sont perpendiculaires l'un sur l’autre, 
le parallélépipéde est trirectangle. Prenons le point d’application des vecteurs 
pour origine des axes coordonnés Oxyz, qui ont méme direction que les 
vecteurs composants, et désignons ces derniers par R,, R, et R, (fig. 7), leur 
somme géométrique par R. Nous avons alors 


(46) R = R,, =e R, ae R. 
(46, a) R = VR? + R? + R? 

ie R, L 
(46,6) cos (R, x) = RK cos (Ry) R3 cos (R, Zee * : 


R,, R, et R, sont les projections du vecteur R sur les directions des axes 
coordonnés. 

Quand des vecteurs en nombre quelconque P,, P3, P;, ..., P;, ... ont méme 
point d’application A (fig. 8), leur somme géométrique R s’obtient en addi- 
tionnant d’abord deux vecteurs, puis la somme obtenue avec un troisitme 
vecteur, et ainsi de suite. Nous écrirons symboliquement 


(47) Rix By Pate tiste cts Phiten Pes 


On construit, plus simplement, le vecteur R, & Vaide de ce qu’on appelle le- 
polygone des vecteurs : & partir de l’extrémité B de l'un des vecteurs, P, par 
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exemple, on méne BG || et = P.; puisa partir de G, la droite GH || et —P,, 
a partir de HI la droite HI || et = P,, et ainsi de suite. La droite qui joint le 
point A l'extrémilé kK = 

de la ligne brisée ainsi 
obtenue, qui ferme 
par conséquent le po- 
lygone, représente la 
somme  géométrique 


cherchée R. 
Si P;,, est la projec- M 

tion du vecteur P; sur 

une direction quel- t 

conque x, et R, la Fig. 8 

projection du yecteur R sur Ja méme direction, on a 


; ESN) p: 
(48) kyr ad aes 
c’est-a-dire que R, est la somme algébrique des vecteurs P;,,. Hl en résulte, 
d’aprés (46, a), que 
(49) Ba (D)Pe) + (Pow) + (DY Pos)”. 


L’addition géométrique n’est pas la seule opération sur les vecteurs que l’on 
envisage dans la Physique ev, dansle Tome IV, nousaurons a étudier ce qu’on 
appelle plus généralement l’analyse vectorielle. Il nous suffira de donner dés 
maintenant quelques indications sur la mu‘liplication el sur quelques opérations 
différentielles. 

C’est 8 Hamitron que l’on doit la distinction entre les quantités scalaires et 
les quantités vectorielles. Une quantité scalaire peut étre entitrement définie 
par une seule donnée numérique ; sa valeur numérique ne dépend en aucune 
facon de la direction attribuée aux axes coordonnés; il en est ainsi, par 
exemple, de Ja distance entre deux points, du volume d’une figure géomé- 
trique, de la température ou du potentiel en un point de l’espace. Une 
quanlité vectorielle a une direction aussi bien qu’une grandeur et il faut trois 
données numériques pour la définir ou trois échelles sur les axes coordonnés. 
Le déplacement d’un point, figuré par une ligne droite menée de sa position 
initiale & sa position finale, peut étre pris comme type d’une quantilé vecto- 
rielle ; de la vient le nom méme de vecteur. Nous désignerons par P,, P,,, P, 
les trois composantes, dans la direction des axes coordonnés, d’un vecteur P et 
par | P| la grandeur de ce vecteur. 

On peut considérer ce qu’on appelle le produit scalaire et le produit vecto- 
riel de deux vecteurs P et Q. I.e premier de ces produits, que l’on représente 
souvent par le symbole (P. Q) est la quantité scalaire définie par la formule 


(50) (P. Q) =| P|] Q | cos (P,Q) = P,Q, + P,Q, + P.Q.. 


Nous verrons que le travail d’une force est un produit scalaire. La formule 
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(50) montre que deux vecteurs sont perpendiculaires, quand leur produit 
scalaire est nul. 

Le produit vectoriel de P et Q, que l’on écrit fréquemment [P. Q], est un 
vecteur perpendiculaire au plan passant par P et Q, dont la direction est celle 
de l’axe d’une rotation de moins de 180° de la direction de P vers la direction 
de Q, et dont la grandeur est donnée par l’aire du parallélogramme construit 
sur P et Q comme cotés. Les trois composantes de ce produit vectoriel sont 


(51) P,Q, —P,0,,  P:Q;— P:Q0;,> SEO eyes 

c’est-a-dire les trois projections sur les plans coordonnés des yz, des zx et des | 
wy de l’aire du parallélogramme construit sur P et Q. Les expressions (51) 
montrent que deux vecteurs sont paralléles, lorsque leur produit vectoriel 
est nul. 

Le moment d’un vecteur par rapport & un point est un exemple particuliere- ; 
ment important de produit vectoriel. Un tel moment est en effet le produit - 
vectoriel du vecteur, qui joint le point considéré 4 un point quelconque du 
vecteur donné, par ce dernier. I] est nul quand le vecteur donné passe par le 
point autour duquel on prend le moment. Si l’on considére deux vecteurs P 
et Q dont l’origine commune est le point A et dont la résultante est le vecteur” 
R, et si l’on prend les moments des vecteurs P, Q, R, par rapport a un point 
quelconque O dans leur plan, on a, en désignant le vecteur OA par S, 


(92) [S. P] + [S. Q] = [S .(P + Q)} ={8. Rj; 


autrement dit, le moment du vecteur résultant est égal & la somme des 
moments composants, On généralise sans peine cette proposition, en considé- 
rant (52) comme une égalité géométrique. Le moment d'un vecteur par rapport 
aun axe est le moment de la projection de ce vecteur, sur un plan perpenidi- 
culaire a l’axe, par rapport au point ot l’axe perce le plan de projection ; ce 
moment est nul, quand le vecteur est dans un méme plan avec l’axe. 

Le produit vectoriel, qui est assimilable & une rotation, est appelé quel- 
quefois vecteur axial, pour le distinguer du vecteur proprement dit qui est assi- 
milable & un déplacement. L’utilité de cette distinction se trouve particuliére- 
ment mise en évidence dans la Théorie de la relativité. Aux trois coordonnées 
ordinaires «x, y, z, d’un point en mouvement dans I’espace, cette théorie 
adjoint le temps propre ou temps local t de H. A. Lorentz, dont nous donne- 
rons plus tard la signification ; un point a donc quatre coordonnées a, y, % t 
et peut étre considéré avec H. Mivxowsxr comme situé dans un espace & 
quatre dimensions. Un vecteur P dans cet espace possede quatre composantes 
P,, P,, P., P, et expression du produit scalaire de deux vecteurs P et Q est 
de fens analogue a (50) : 


P,Q, + PyQy + P2Q; + PQs: 


mais le produit vectoriel, c’est-’-dire un vecteur axial, a 6 composantes, 
savoir, comme précédemment, les trois expressions 


PO, ace PO. PQ. = P30; PO ih aay P07, 
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auxquelles s’ajoutent les trois autres 


P,Q eae B0,. P,Q: ey P.Q,, P.Q, a PQ; 


xe 


L’existence de ces six composantes vient de ce que, dans l’espace a 4 di- 
mensions, un systéme de 4 axes de coordonnées comporte 6 plans coordonnés, 
contenant respectivement les 4 axes pris deux d deux. 

Nous aurons souvent a considérer une quantilé scalaire » ou un vecteur P 
donnés en chaque point de l’espace ordinaize. 

Si ¢ est une fonction continue des coordonnées, on peut introduire le 
= 2, Il est facile de voir que ce 
vecteur est normal a la surface » = const.; on l'appelle le gradient de ¢. 

Un espace, en chaque point duquel se trouvent définies la grandeur et la 
direction d’un vecteur I’, s'appelle un champ vectoriel ; les lignes, qui en chaque 
point ont pour tangente le vecteur P, se nomment les lignes de direction du 
champ, 

Dans un tel champ vectoriel, si P,, P,, P;, sont des fonctions continues 
des coordonnées, on peut introduire en chaque point une certaine quantité 
scalaire et un certain vecleur nouveau, qui traduisent le changement qu’éprouve 
le champ d'un point a un autre et possédent la propriété d’étre indépendants 
du choix des axes de coordonnées. La quantité scalaire est définie par la 
formule 


oe) 
vecteur dont les composantes sont — 


‘ oP, oP oP. 
: HEE, Up Sa tl ee apa 
or oy Oz 


et s’appelle la divergence de P; nous rencontrerons un exemple important 
de divergence dans la dilatation cubique que subit en chaque point un corps 
solide soumis a une déformation infiniment petile. Le vecteur est appelé la 
rotation de P ; ses composantes sont 


abe Ory, orate. oes Sige eon, 
oy oz oz ow ” aw ay 


et on le représente par le symbole rot. P ; nous retrouverons également celte 
notion de rotation dans I’étude de la déformation infiniment petite d’un corps 
solide, et dans celle du mouvement des liquides. Lorsque la divergence d'un 
yecteur est nulle en tous les points d’un champ vectoriel, la distribution de ce 
vecteur dans le champ est dite solénoidale. Si on a rot. P =o en tous les 
points du champ, cette distribution est dite irrotationnelle. 


2 
Nous mentionnerons enfin l’opérateur différentiel sat ee ee! - dia 
: ¢ 


Laprace et que nous représenterons par le symbole A ; il apparait dans toute 
les théories de la Physique et c’est encore un uwariant par rapport aux axes 
de coordonnécs. 


12. Bibliographie des publications périodiques surla Physique. 
— Les travaux originaux se rapportant a la Physique, qui n’ont pas un carac- 
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tere didactique, se trouvent en grande partie dispersés dans les publications 
périodiques tr’s nombreuses des Sociétés et Institutions savantes (Universités, 
Académies, etc). 
On trouvera, en particulier, des renseignements bibliographiques trés dé - 
taillés sur différentes questions, dans les ouvrages suivants : 
Calalogue of Scientific Papers compiled by the Royal Society of London, 
12 vol., 1867-1892. 
Sapoorn Ss. I), Calalogue of Scientific Serials 1663-1876, Camhridge 
(Mass.) 1879. 
Botron (H. C), A Catalogue of Scientific and Technical Periodicals 1665- 
- 1895, 2° éd., Washington 1897. 
Poccenvorrr, Bibliographisch-lillerarisches Handwérterbuch der exakten 
Wissenschaften, 4 vol., 1863-1904. 
International Catalogue of Scientific Literature. Physics. (London); parait 
chaque année depuis 1go03. 
Weyermann, Handbuch der Physik., 1°° édition, Breslau, 1891-1896, 2° eae 
lion, Leipzig, 6 vol., 1905-1909. 
Lanvotr, Physikalisch-chemische Tabellen, Berlin, 3° éd. 1905 ; une 4° fi 
est en préparation. 
VERDET, Conférences de Physique, Okuvres complétes, tome 1V, Paris, 1872. 
Encyklopadie der mathematischen Wissenschaften mit Einschluss threr Anwen- 
dungen, A. Sommervetp, Vol, V, Physik. 
En outre, certains traités, se rapportant 4 des parties spéciales de la Phy- 
sique, abondent en renseignements bibliographiques ; par exemple : 
G. Wrepemann, die Lehre von der Elektrizitat, Braunschweig, 1°° éd., 3 vol. 
1872; 2° éd., 4 vol., 1893-18098. 
Verver, Théorie mécanique de la chaleur. OEuvres completes, tomes VII et 
VIII, Paris, 1867-1872. 
H. vy. Hetmnorrz, Physiologische Oplik, 3° éd., 2 vol., 1909-1910. 
Tucxermann, Indes to the literature of Thermodynamics. Washington, 1890. 
Tuckermann, Index to the litterature of Spectroscope. Washington, 1902. 
Bouton, Bibliography of Chemistry, Washington, 1893-1899. 
Houzeau et Lancaster, Bibliogr. générale de l’Astronomie, 1880-1887. 


Il est d'usage, quand on renvoie 4 un mémoire scientifique déterminé, 


d@indiquer en abrégé le titre du journal qui le renferme. Nous ferons de 
méme danscet ouvrage, pour les indications bibliographiques qui sont placées 
ala fin des différents Chapitres, et il est par conséquent nécessaire que le 
lecteur fasse connaissance ayec les publications périodiques les plus impor- 
tantes. On remarquera que certains journaux paraissent par séries, avec un 
numérotagé spécial des volumes dans chaque série. Dans les citations, le 


na 


numéro de la série sera placé entre parenthéses, en avant du numéro du- 


volume, imprimé en chiffres gras. 


1. Journal de la Société russe de Physique et de Chimie (en russe), parait depuis 1869 
& Saint-Pétersbourg ; un volume par an (en rgir a paru le volume 48); & 
partir de 1874 ont paru deux parties, une partie physique et une partie chi- 
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mique. Chaque partic comprend deux sections : la premiére renferme les articles 
originaux, la seconde les comptes rendus. Sera désigné en abrégé par J. de la Soc. 
russe de Phys. et de Chim. 

2. Travaux de la Section physique de la Société des amis des Sciences naturelles (en russe) 
& Moscou. Le tome 45 a paru en 1go4. Soc. des Se. nat. de Mosc. 

3. Communications, Mémoires, Comptes rendus (en russe) des Universités russes et de 
diverses Sociétés de mathématique, de physique et de chimie altachées & ces 
universités, ; 

4. Bulletin de V Académie Impériale des Sciences de St-Pétersbourg. De 1843 a 1859, 
17 volumes ont paru sous le titre de « Bulletin de la Classe Physico-Mathéma- 
tique de Académie, etc. », ensuite, de 1860 4 1888 ont paru 32 volumes, La 
6° série a commencé en 1904. Bull. Ac. de St-Pélersb. 

5. Mémoires de l Académie Impér, des Sciences de St-Pétersb. Série 1, 14 volumes (Com- 
mentaril), 1726-1746 ; Série IL (Novi commentarii', 1747-1776; série III (Acta), 
1777-1782; série 1V (Nova Acta), 1783-1802; série V, 1803-1829; série VI, 
1830-1852 (en méme temps ont paru les Sciences mathématiques et physiques et les 
Mémoires présenlés par divers savants); série VII, 1859-1894; la série VIII a 
commencé en 1895. Désignation, Mém. de l’Acad. de St-Pélersbourg. 

6. Comptes rendus hebdomadaires des séances de V Académie des Sciences, Paris. Un 
numéro par semaine ; deux volumes par an; depuis le 3 aotit 1835 5 en 1911 ont 
paru les tomes 152 et 153. Désignation, C. R. 

7. Annales de Chimie et de Physique, Paris. Depuis 1789 ; actuellement 3 volumes par 
an ; parait par scries ; 4 partir de la troisiéme, chaque série est de 30 volumes, 
En 1904 a commencé la 8° série. Tomes 22 8 24 en igtt. Désignalion, Ann. 
Ch, et Phys. 

8. Journal de Physique théorique et appliquée, Paris. Depuis 1872 ; un volume par an ; 
parait par séries de ro volumes, La 5° série a commencé en rgrt. S’appelle aussi 
quelquefois Journ. d’Almeida, Désignation, J. de Phys. 

g- Mémoires de I’Académie des Sciences de l'Institut de France, Paris. A paru de 
1666 a 1790. (Interrompu par la Révolution), Publication reprise en 1799 : 
série I, 14 vol. 1795 4 1815; série If commencée en 1816. Tome 54 en 1910. 
Désignation, Mém. de V Acad. Fr. 

10. Mémoires présenlés par divers savants a [Académie des Sciences de l'Institut de 
France ; 17° série, 1806-1811 (2 volumes); la 2° série a commencé en 1827 ; 
en 19tr a paru le tome 35. Désignation, Sav. ér. 

tr. Bulletin de la Société chimique de France (fondé en 1858 par Wertz et Banreswitt). 
Deux volumes par an; la troisiéme série a commencé en 1889. Désignation, 
Bull. Soc. Chim. 

12. Annales scientifiques de l'Ecole Normale supérieure; 1°@ série, 1864-1870 (7 vo- 
lumes) ; 2° série, 1879-1883 (12 volumes); la 3° série. a commencé en 1884- 
Désignation, Ann. Ee. Norm. Paris. 

13. Journal de ’Ecole Polytechnique ; 17° série, 1794-1894 (64 cahiers formant 45 vo- 
lumes) ; la 2° série a commencé en 1895; en 1911 a paru le 15° cahier, Dési- 
gnation, J. Ec. Polyt. 

14. Annales de la Faculté des Sciences de ? Université de Toulouse, pour les Sciences Ma- 
thématiques et les Sciences Physiques; un volume par an; 17° série, 1887-1898 
(2, volumes) ; 2° série, 1899-1908 (10 volumes) ; la 3° série a commencé en 
1g0g ; en rgto a paru le tome 2. Désignation, Ann, Fac. Sc. Toulouse. 

15. Mémoires de la Société des Sciences Physiques et Naturelles de Bordeaux ; depuis 
1854 ; la 6° série a commencé en gos. Désignation, Mém. Soc. Se. Phys. Nat. 
Bordeauc. 
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16. 


38. 


39. 
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Travaux et Mémoires du Bureau international des Poids et Mesures. (Irrégulier) 
tome 4 en 1881, tome 14 en rg10. 


. Séanees de la Sociélé francaise de Physique. Tome 4 en 1873. (Fusionné en 1911 


avec le Journal de Physique). 


. Revue scientifique, fondée par Cl. Bernard en 1864, Paris. 2 vol. par an. 


Association francaise pour l’avancement des Seiences. Un cu deux vol. par an depuis 
m2 . 
18 70 


; vol. 39 en rgtr. i 
Bulletin de la Société d’encouragement pour VIndustrie Nationale. Un vol. par an. 


Tome 4 en 1802. 


. Bulletin de la Société francaise de Minéralogie. Un vol. par an. Tome 4 en 1873. 


Mémorial des Poudres et Salpétres, Paris. Tome 4 en 1884, Tome 45 en 1910. 


. Bulletin de la Société internationale des Electriciens, Un vol. par an depuis 1884. 
. La Lumiére Electrique, fondée par pu Moncet en 1879. 17° série, 53 vol. (1879- 


1894) ; 2° série en sept. 1894, 4 vol. par an, 


. La Revue Electrique, publiée par J, Buoxpiy, fondée en 1904, Deux vol. par an ; 


vol. 45 en rgrr. ? 


Le Radium, Journal de Physique pure et appiquée, Paris, Un vol. par an; vol. 4 


en 1904. 


. Revue Générale des Sciences pures et appliquées, fondée par L. Otrvier en 1890. 


Un vol. par an, 


. La Technique Moderne, Un vol. par an; vol. 4 en 1909. 


La Houille blanche (Grenoble). Un vol. par an, depuis 1904. 


. Journal de Chimie Physique (Genéve). Un vol. par an; vol. 4 en 1903. 
. Revue de Métallurgie. Un vol. par an; vol. 4 en 1904. 
. Bulletins de l Académie Royale des Sciences, des Lettres et des Beaux-Arts de Bel- 


gique ; 17° série, 1839-1856 (23 volumes); nouvelle série, 1857-1880 (50 yo- 
lumes); la 3* série a commencé en 1881. Désignation, Bull, Ac. Belg. 

Mémoires de V’Académie Royale des Sciences, des Lettres et des Beaux-Arls de Bel- 
gique ; depuis 1847 ; précédé, de 1780 & 1788 des Mémoires de P Académie Royale 
de Brurelles et de 1821 & 1845, des Nouveaux Mémoires de Académie Royale de 
Bruxelles. Désignation, Mém. Ac. Belg. 


. Mémoires couronnés el autres Mémoires publiés par ? Académie Royale des Sciences, 


des Lettres et des Beaux-Arts de Belgique. Depuis 1840. Désignation, Mém. cour. 
el autres, Ac. Belg., 8°. 


9. Mémoires couronnés et Mémoires des savanis étrangers, publiés par V Académie Royale 


des Sciences, des Leltres et des Beaux-Arts de Belgique. Depuis 1827. Désigna— 
tion, Mém. cour. el sav. élr. Ac. Belg.; 4°. ‘ 
Verslay van de gewone Vergaderingen der Wis-en Natuurkundige Afdeeling der Ko- 
ninklijlke Akademie van Welenschappen te Amsterdam ; depuis 18092 ; fait suite aux 
Verslagen en Mededeelingen der Koninklijke, etc., qui ont commencé en 1853; 


x 


parait également en anglais 4 Amsterdam. 


. Verandelingen der Koninklijke Akademie van Wetenschappen te Amsterdam ; depuis 
g y ppen | 


1812. Désignation, Verh. Ak. Amsterd. 

Archives néerlandaises des Sciences exactes et naturelles ; 1° série, 1866-18096, 
30 volumes ; la 2° série a commencé en 1897 ; en Tgtr a paru le tome 45 Dési- 
gnation, Arch, Néerl. Haarlem 

Arkiv for Matematik, Astronomi och Fysik. Stockholm. Un vol par an; vol. 4 en 
1904. 


ho. Communications from the physical Laboratory of the Universily of Leiden by KamEr- 


tivcu Oyves. (Irrégulier), N° 4 en 1885; n° 420 en T9QTO, 
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Ar. Annalen der Physik. und Chemie, Leipzig. Depuis 1799, trois volumes par an. De 
1799 & 1824 connu sous le titre Gilberts Annalen (vol. 4 8 76); désignation, 
Gilb. Ann, De 1824 & 1877, sous le titre Poggendorffs Annalen (vol. 4 & 460) ; 
désignation, Pogg. Ann. Entre 1842 et 1878 ont paru 8 volumes supplémentaires 
(Erginzungsbiinde) ; désignation, Pogg. Ann. Ergbd. En 1874 a paru un volume 
de Jubilé (Jubelband) ; désignation. Pogg. Ann. Jublbd. De 1877 & 1899 sous le 
titre Wiedemanns Annalen; 69 volumes; désignation Wied, Ann., ou W, A. 
Depuis 1900, a pris Je titre de Annalen der Physik et était connu sous le nom de 
Drude’s Annalen (désignation, Drud, Ann, ou /). A.) ; rédigé a partir de 1906 par 
W. Wren et M. Ptanck ; en 1gro ont paru les tomes 28, 29 et 30; désigna- 
tion, Ann, de Phys. (4). 

42. Beiblitter zu den Annalen der Physik und Chemie, Leipzig. Un volume de comptes 
rendus par an, depuis 1877. En rgro a paru le tome 34, Désignation, Beibl. 

43. Justus Liebig’s Annalen der Chemie ; 1832-1855, Heidelberg ; 1855-1892, Heidel- 
berg et Leipzig ; depuis 1892, Leipzig. De 1832 4 1839, Annalen der Phar- 
macie (vol. 1 4 32); de 1840 & 1874, Annalen der Chemie und Pharmacie 
(vol. 33 & 172); en outre 8 volumes supplémentaires (Erginzungsbiinde) ont 
paru en différentes années. Désignation, Lieb. Ann, 

44. Silzungsberichte der kéniglich preussischen Akademie der Wissenschaften. Un volume 
par an, Berlin. Désignation, Berl, Ber, ou Stzber. Berl. Akad. 

4S. Sitzungsberichte der Kaiserlichen Akademie der Wissenschaften zu Wien, Depuis 1848 ; 
un ou deux volumes par an. En 1gro a paru le tome 449. Désignation, Wien. 
Ber, ou Stzber. Wien. Akad. 

46. Abhandlungen der mathematisch-physikalischen Klasse der Kénig!. Bayerischen Akademie 
der Wissenschaften in Miinchen. Depuis 1832 ; paraissent irréguliérement. Dési- 
gnation, Abhandl., Bayer Akad. 

47. Sitzungsberichte der mathematisch-physikalischen Klasse der Kénigl. Bayerischen Alea- 
demie der Wissenschaften in Miinchen, Depuis 1871 ; un volume pear an, Dési- 
gnation, Sizber. Bayer. Akad. 

48. Zeitschrift fiir Mathematik und Physik, Depuis 1856; un volume par an, Publié 
jusqu’en 1896 par Scuxémicu avec des collaborateurs ; de 1897 4 1goo, par 
Meumxke et Canton; depuis 1901, par Meumxe ct Runcr; en rgro a paru le 
tome 55. Désignation, Schlémilchs Ztschr. 

4g. Reperlorium der Physik. De 1865 & 1883, Carls Repertorium; de 18834 1891, 
Exners Repertorium ; en tout ont paru 27 volumes ; désignation, Repert. d. Phys. 

5o. Zeitschrift fiir physikalische Chemie, Leipzig, Trois volumes par an depuis 1887. 
En rgro ont paru les volumes 73 4 75. Désignation, Zisehr. Phys. Ch. 

51. Zeuschrift fiir Instrumentenkunde, Berlin. Depuis 1881 ; en 1910 a paru le vol. 34. 
Désignation, Instr. 

52. Berichte der deutschen chemischen Gesellschaft, Berlin, Depuis 1868. Désignation, 
Chem. Ber. 

53. Die Fortschrilte der Physik, Braunschweig. Paraissent annuellement depuis 1848. 
Désignation, Forischr. Le tome 66 (1910) est en cours de publication. 

53bis. Berichte der deutschen physikal. Gesellschaft, dargestellt von der deutschen phy- 
sikalischen Gesellschaft, vol. 43 en 1911 (la partie bibliographique de ce recueil 
est extraite des Fortschritle der Physik), 

54. Zeitschrift fiir den physikalischen und chemischen Unterricht, Berlin, Six fascicules 
par an; en rgro a paru le tome 23. Désignation, Ztschr. phys.-chem. Unter. 

55. Physikalische Zeitschrift, Leipzig. Paratt depuis 1899}; un fascicule bimensuel en 
rgro, a paru le tome 44 ; désignation, Phys, Zischr. 
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56. Zeitschrift fiir Elektrochemie, Un fascicule par semaine. En 1910 a paru le tome 
46. Désignation, Zischr. f. Elektr.-Chem. 

57. Klektrolechnische Zeitschrift, Berlin, Parait depuis 1880 ; un fascicule par semaine. 
En roti a paru le tome 34. Désignation, Elekt. Zischr. 

58. Jahrbuch der drahtlosen Telegraphie u. Telephonie. Un vol. par an; vol. 4 en 1907. 

5g. Jahréuch der Radioactivildt und Elektronik, Leipzig. Un vol. par an; vol. 4 en 1904. 

60. Zeilschrift fiir wissenschaftliche Photographie, Photophysik u, Pholochemie. Un vol. 
par an; vol. 4 en 1903. 

61. Zeilschrift fiir Chemie u. Industrie der Kolloide. Un vol. par an; yol. 8 en 1g11. 

62. Publikationen des astrophysikalischen Observatoriums zu Potsdam. Fondé en 1878 
(irrégulier) ; vol, 24 en rg10-1911. 

63. Iortschritte der Elektrotechnik, Berlin, Un vol. par an; vol. 4 en 1887. 

64. Jahrbuch der Elektrochemie u. angew, physikal. Chemie, Halle. Un vol. par an ; 
vol. 4 en 1894. 

65. Archives des Sciences physiques el naturelles, Genéve. Parait par séries. Deux yvo- 
lumes par an. La 4° série a commencé en 1896, Désignation, Arch. sc. phys. 

66. The Philosophical Magazine and Journal of Science, London. Depuis 1798. Parait 
par séries. Depuis 1840, sous le titre: The London, Edinburgh, and Dublin 
Phil. Mag., etc. La 6° série a commencé en 1901. Deux volumes par an.. Les 
tomes 19 et 20 ont paru en igro. Désignation, Phys. Mag. 

67. Physical Review, New-York. Deux volumes par an. Les volumes 30 et 34 ont 
paru en rgro. Désignation, Phys. Rev. 

68. Philosophical Transactions of the Royal Society of London. Depuis 1665. En igtr a 
paru le volume 244. Deux volumes par an. Désignalion, Trans. R. Soc. 

6g. Proceedings of the Royal Society of London, Depuis 1800. En 1gto a paru le 
tome 84. Désignation, Proc. R. Soc. 

70. Transactions of the Cambridge Philosophical Society. Depuis 1892; parait irrégu- 
liérement. Désignation, Trans. Cambr. Soc. 

71. Proceedings of the Cambridge Philosophical Sociely. Depuis 1866; paratt irrégulié- 

rement, En rgro a paru le vol, 45. Désignation, Proc. Cambr. Soc. x 

». Transactions of the Royal Society of Edinburgh. Depuis 1788 ; parait irréguliére— 

ment. Désignation, Trans. Edinb. Soc. Kn 1910 a paru to a 44. 

73. Proceedings of the Royal Society of Edinburgh. Depuis 1845; parait irrégulicre- 
ment, Désignation, Proc. Edinb. Soc. 

74. Report of the British Association for the Advancement of Science. Depuis 1832 ; 
chaque année parait un volume pour l'année précédente, avec indication de la ville 
ot s'est tenu le congrés. En rgr1o a paru le volume 79. Désignation, Report. 

75. Journal of the Chemical Society, London. Depuis 1849; deux volumes par an. 

Désignation, J. Chem. Soc. 

6. The Chemical News, London. Depuis 1860 ; deux volumes par an; en rgro onk 

peru les tomes 1014 et 402. Désignation, Chem. News. 

. Memoirs and Proceedings of Manchester veges and philosophical Society. Tome 52 
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DEUXIEME PARTIE 


MECANIQUE 


CHAPITRE PREMIER 


DU MOUVEMENT 


4. Introduction. — On appelle Mécanique l'étude du mouvement des 
corps physiques et des causes dont peut dépendre ce mouvement. La Méca- 
nique, qui a pris les proportions d'une science tres étendue, fait actuellement 
l’objet d’un enseignement particulier et de nombreux ouvrages spéciaux lui 
sont consacrés. Nous n’essaierons pas, dans cette seconde Partie de notre 
Traité, d’étre complet; nous considérerons exclusivement les questions de 
Mécanique, dont il convient de faire une étude préliminaire pour pouvoir 
comprendre les phénomenes et les théories qui doivent figurer dans une 
exposition de la Physique. 

Dans le premier chapitre, la Cinématique, nous considérerons quelques 
propriétés du mouvement, sans avoir égard aux causes qui produisent ce 
“mouvement. 

Avant de parler du mouvement des corps physiques, dont les diverses 
parties peuvent posséder au méme instant des mouvements différents, nous 
considérerons le cas plus simple du mouvement d’un point matériel. 

Nous attribuons au point matériel les propriétés suivantes : 

1° Le point matériel a la faculté de se mouvoir, c’est-a-dire de changer de 
position dans l’espace. J 

2° il contient une certaine quantilé de matiere. 

3° Il est soumis a l’'action du reste du monde. 

Pour Vinstant, nous n’attribuerons aucune aulre propriété au point ma- 
tériel, et tout d’abord, nous ne tiendrons pas compte de ses dimensions, bien 
que ceci puisse paraitre en contradiction avec le fait qu'il contient de la ma- 
tire. Mais nous supposerons que la matiére contenue dans le point matériel 
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occupe un si pelit espace, que toutes ses parties ne se distinguent l’une de 
l'autre ni par leurs propriétés, ni par la nature de leur mouvement. On 
appelle sysleme invariable, un ensemble de points matériels en nombre quel- 
conque, qui ne peuvent se mouvoir que sous la condition que leurs distances 
mutuelles restent invariables. Tout corps physique peut étre supposé cons- 
titué par un trés grand nombre de petits éléments, dont chacun peut étre 
regardé comme un point matériel, tandis que l’élément d’un corps géomé- 
trique ne peut ¢tre pris pour un point géométrique. Cette différence provient 
de ce que le point matériel contient de la matiére, qui doit occuper un 
certain espace d’aprés sa nature méme. 

Dans certaines parties de la Physique (théorie de l’élasticité, etc.), on a a 
considérer des éléments d'un corps physique, dont chacun ne posséde pas exac- 
tement, en ses diflérents points géométriques, les mémes propriétés ou les 
mémes mouvements. Un tel élément ne peut donc plus étre assimilé & un 
point matériel. 

Les corps physiques ne représentent pas des systémes invariables de pownts ma- 
tériels. C’est 1a un fait tres important: il montre que les résultats de étude 
des propriétés d’un systéme invariable ne s’appliquent pas, sans réserves con- 


venables, aux corps physiques. Nous considérerons, tout d’abord, le mouve- 
ment d’un point matériel. 


2. Vitesse. — Dans |’étude du mouvement d’un point, nous avons aflaire 
avant tout a la trajectoire, au chemin parcouru, au temps et & la direction du 
mouvement, 

On appelle lrajectoire la ligne suivant laquelle s’effectue le mouvement. 
Selon la nature de la trajectoire, on distingue le mouvement rectiligne ete 
mouvement curviligne. 


Le chemin parcouru a en Mécanique une signification, qui ne coincide pas 


On “as toujours avec le sens littéral du mot. Sup- 
Va Ne posons que le mouvement s’effectue suivant 
Ree <M une certaine ligne NM (fig. g), dont le 


caractére géométrique est connu (droite, cir- 
conférence, ellipse, ete:}. Choisissons sur cette 
ligne un point arbitraire O, & partir duquel nous mesurerons, suivant la ligne 
elle-méme, la distance s = OA & laquelle se trouve le point mobile A. Nous 
compterons la grandeur s positivement dans un sens, par exemple dans le 
sens OM, et négalivement dans l'autre. Nous appellerons chemin parcouru la 
distance variable du point mobile au point O, suivant la ligne NM, c’est-a- 
dire la grandeur s. Si le point commence son mouvement A partir de O et se 
meut constamment dans la méme direction, s représente alors le chemin 
parcouru au sens littéral du mot. Quand le mouvement commence & partir 
d’un point A, sy == OA, s’appelle la valeur initiale du chemin parcouru. Si 
le point, aprés s’¢tre éloigné de O, s’en rapproche ensuite, le chemin s diminue. 
Le point a une direction de mouvement positive, quand s étant positif croit, 


ou quand s étant négatif décroit en valeur absolue ; le contraire a lieu pour 
la direction de mouvement négative. 


Fig. 9 
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Le temps ¢ est compté a partir d’un instant choisi arbitrairement ; 4 chaque 
instant postérieur correspond une valeur déterminée du temps ¢. Deux ins- 
tants ¢, et ¢, déterminent un intervalle de temps f: — ¢,, que l’on peut aussi 
désigner par t, de méme que nous désignerons parfois le chemin correspon- 
dant s, — s, par s. Au chemin initial s, correspond en général une certaine 
valeur initiale ¢, du temps. 

En général s est une certaine fonction du temps t, que l’on écrit symboli- 
quement 


(1) sa 1 (h. 


Nous avons le cas le plus simple du mouvement d’un point, sur une trajec- 
toire quelconque, quand 


(a) S == far We 


ou s, est Ja valeur initiale du chemin s, aun coefficient numériquement égal 
au chemin parcouru dans I’unité de temps, c’est-a-dire plus exactement un 
nombre égal au nombre d’unités de longueur contenues dans ce chemin. 
Dans le cas auquel se rapporte la formule (2), les espaces parcourus dans des 
intervalles de temps égaux quelconques sont égaux entre eux. Un tel mouve- 
ment s’appelle un mouvement uniforme. 

La vitesse du mouvement uniforme est une notion primitive (page 16) qui 
n/admet pas de définition et qui n’en a pas besoin. Nous appelons vitesse 
d’un mouvement uniforme une grandeur proportionnelle au chemin s_par- 
couru pendant le temps t, et inversement proportionnelle au temps { néces- 
saire pour parcourir un chemin déterminé s. Nous prendrons pour unité de 
vitesse, la vitesse d’un mouvement uniforme quelconque: la valeur numé- 
rique v de toute autre vitesse sera alors exprimée par la formule : 


(3) va GG, 


ou s désigne le chemin effectivement parcouru pendant lintervalle de temps ¢. 
Si l’on fait le coefficient C égal & l’'unité (CG = 1), nous devons alors prendre 
pour unité de vitesse, la vitesse d’un mouvement dans lequel l’unité de 
longueur est parcourue dans l’unité de temps, et l’on a: 


(4) v= 


Si l’on se sert de la formule (2), on doit écrire, a la place de (3) ou de (4), 


§; — § 8S, — S; 
pee Ga ou v= ———_.. 
fy fy l, — ft, 


La formule (2) donne s,; — s; = a(tz —,), par conséquent, si C = 1, 


(By 10) 
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Cette formule montre que, pour GC = 1, c’est-a—dire avec le choix indiqué de 
Vunité de vitesse, la vitesse d'un mouvement uniforme est numériquement 
égale au chemin parcouru dans l’unité de temps, c’est-a-dire est mesurée par 
ce chemin (voir page 26) (mais on ne peut dire ‘que la vitesse est égale au 
chemin, etc. ; la vitesse est une grandeur sui generis qui, par conséquent ne 
peut étre égale 4 un espace). 

Dans le mouvement non uniforme (varié), ols = f(t) est une fonction 
quelconque du temps, la vitesse moyenne Vp, c’est-a-dire la vitesse d’un point 
parcourant d’un mouvement uniforme le méme chemin que le point donné, 


dans le méme temps, est exprimée par la formule 


$2 — §, $ 


(6) on ty cae! t) a Ae 


La notion de la vitesse & un instant donné ¢, dans un mouvement non uni- 
forme, n'est pas une notion primitive, et 


_— 


A ee 


elle a besoin d’une définition. Supposons 
que, pendant le petit intervalle de 
temps Af qui suit l’instant ¢, le point 
ait parcouru le petit espace As (fig. 10), 
positif ou négatif suivant la direc- - 


Fig. 10 


: As F 
tion du mouvement. Dans ce cas, le rapport = donne la vitesse moyenne 


Vm pour le petit intervalle de temps At. La limite, vers laquelle tend cette 
vitesse moyenne quand I’intervalle de temps Aé décroit indéfiniment, s’appelle 
la vitesse v a l’instant donné. Nous avons donc 


(7) v = lim v,, = lim aa ‘ 
et nous pouvons dire que 
(8) si. sp “oma” “oe = Gy. 


autrement dit, la vitesse est la dérivée de lespace par rapport au temps. 
Par exemple, 
(9) si s=at+b@ ‘ona. v=a-+ abt. 


La vitesse a le méme signe que As, si Al>0, c’est-d-dire qu’elle est positiye 
ou négative, selon que le point se déplace du coté des s positifs (croissants) ou 
du coté des s négatifs (décroissants). Comme direction de la vitesse moyenne 


/ 


Vm == WE on peut prendre la direction de la corde de l’arc As; la direction 


de la vitesse v 4 un instant donné est donc celle de la tangente a la trajectoire 
au point correspondant. 

La direction de la vitesse coincide, d’aprés cela, avec la direction du mou- 
vement lui-méme. 

- La vitesse, ayant une direction, est un vecteur et peut par conséquent 
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(voir page 50) étre représentée par une fléche, dont la longueur contient 
autant d’unités de longueur qu'il y a d’unités de vitesse dans la vitesse & 
représenter. Dans la figure 10, ona représenté le cas ou le point étant en A 
possede une vitesse positive v, et of étant en A’, sa vitesse v’ est négative. 


3. Composition des vitesses. — Supposons qu’un point quelconque 
se meuve suivant une courbe MN (fig. 11) et que, simultanément, cette courbe 
se déplace parallélement a elle-inéme, de sorte que tous ses points géométri- 
ques se meuyent suivant des courbes identiques AA’, BB’, CC’, etc., paral- 


léles entre elles. Dans ce cas, le point possede deux mouvements, l’un suivant 
la courbe MN, l’autre con- 


jointement avec cette courbe. 
Pour savoir quel sera le 
mouvement vrai du point, 
résultant de ces deux mouve- 
ments, construisons les posi- 
tions de ce point pour une 
série d’instants différents. 
Supposons qu'il se trouve 
d’abord en A; au bout d’un 
temps f,, il s’est déplacé sui- 
vant la courbe MN jusqu’en 
B; mats pendant ce temps, yf 
la.courbe MN elle-méme a Fig. 11 

pris la position M,N,, et son point géométrique B est venu en B, ; B, sera la 
position vraie du point mobile considéré, aprés le temps /,. Nous obtien— 
drions de la méme maniére sa position vraie C, & un autre instant /,, Nous 
pouvons construire par le procédé indiqué un grand nombre des positions 
occupées par le point & des instants différents. En joignant ces points par des 
droites, nous obtenons une ligne brisée. Si l’on suppose que le nombre des 
positions ainsi déterminées croisse indéfiniment, la ligne brisée se rapprochera 
d'une certaine limite, qui se présente sous la forme d’une ligne courbe 
AB,C,0; cest la trajectoire vraie du point dans son mouvement résallant. 
Déterminons la vitesse v du mouvement du point suivant cette courbe, a un 
instant quelconque, par exemple au moment ou le point se trouve en A. 
Nous supposons connues la vitesse v, du mouvement du point le long de AN 
et la vitesse v, du mouvement le long de AA’. Supposons maintenant que AB 


MG B’ Cc «oO 


soit le chemin o, — As, parcouru par le point dans le petit intervalle de 
temps Aé; pendant le méme temps, AN se déplace en A,N,, de sorte que l’arc 
AA, ==, = As, représente le chemin parcouru dans le second des deux 
mouvements composants. Le chemin réellement parcouru par le point, 
pendant le temps Af, est représenté par l’are AB, = 5 = As. Les cordes o’,, 
a’, et s’ des trois arcs indiqués forment deux cétés et une diagonale du 
parallélogramme AA,B,B. 


Les vitesses moyennes dans les deux mouvements composants et dans le 
mouvement résultant sont numériquement égales aux arcs 9,, o, et ¢ divisés 


se 
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par Aé. Si nous voulons obtenir les vitesses au point A, nous devons prendre 
les limites de ces trois rapports. Pour obtenir ces limites, nous pouvons rem- 
placer les arcs par leurs cordes et écrire pour les vitesses moyennes, que nous. 


Pts) > aa re 
désignerons par v,, v, et v, 


0) We 6 2 Aly iene 
Portons ces trois vitesses le loag des cordes correspondantes, comme il a’ été 
fait dans la figure 11; il est clair que, les vitesses étant en grandeur propor- 
tionnelles aux cordes, voir (10), les fléches v,, v, et » représentant ces vitesses 
formeront aussi deux cdtés et une diagonale d’un parallélogramme. Si l’inter- 
valle de ten:ps Ad décroit indéfiniment, les vitesses moyennes se rapproche- 
ront de trois valeurs limites qui ne sont pas autre chose que les vitesses v, 
et v, des deux mouvements composants et la vitesse v du mouvement résul-, 
tant. En direction, ces trois vitesses sont déterminées par les tangentes au 
point A aux courbes décrites dans les deux mouvements composants et dans 
le mouvement résultant. En grandeur, elles doivent posséder la méme pro- 
priélé_que les vitesses moyennes (10), pour toute valeur infiniment petite du 
temps Al, c’est-a-dire que la vitesse résultante v est déterminée a chaque. 
instant, en grandeur et en direction, par la diagonale du parallélogramme cons- 


iruit sur les deux vitesses composanles. 
généraliser le résultat obtenu et obtenir, par des constructions 


On peut g 
successives, la vitesse d’un mouvement composé, résultant de trois ou d’un 
plus grand nombre de mouvements composants; les conditions physiques. 
nécessaires a l’existence simultanée de ces mouvements ne sont pas difficiles 4 
trouver. Inversement, on peut toujours considérer une vitesse donnée v comme 
une vitesse résultante et la décomposer d’une infinité de maniéres en deux ow 
en un plus grand nombre de vitesses composantes. Pour la décomposition en 
deux vitesses, nous avons a construire un parallélogramme (ou dans des cas 
particuliers un rectangle) ; pour la décomposition en trois vitesses, nous avons 
a construire un parallélépipede (rectangle dans des cas particuliers). 

D’aprés ce qui a été dit 4 Ja page 50, nous voyons que la vitesse résultante 
v d'un point est la somme géométrique des vitesses composantes, et peut étre 
construite suivant la régle du polygone des vecteurs, voir page 52. ' 

Quand un point se meut dans l’espace, sa vitesse v, & tout instant donné, 
peut étre décomposée en trois vitesses v,, v,, Uz, ayant les directions des axes 
coordonnés. Supposons que le mouvement donné soit tel que les coordonnées. 
x,y, z du point mobile soient des fonctions du temps: « = 9 (t), y = v(t) 
et z = 6(t). On peut considérer le mouvement du point comme résultant de 
trois mouvements reciilignes respectivement paralléles aux axes coordonnés, 
que nous prendrons rectangulaires. Les vitesses v,, v,, v; de ces mouvements. 


sont déterminées par les formules : 


on Oe aN . Ay ; +o Ae 
(11) v, = lim At 1 (i); vy = lim 3 = ¥ (Y); Oh == thin 1 
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Nous avons en outre: 


(tt) v= fui + v2 + v2 
{13) cos (v, x) = = yee COS.(2, ') sae “Y SEEECOS (0,2) vas - 


4. Accélération du mouvement rectiligne uniformément varié. 
— La vitesse, étant un vecteur, est déterminée par sa grandeur et par sa direc- 
tion. D’aprés cela, une vitesse peut changer de deux maniéres différentes : 
elle peut éprouver un changement dans sa grandeur et un changement dans 
sa direction. 

Si on donne a une vitesse v un petit accroissement géométrique Av, elle 
subit un changement qui différe essentiellement suivant la direction de Av. Si 
v et Av ont la méme direction ou des directions opposées, la vitesse change 
seulement de grandeur. Si v et Av forment un angle quelconque, la nouvelle 
vitesse différera en général de l’ancienne en grandeur et en direction. Dans 
des cas particuliers, l’addition de la vitesse Av peut produire seulement un 
changement de direction de la vitesse v, sans changement de sa grandeur. 

Inversement, on peut considérer tout changement de la vitesse v, c’est-a-dire 
son changement en une nouvelle vitesse v', comme provenant de l’addition 
géométrique A v d'une certaine vitesse Av, facile & construire, des que lon 
connait v = AB et v' = AC (fig. 12). En effet, si nous joignons les pvints B 


et.C, et si nous construisons le parallélo- = 
gramme ABCD, le coté AD détermine la vi- A avek B avG 


tesse Av. Si l’on prolonge AB jusqu’en G, de 
telle sorte que AG = AC =v’, si l’on joint les 
points G et C et enfin si l'on méne DF , CG, 
on peut décomposer la vitesse Av — AD en 
deux autres, que nous désignerons symbolique- 
ment par Av = AF — BG et Aww = AE — GC. De ces deux vitesses, l’une 
Ayu produit dans la vitesse v seulement un changement de grandeur, et l’autre 


Aww appliquée ensuite seulement un changement de direction. 

Considérons tout d’abord le cas du mouvement reeliligne, dans lequel la 
vitesse change seulement en grandeur. Nous avons le cas le plus simple de ce 
mouvement, quand la vitesse v est exprimée er fonction du temps ¢ par la 
formule 


(14) == i, = ae 

dans laquelle vp, que l’on appelle vitesse initiale, désigne la vitesse & instant 
i =o. Dans un tel mouvement, nommé uniformément varié, la vitesse subit 
dans des intervalles de temps quelconques égaux, des accroissements égaux, 
qui peuyent étre positifs ou négatifs selon le signe du coefficient b. La for- 
mule (14) montre que b est égal a la valeur numérique de V'aceroissement de la 
vilesse dans l'unité de temps. Nous pouvons écrire 


(15) Fie 


ty — ty’ 
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ou vy =v + bl, et v» = vy + bb sont les vitesses aux instants 4 et t. St 


l'on désigne simplement par v l’accroissement de vitesse v, — v, et par t Vin- 
tervalle de temps /; — t,, on obtient 
(2) 
16 6 = — 
(16) | 
et lon voit ainsi encore plus clairement Ja signification du nombre b. 1 


L’accélération du mouvement rectiligne uniformément varié est une gran— 
deur sui generis qui sert & caractériser ou a mesurer le degré de changement 
de la vitesse. Elle est donc directement proportionnelle a l’accroissement (ou 
& la diminution) de vitesse v dans un intervalle de temps donné t, et inverse- 
ment proportionnelle au temps { nécessaire pour que la vitesse varie d'une 
quantité donnée v. Nous pouvons prendre, pour unité d’accélération, l’accélé- 
ration d’un mouvement uniformément varié quelconque. La valeur numé- 
rique w de l’accélération, dans le cas d’un mouvement recliligne uniformément 
varié, s’exprime par la formule 


(17) w= CF 


dans laquelle C est égal a la valeur numérique de l’accélération pour un 
mouvement ou la vitesse croit d’une unité (de vitesse) pendant l’unité de 
temps. En prenant C = 1, c’est-a-dire en posant 


= a)) 
(13) ies 

i ; 
nous devons forcément prendre, pour unité d’accélération, l’accélération d’un 
mouvement ow la -vitesse croft d’une unité pendant l’unité de temps. En 
comparant (18) avec (16), nous trouvons que 


(19) i= b. 


Ceci montre (voir page 26) que, si l’on fait C — 1 dans la formule géné- 
rale (17), l’accélération sera mesurée par V’accroissement de vitesse pendant 
Punité de temps. Nous ferons toujours G = 1, c’est-’-dire que nous pren- 
drons la formule (18). Nous pouvons alors écrire, & la place de(14), 


(20) v=v + wt. 


Les formules (9) de la page 66 montrent que, dans ce cas, le chemin pare 
couru s’exprime par la formule 


(ar) : S== vy : we, 


4 dans laquelle la distance s est comptée & partir du point ot se trouvait le point 
mobile a V'instant £ = 0, avec une vitesse v,. Le mouvement représenté par 
les formules (20) et (21) est dit uuformément accéléré quand w est positif, et 
= uniformément retardé quand w est négatif. 4 i 
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Pour deux instants f, et f,, nous obtenons les vitesses vy == vp + wi, et 
; ak, nt 
V, = Up + wly et les chemins parcourus s; = vol, +- a wt} et sy = Volz + — wt}. 


Ces formules donnent immédiatement v3 — v? == 2w(s, — s,). En désignant 
le chemin parcouru s,; — s, simplement par la lettre s, nous obtenons 


(22) v3 — v? = aws ; 


autrement dit, dans le mouvement uniformément varié, la variation du carré de 
la vilesse pendant un certain intervalle de temps est égale au double du prodatt de 
laccélération par l’espace parcouru pendant le méme temps. 

Pour v) = 0, nous avons 


(22, a) v= wt, See : wl 

ou, aprés élimination de 1, 

(22, b) ; v= Vaws, s= —. 
Le cas du mouvement uniformément retardé s’exprime par les formules 


I : 
(23) — hs Sty) — . wl, 
si Pon désigne l’accélération par — w. Au lieu de (22), nous avons mainte- 
nant 
(24) vi — v3 = 2aws. 


Un point qui se meut d’un mouvement uniformément retardé, la vitesse 
initiale étant vp et l’accélération — w, s’arréte aprés un temps T, déterminé 
par l’équation v = vy — wl = o, d’ou l'on tire 


(24, a) T=.—.- 
Si Von substitue cette valeur de T a Ja place de ¢ dans lexpression (23) de s, 


on obtient, pour le chemin total S parcouru par le point, depuis le moment 
oti il possédait la vitesse vy, jusqu’au moment ou il s’arréte, 


: ar v5 
ae by ~~ 2w 
5, Accélération d'un mouvement rectiligne quelconque. — Dans 


un mouvement rectiligne quelconque, la vitesse est une certaine fonction du 
temps t; désignons-la par 


(25) ueselt)s 


nous pouyons parler dans ce cas de l’uecélération moyenne w,,, dans l’intervalle 
de temps limité par les instants /; et ¢,, auxquels correspondent les vilesses v; 
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et v,; cette accéléralion moyenne est égale a l’accélération d’un point qui se 
déplacerait d'un mouvement uniformément varié et acquerrait la variation de 


vitesse v, — v, dans le temps f, — ¢, ; on a donc 
VU —U, Vv 
i — A 

is t, — t, t 


ef 


en désignant simplement par v et ¢ la variation de vitesse acquise et l’inter- 
valle de temps. 

Nous pouvons passer de l’accélération moyenne a l’accélération a un instant 
donné t. Supposons que dans le petit intervalle de temps At, la vitesse v varie 


Sas UW) ’ rye . : 
de la quantité Av. Alors w,, = AG est l’accélération moyenne pour le petit 


intervalle de temps At. La limite vers laquelle tend cette accélération moyenne, 
quand At décroit indéfiniment, représente l'accélération w A l'instant donné ; 
on a donc 


(26) w = lim w,, = lim AP? 
et, par conséquent, si v = (1), 
(27) w= 9i(t); 


autrement dit, l'accélération d’un mouvement rectiligne est la dérivée de la vitesse 
par rapport au temps. 

L’accélération w d’un mouvement rectiligne a la direction de laccroisse- 
ment Av de la vitesse. I] en résulte que l’accélération est positive quand la 
vitesse, étant positive, croit, ou quand la vitesse étant négative (page 66), 
décroit en valeur absolue ; inversement, l’accélération est négative quand la 
vitesse, étant positive, décroit, ou quand, étant négative, elle croit en valeur 
absolue. En d'autres termes, l’accélération a la direction du mouvement, 
~ quand la vitesse croit en valeur absolue ; elle a une direction opposée a celle 
du mouvement, quand la vitesse décroit en valeur absolue. 


6. Accélération du mouvement curviligne. Hodographe d'Ha- 
milton. — Considérons d’abord lecas du mouvement curviligne plan uniforme, 
dans lequel la vitesse v reste constante 
en grandeur et varie seulement en di- 
rection, Supposons qu’un point se meuve 
le long d’une courbe plane MN (fig.13), 
et qu'il ait en A la vitesse v = AB. 
Aprés avoir parcouru, dans le temps 
Ai, le chemin AA, = As, il posséde 
en A, la vitesse vy = A,B,. Si on méne 
Pig. 13 AC || A,By, et si de plus on prend 
AC = A,B, = », on voit que la vitesse v a recu, pendant le temps At, l’ac- 
croissement Av — AD — BC. L’accélération moyenne vw,, est ici égale a 


(28) Dre UE UE 


a Naa Ai ae 


ACCELERATION DU MOUVEMENT CURVILIGNE 73 

Quand le temps At décroit indéfiniment, l’accélération moyenne w,,, tend 

vers une certaine limite, qui est l’accélération w a Vinstant donné. Pour 

déterminer cette limite, décrivons de A comme centre l’arc BC de rayon 

v = AB et transformons (28), en posant BAC = a, de sorte que ~ BC = vx 
(voir (35), page 45), 


ee ee As Be Ae BO 
? Beene ks “APO BC Asai > BC 

En passant a la ig nous avons lim = ='1, lin a =5 wKVOID (7); 
page 66) et lim a = R ou R est le rayon de courbure de la courbe au 


point A (voir (43), page 47). Nous obtenons ainsi 
(30) wr 1M, Wy = os 
La direction de l’accélération w se détermine de la maniére suivante : w,, 
est || BC ; la droite BC forme, comme base d’un triangle isoctle, des Mile 
égaux avec les cétés AB et AC. La valeur limite de l’angle « est zéro, et par 
conséquent ABC se rapproche indéfiniment d’un droit ; laccélération 
moyenne w,,, étant paralleéle 4 BC, devient a la limite perpendiculaire a 
v = AB. Il en résulte que l’accélération w est perpendiculaire & la tangente 
AB, c’est-a-dire posséde la direction de la normale au point A a la courbe MN. 
Dans le mouvement curviligne plan uniforme, Vaccélération est a ones instant 


dirigée suivant la normale a la courbe, et elle est égale en grandeur a A , c’est- 


a-dire que sa valeur numérique est égale 4 la valeur numérique du carré de 
la vitesse, divisée par la valeur numérique du rayon de courbure. 

Passons maintenant au cas d’un mouvement curviligne plan non uniforme. 
Supposons que le point posséde en A (fig. 14) la vilesse v = AB, et, aprés le 
temps At, en A, la vitesse v, = A,B,. Si nous menons AC égal et paralléle a 
A,B, nous voyons que l’accroissement géométrique de la vitesse est Av = 
Av AD ae 


AD = BC. On en déduit l’accélération moyenne w,, = Rea ae 


Fatsons AG = AC = 
A,B, = v ; menons 
DF || CG et décompo- 
sons Av = AD en deux 
vilesses A’y —= AF —BG 
et Av = AE=— CG; la 
premicre d’entre elles 
produit un changement 
de grandeur de la vitesse 
(A’v = 1, — v) ; la se- 
conde produit ensuite 


Fig. 14 


un changement de direction. D’aprés cela,nous obtenons l’accélération moyenne 
; Ay AF 
ee = ap AH, qui sert de mesure a Ja variation moyenne de la 
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| 
= 


A’ AE ; 
vitesse en grandeur, et l’accélération moyenne w/, = “Ai Ae Al, qui 
représente la variation moyenne de la vitesse en direction. 

Comme les trois grandeurs w,, = AK, w), = AH, w;, = Al sont propor- 
tionnelles aux longueurs AD, AF et AE, il est clair que w,, est défini par la 
diagonale du parallélogramme construit sur wi, et wi: Si le temps At décroit 
indéfiniment, les trois accélérations moyennes tendent vers certaines direc- 
tions et certaines valeurs limites, que nous désignerons par w, w, et wy. On a 


(31) < w, == lim 


. Atv v2 ‘y 

w= iim We R 
Ici Av est J'accroissement vrai, c’est-d-dire l’accroissement géométrique de 
la vitesse (page 6g), A’v est son accroissement en grandeur ; l’accroissement 
Av correspond a la grandeur Av = AE de la figure 12, et l’accélération elle- 
méme w, a la grandeur w de la formule (30). En direction, w, coincide avec 
la tangente au point A, et w, avec la normale au méme point; il en résulte 


que les accélérations w, et wy sont perpendiculaires I’une sur l'autre. La pre- 
mitre s’appelle accélération tangentielle, et la seconde accélération normale. 
Nous avons vu que w,, est la diagonale du parallélogramme construit 
sur w/, et wy. Ceci doit rester vrai, quelque petit que soit At, et par consé- 
quent aussi a la limite. Mais alors HAI = = : 2 et le parallélogramme se 
change en un rectangle. Tout ce qui vient d’étre dit conduit au résultat sui® 
vant: dans un mouvement curviligne plan non uniforme, le point mobile 
posséde a chaque instant une accélération w, qui forme en général un certain 
ie W; angle avec Ja direction du mouvement et qui 
sert de mesure & la variation totale de la vi- 
M lesse. L’accélération w (fig. 15) peut étre dé- 
composée géométriquement en une accéléralion 
tangentielle w, dirigée suivant la tangente, et 
en une accélération normale w, perpendicu- 
laire 4 Ja direction du mouvement et égale a, 
Wee v? : R, R étant le rayon de courbure au point 
donné. Les accélérations w, et w. servent res— 
pectivement de mesure de la variation de la_ 
vitesse en grandeur et en direction. 
Il résulte de ce qui précéde que 


. AE Soa ; A'v\? v* 
(32) w= Vwi + wi = lim Ge oh gee" 


Dans Je cas général d’un mouvement curviligne quelconque, ot la trajec— 
toire est gauche, Paccroissement géométrique de la vitesse se trouve évidem-. 


ait 


| Ji. 
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ment, d’aprés les notions sur la courbure que nous avons données & la page 47, 
dans un plan qui a pour limite le plan osculateur. L’accélération normale est 
donc dirigée suivant la normale principale ; les expressions (31) de l’accéléra- 
tion totale et de ses deux composantes subsistent. 

Les considérations précédentes deviennent intuitives, lorsqu’on associe & un 
mouvement curviligne quelconque la courbe que W.-R. Hamitron a 
appelée hodographe. Le rayon vecteur de l’hodographe représente & chaque 
instant en grandeur et direction la vitesse du mouvement curviligne et la 
vitesse de l’extrémité de'ce rayon vecteur est l’accélération totale. Supposons, 
en particulier, qu’un point décrive une trajectoire circulaire de rayon R avec 
une vitesse constante v ; I’hodographe est alors un cercle, dont le rayon v en 
un point est perpendiculaire au rayon correspondant R de la trajectoire cir- 
culaire, etou la vitesse est 4 celle du mouvement considéré comme v est a R ; 


2 
bd , x v v .. 7 

Paceélération est donc égale & RV Up et dirigée vers le centre de la tra- 
jecloire circulaire. 

Hlamiutron a établi plus généralement que Il’hodographe pour le 

LP 8 i erap P 
mouvement d’une planéte est un cercle. Dans ce cas, en effet, l’accélération 
est dirigée vers un point fixe, l’un des foyers F de l’orbite ; on en déduit que 
tes aires décrites par le rayon vecteur sont proportionnelles aux temps et que 
par suite la vilesse est inversement proportionnelle 4 la perpendiculaire 
abaissée de F sur la tangente A la trajectoire. Le pied p de cette perpendicu- 
laire est sur le cercle dont le grand axe de l'orbite est un diametre ; si p’ est 
le point ou ce cercle est rencontré une seconde fois par la droite Fp, alors 
P P 

Fp. lp’ est constant, autrement dit Fp’ est proportionnel et perpendiculaire 
x © , f : . : / rae x ’ 
4 la vitesse sur l’orbite ; le lieu circulaire de p’ est donc homothétique a l’ho- 
dographe que l’on a fait tourner d’un angle droit. 

8 1 8 

On peut montrer aussi que la trajectoire qu’une étoile fixe semble décrire, 
en raison de l’aberration, est l'hodographe de l’orbite terrestre et par consé- 
quent est un cercle, dont le plan est paralléle au plan de l’écliptique. 


7. Mouvement de rotation. — Un syst¢me invariable de points, ou, 
comme nous dirons pour abréger, un corps (bien que nous ayons vu ala page 64, 
qu'un corps physique ne représente pas un sys- 
téme invariable), peut avoir des mouvements 
trés différents. Nous envisagerons d’abord ce 
qu’on appelle un mouvement de rotation. Il est 
caractérisé comme il suit. Supposons donnée 
la ligne droite AB (fig. 16) que l’on appelle 
l'are de rotation. Tous les points m, M, M,, etc., 
sé meuvent suivant des cercles, dont les plans 
sont perpendiculaires a l’axe de rotation et dont 
les centres sont situés sur cet axe. Tous les 
rayons Om, OM, O,M,, etc. tournent, pendant 
le méme intervalle de temps, du méme angle 
© = mOn = MON = M,O,N,, etc. Si l'on compte langle © & partir d'une 
certaine position initiale des rayons (c’est-’-dire des perpendiculaires abais- 


Fig. 16 
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sées des points mobiles sur l’axe de rotation), cet angle se présente en général 
comme une certaine fonction du temps. Posons donc 


(33) o == F(t). 
Le chemin s parcouru par un point est 
(34) s=Ty, 


ou r est le rayon du cercle décrit par le point (voir (35), page 45). 
Le cas le plus simple du mouvement de rotation est celui ot 


(35) o—al, 


a étant un nombre constant égal a l’angle dont tourne le systeme pendant 
l’unité de temps. On Il’appelle mouvement de rotation uniforme, Le chemin s 
parcouru par le point est 


(36) s=rp =Tal. 


Il eu résulte que tous les points du systtme se meuvent uniformément. La 
vitesse v de ce mouvement est 


(37) P= Ri 


. Ona O a . d 
Les vitesses des différents points du systeme sont proportionnelles A leurs 
distances a l'axe de rotation. Les points de l’axe lui-méme sont immobiles. 
Désignons par T la durée d’une rotation entitre du systeme autour de son 


axe ; pendant ce temps, ? augmente de 27. La formule (35) donne 27 = af, 
d’ou x 


38 t=**. 
(38) : 
Si l’on substitue, a la place de a, sa valeur tirée de (37), on a aur = vT 
(ceci s’obtient plus simplement au moyen de s = vt), et par suite 
_ amr SEP 


(39) a ay et T= , 


2) 


La rapidité de la rotation est caractérisée par une grandeur particuliére 
(sui generis) appelée vilesse angulaire. Elle est proportionnelle a l’angle », dont 
tourne le systeme pendant un intervalle de temps donné ¢, et inversement 
proportionnelle au temps ¢ nécessaire pour que le systeme tourne d’un angle 
donné ¢. On peut prendre, comme unilé de vitesse angulaire, la vitesse angu- 
laire d’un mouvement de rotation uniforme quelconque, par exemple de la 
rotation de la Terre. Il résulte de ce qui précéde que la valeur numérique 6 de 
la vitesse angulaire se détermine en général par la formule : 


(40) e=Ci. 
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Si nous faisons C = 1, il nous faut absolument prendre, pour unité de 
vitesse angulaire, la vitesse du mouvement dans lequel le systtme tourne de 
Punité d’angle (57°,29..., page 45), dans l’unité de temps. Nous avons dans 
ce cas, voir (35), 


(41) O=7=4; 


la vitesse angulaire est mesurée par l’angle dont tourne le systtme dans 
l'unité de temps. En prenant la seconde pour unité de temps, la vitesse angu- 
laire de rotation de la ‘Terre est égal 4 © = a7 : 86164 = 0,0000729, car 
la révolution complete de la Terre s’effectue en un jour sidéral, qui renferme 
86 164 secondes de temps moyen. La formule (37) donne 


(42) D == ek 
Un point, qui se trouve'a Yunité de distance de l’axe (r — 1), posstde une 
vitesse v, numériquement égale a a, voir (37). Il s’en suit, d’aprés (41), que 
8 = %y; 


la vitesse angulaire est donc aussi mesurée par la vitesse d’un point situé & 
lYunité de distance de l’axe. La vitesse angulaire peut étre positive ou néga- 
tive, selon le sens de la rotation. 

Dans un mouvement de rotation non uniforme, ou 9 =F (t), voir (33), la 


vitesse angulaire moyenne ®,, = 9 : ¢; la vitesse angulaire moyenne, pour 
un petit intervalle de temps At pendant lequel le systéme a tourné d’un 
angle Ae, est 8,, = - . La valeur limite de cette grandeur 

: on LNG do nen 
(43) ® = lim 0,, = hm ai == di a 1) 


s’appelle la vitesse angulaire a un instant donné. Nous voyons que la vitesse 
est la dérivée de l’angle de rotation ¢ par rapport au temps. Si, par exemple, 
o = bt? — ct?, ona ® = 3b? — act. 

Le point qui se trouve a la distance r de l’axe, parcourt, dans le temps At, 
le chemin As = rAo. Par conséquent sa vitesse est 
As de 

t 


v= lim — = lm TN aang fee ? ou aah! di’ 


A At Al 


c’est-a-dire 


(44) D) == ipeke 


Pour r = 1, nous ayons, comme précédemment, 0 = 1. 

On appelle mouvement de rotation uniformément varié, un mouvement de 
rotation dans lequel la vitesse angulaire 9 varie, dans des intervalles de 
temps égaux, d’une méme quantité positive ou négative. Dans ce cas, 0 est de 


la forme 
bo Maes 8, Sear. 
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On appelle, dans ce mouvement, accélération angulaire & une grandeur 
sui generis proportionnelle & l'accroissement de vitesse angulaire @ acquis 
dans un temps donné f, et inversement proportionnelle au temps ¢ nécessaire 
pour un accroissement donné @ de vitesse angulaire. On a donc, d'une ma- 


nitre générale, 


y* 4 . ~ Lr 4 ris 4 

Si nous faisons C = 1, nous devons prendre, comme unité d’accélération 
angulaire, !’accélération angulaire d'un mouvement dans lequel la vitesse 
angulaire croit d’une unilé dans l’unité de temps. Dans ce cas 


La vitesse angulaire © est en général une certaine fonclion du temps, 
6 = f (#). On arrive a la notion de l’accélération angulaire a un instant donné 
-de la maniére suivante. Si, pendant le temps ¢, la vitesse angulaire s’est 
accrue de 0, alors S,, = 0: ft représente laccélération angulaire moyenne et 
la valeur limite de cette accélération angulaire moyenne, pour un intervalle 
de-temps infiniment petit, est Paccéléralion angulaire S a un instant donné : 


ss ae a AOr ee 
(46) S == lim &;, == lim A= d= f Oe 


L’accélération angulaire est la dérivée de la vitesse angulaire par rapport au 
temps. Son signe dépend du signe de la grandeur A®. 

8. Mouvement hélicoidal. Degrés de liberté d’un corps inva- 
riable. Goordonnées généralisées. — Avant de parler du mouvement le 
plus général d’un corps invariable, nous considérerons d’abord deux cas 
simples ou intervient seulement la notion de mouvement de rotation. 

1. MOUVEMENT D'UNE FIGURE PLANE DANS SON PLAN.— Soient A et B deux points 
quelconques de la figure dans une premitre position, A’, B’ les mémes points 

aprés un déplacement dans une, seconde position. La 
,®' droite équidistante de A et A’ rencontre en général la 
droite équidistante de B et B’ en un certain point O, 
Puisque (fig.17) OA’ = OA, OB’ = OB et A'B’ = AB, 
les triangles OA’B’ et OAB sont égaux ; le point O est 
done le méme point de la figure dans ses deux posi- 
tions. En retranchant angle A‘'OB des angles égaux 
A‘OB' et AOB, on voit que les angles AOA’, BOB! 
sont égaux a l’angle dont Ja figure a tourné autour 
du point O, en passant de la premivre position & la seconde. i 
_ Tout mouvement d’une figure plane dans son plan peut étre regardé 
comme composé de déplacements élémentaires successifs, dont chacun cor- 
respond & une rotation élémentaire autour d’un point dans le plan. Soient 
O{, O2, O35, etc., les points successifs de la figure autour desquels les rota~ 


Figr 17 
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tions élémentaires ont lieu, O,, O,, O,, etc., les positions de ces points sur le 
plan, quand chacun est le centre instantané de rotation. La figure tourne 
dabord autour de O/ (ou O, qui coincide avec lui) jusqu’a ce que O, coin- 
cide avec O,, puis autour de ce dernier jusqu’a ce que Oj; coincide avec O,, ét 
ainsi de suite. Le mouvement est doncle méme que si le polygone O/ O} Of, 
etc., attaché a la figure mobile, roulait sur le polygone fixe O; O, O3, etc. En 
supposant les déplacements successifs infiniment petits, les deux polygones 
deyiennent finalement des courbes continues. 

Nous voyons ainsi que tout mouvement d’un corps invariable, quia lieu 
parallélement a un plan fixe, peut étre produit par le roulement d’un cylin- 
dre fixe dans le corps sur un autre cylindre fixe dans l’espace, les génératrices 
de ces cylindres étant normales au plan directeur du mouvement. 

2. MouvEMENT D’UN CORPS INVARIABLE AUTOUR D'UN POLNT FIXE. — Soit une 
surface sphérique a l’intérieur du corps, ayant son centre au point fixe O. 
Tous les points de cette sphére attachée au corps restent dans le mouvement 
sur une sphere de méme centre et de méme rayon, qui est fixe dans |l’espace. 
La construction que nous avons faite, dans le cas du déplacement d’une 
figure plane dans son plan, peut étre répétée ici avec des grands cercles au 
lieu de droites et le méme raisonnement montre qu’il y a sur l’une ou l’autre 
sphere un point M commun au corps dans ses deux positions. Le corps peut 
donc passer d’une position quelconque 4 une autre par une rotation de 
grandeur déterminée autour d’un axe déterminé OM. 

Il est facile de voir que tout mouvement d’une figure sphérique sur une 
surface sphérique fixe s’obtient par le roulement d’une courbe attachée a la 
figure sur une courbe fixe de la sphtre. Comme A chaque instant tous les 
points de I’axe OM sont au repos, le mouvement Je plus général d’un corps 
invariable dont un point est fixe consiste dans le roulement d’un cone Sxe 
dans le corps sur un cone fixe dans l'espace, les sommets des deux cones étant 
au point O. 

Nous ajouterons quelques mots sur la composition des rotations. Soient 
OA, OB deux axes autour desquels un corps tourne avecdes 4 
vitesses angulaires w,,,. Décrivons l’arc AB de rayon unité | I 


a 
et soit Lun point quelconque de cet arc (fig.18). Supposons 
que la rotation autour de OB tende a élever | au-dessus du plan fod 
de la figure, et celle autour de OA a l’abaisser au-dessous. fe 
Dans un intervalle de temps infiniment petit di, les gran- 0 


deurs de ces déplacements seront [8 . dt et — w,la. de. 
Le point I, et par suile tout point de la droite OI, restera 
au repos durant l’intervalle dt, si la somme de ces déplacements est nulle, 
c’est-a-dire si 


Fig 


Ss: 


18 


w,lx = w418 ; 


les deux rotations autour de OA et de OB peuvent donc étre composées en 
une seule rotation autour de OI. Menons Ip, Iq respectivement paralléles 4 OB 
et OA. Alors, en exprimant de deux maniéres l’aire du parallélogramme 
Ip Oq, ona 

Oq . 18 = Op. I, 
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d’ou 
Og __ 2 
Op wen 


En d’autres termes, si on porte sur les axes OA, OB, a partir de O, des 
longueurs Op, Oq, respectivement proportionnelles aux vitesses angulaires 
autour de ces axes, la diagonale du parallélogramme construit sur Op, Og est 
axe de la rotation résultante. Abaissons la perpendiculaire Bb sur OA et dé- 
signons ‘par 2 la vitesse angulaire autour de OL; le déplacement total de B 
peut évidemment étre représenté par Bb ou par 2. 18. On a donc 


Q J)Bb DSO! 
oy = 1G Ope 


et ainsi, a l’échelle ou Op, Oq représentent les vitesses angulaires compo- 


santes, la diagonale OI représente la vitesse angulaire résultante Les rotations 
, 


s’ajoulent donc comme des vecleurs. 

Nous avons vu au § 6 que si un point mobile est soumis & une accélération, 
constante ou non, dont la direction est continuellement normale a la direc- 
tion du mouvement, Ja vitesse n’est pas modifiée en grandeur; le seul effet 


de l’accélération est que le point se meut sur une trajectoire dont la courbure” 


est proportionnelle a l’accélération & chaque instant. De méme, lorsqu’un 
corps tournant autour d’un axe est soumis a une action tendant a produire 
une rotation autour d’un axe perpendiculaire, le résultat est un changement 


dans la direction de l’axe autour duquel tourne le corps, mais la vitesse angu— 


laire ne varie pas. C’est sur ce principe de Cinématique que repose l’explica- 
tion de la précession des équinoxes et de quelques-uns des curieux effets qui se 
manifestent dans les gyroscopes. 
Nous pouvons maintenant envisager le mouvement le plus général possible 
d’un corps invariable dont aucun point n’est fixe. Soient O et O' un méme point 
du corps dans deux positions de ce corps. Déplagons le corps sans rotation de 
sa seconde position dans une troisiéme, ou le point O! reviendra dans sa posi- 
tion primitive O. D’aprés ce qui précéde, il y a une ligne OM commune au 
corps dans sa premitre et sa troisitme position ; une ligne O’M’ du corps 
dans sa seconde position est donc paralléle 4 la méme ligne OM dans la pre- 
mitre position. [len est naturellement de méme pour toute ligne du corps 
paralléle 4 OM, et on peut encore dire que tout plan perpendiculaire a OM 
reste perpendiculaire a cette direction dans la seconde position du corps. , 
Soit P un plan du corps, dont les deux positions sont paralléles. Donnons 
au corps, 4 partir desa premiére position, une translation normale a P, qui 
aménera ce plan dans sa seconde position. Pour que le corps prenne la se- 
conde position, il faut en outre le faire tourner, comme nous l’avons vu ‘dans 
le premier cas particulier étudié plus haut, autour d’un certain axe perpendi- 
culaire au plan P. Le corps est donc amené finalement de la premiére posi- 
tion a la seconde par une translation perpendiculaire 4 un plandonné, et par 
une rotation d’un angle déterminé autour d’un axe déterminé également per- 
pendiculaire a ce plan. C’est précisément ce qu’on appelle un déplacement 
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hélicoidal, réalisé par exemple dans le mouvement d’une vis dans son écrou. 

Le mouvement continu d’un corps invariable peut étre regardé comme une 
suite de déplacements hélicoidaux élémentaires. Le lieu géométrique de l’axe 
instantané de mouvement hélicoidal dans le corps est une certaine surface 
réglée ; le lien du méme axe dans I’espace fixe est une autre surface réglée. 
A un instant quelconque, ces deux surfaces ont une génératrice commune qui 
est l'axe instantané a cet instant; il est facile de voir qu’elles sont de plus 
tangentes le long de cette génératrice. On peut donc se représenter le mouve- 
ment général d’un corps invariable de la fagon suivante: une surface réglée liée 
au corps se meut sur une surface réglée fixe a laquelle elle est tangente suivant 
une génératrice et sur laquelle elle roule en glissant le long de cette génératrice. 

Le lecteur trouvera des indications sur l'étude analytique des problémes 
qui font ’objet de ce paragraphe dans la note sur la théorie des intégraleurs 
de KE. Davaux et dans la note sur la Dynamique du point et du corps invariable 
de E. et F’. Cossrrar, jointes & ce volume. 

Nous expliquerons britvement, pour terminer ce Chapitre, ce qu’on entend 
par degrés de liberté ou de contrainte dans le mouvement d’un corps. 

Un point libre posséde trois degrés de liberté, puisque le déplacement le 
plus général qu’il peut subir est décomposable en trois déplacements suivant 
trois directions rectangulaires données quelconques. Si le point est contraint 
a rester sur une surface donnée, un seul degré de contrainte est introduit, et 
il reste deux degrés de liberté. Nous pouvons en elfet prendre la normale a la 
surface pour l’une des trois directions données de décomposition du déplace- 
ment. Aucun déplacement ne peut avoir lieu suivant cette normale ; les deux 
autres composantes du déplacement sont dans le plan tangent a la surface. Si 
le point est contraint a rester sur deux surfaces données, il perd deux degrés 
de liberté, et il ne lui en reste qu’un seul sur Ja courbe commune aux deux 
surfaces. 

Prenons maintenant le cas d'un corps invariable ; nous avons sia degrés de 
liberté A considérer ; par exemple, si le corps est lié 4 un triedre trirectangle 
mobile, trois translations suivant les axes du triédre, et trois rotations autour 
de ces axes. Quand le sommet du triédre est fixe, le corps perd trois degrés 
de liberté et il ne reste que les trois rotations autour des axes. Lorsqu’un 
second point dans le triédre est fixe, le corps perd deux degrés de liberté de 
plus et peut seulement tourner autour de la droite joignant les deux points 
fixes. Si on fixe un troisi¢me point non situé sur la droite précédente, le corps 
ne posséde plus aucune liberté de mouvement. 

Quand un point du corps invariable est forcé de rester sur une surface, un 
degré de liberté est perdu; il en subsiste cing, deux déplacements dans le 
plan tangent a la surface et trois rotations. Un nouveau degré de liberté est 
perdu chaque fois qu’on assujettit un point a rester sur une nouvelle surface ; 
siz contraintes de cette nature fixent complétement la position du corps. 

Lorsqu’un point est forcé de rester sur une courbe, le corps n’a plus que 
quatre degrés de liberté. Si deux points sont contraints a rester sur des courbes 
données, le corps ne posstde plus que deux degrés de liberté. L’une des li- 


bertés peut consister en une rotation autour a Ja droite joignant Iles deux 
Cuwotson, -— Traité de Physique I,. > 6 
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points ; l'autre mouvement possible a le caractére le plus général d’un seul 
degré de liberté, celui ou la translation et la rotation ont un rapport constant, 
comme dans le mouvement d’une vis qui avance dans un écrou. 

Les considérations précédentes conduisent a généraliser la notion de coor- 
données en géométrie. Dans le systeme de Descarrss, un point est défini par 
intersection de trois plans 2 = q,, y = q2, 2 = 4q,; les trois coordonnées 
q+ G2» J, correspondent aux trois degrés de liberté du point parallélement aux 
axes. On obtient un systeme de coordonnées beaucoup plus général, ‘ en 
prenant, au lieu de trois familles de plans paralléles, trois familles de sur- 
faces quelconques. Quand le point doit se trouver sur une surface de l'une de 
ces trois familles 9, (#, y, z) = 4q,, il posséde encore deux degrés de liberté. 
S’il doit étre situé aussi sur une surface de la seconde famille 7, (a, y,z) = qo, 
il n’est plus libre de se mouvoir que sur lacourbe d’intersection de ces deux sur- 
faces. Si enfin il est assujeltia se trouver sur une surface de la troisieme famille 
e, (L,Y, 2) == Jy, $a position se trouve complétement déterminée. Les trois 
paramétres ¢,, 2, 7; sont les coordonnées curvilignes de Lamé. Les composantes 
dx dy dz 
dt’ di’ di 
en fonction de ces trois paramétres, mais en leur adjoignant les trois dérivées 


ordinaires de la vitesse du point s’expriment d’ailleurs également 
P p 


dq, dq. dq; 
dbs dh gt? 
On peut ae méme spécifier la position d’un systeme matériel quelconque, 
au moyen de paramétres q,, qa, ---» qx dont le nombre est égal a celui des li- 
bertés du syst#me ; ces paramétres sont les coordonnées généralisées du sys- 


que l’on nomme les composantes généralisées de la vitesse. 


téme. Un corps invariable, par exemple, possede six coordonnées, lorsqu’il est 
enticrement libre. Les trois coordonnées ordinaires d’un point du corps et les 
trois coordunnées angulaires nécessaires pour achever de fixer Ja poses 
corps relativement aux axes de Drscarres peuvent s’exprimer au moyen des 
six coordonnées généralisées. La vitesse d'un corps invariable entitrement 


dq, a d 
libre posstde aussi six composantes généralisées ais eas Ts , 


‘ai: dip awa 
Lorsque les coordonnées ordinaires 2;, y;, 7 des divers nO Te d'un, systéme 
a k degrés de liberté peuvent s’exprimer, en fonction de k paramétres 


qi» Jay +++) Yu» Sous forme finie : : 


XL; — 9; (Gi> Q2> +05 qk)» 
i= i (41) G29 ++) qk) 
zi = Wi (ys Gar «+> Ju)s 


on dit que le systéme est holonome. La plupart des systémes, qui se présentent 
dans la Physique, sont holonomes, par exemple un corps invariable mobile 
autour d’un point fixe ou assujetti A tourner autour d’un axe fixe et a glisser 
le long de cet axe. Mais Henrza montré qu'il y a des systémes non holonomes, 
par Rennie une circonférence matérielle rigide assujettie 4 rouler sans glisser 
sur un plan fixe ; cette circonférence pouvant tourner d’un angle infiniment 
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petit autour d’un axe arbitrairement choisi, passant par le point de contact 
avec le plan, elle posstde trois degrés de liberté, et cependant on ne peut pas 
déterminer par trois coordonnées sa position relativement au plan sur lequel 
elle roule, 


CHAPITRE II 


DE LA FORGE 


4. Définition de la force. — Nous avons indiqué a la page 63, comme 
Pune des propriétés du point matériel, qu’il était soumis a I’action du reste 
du monde. Un systtme de points matériels possede la méme propriété, et 
par conséquent aussi un corps physique. Si cette action a pour effet un 
changement dans la grandeur ou dans la direction de la vitesse, et, d’une 
facon générale, l’apparition d’une accélération, nous dirons qu’une force agit 
sur le corps (‘). On peut conclure a la présence d’une force, non seulement 
d’apres l’accélération qu'elle produit dans le mouvement d’un corps, mais 
aussi d’aprés les rapports de ce corps avec le monde extérieur qui l’entoure, 
quand, suivant des observations antérieures, ces rapports indiquent que le 
corps est soumis a laction d’une force. Ces rapports sont parfois tels que 
nous pouvons déduire de leur changement, combien de fois la force agissant 
sur le corps est devenue plus grande ou plus petite. Supposons que sur une 
poulie fixe soit enroulé un fil, aux extrémités duquel sont attachés deux 
corps A et B absolument identiques, et que le corps A prenne une accéléra- 
tion et soit soumis 4 une force, quand on fixe au corps B un corps C, I 


(') Il s’agit bien entendu ici d’un point matériel, ou d'un corps dont tous les points 
géométriques peuyent étre considérés comme ayant la méme vitesse ou la méme accé- 
lération ; c’est pourquoi on parle d’un corps qui a une vitesse, une accélération. 
Cette simplification de langage, que l’on rencontrera souvent dans la suite, ne pourrait 
étre admise s’il s’agissait d’un systéme de points matériels, ou d’un solide invariable, 
ayant un mouvement quelconque. 
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est manifeste que si l’on fixe au corps B, deux, trois, ... corps C entitrement 
identiques, la force, agissant sur A deviendra deux, trois, ... fois plus grande. 


Quand, sur une corde attachée A un corps A, tirent deux, trois, ... hommes, 
ou deux, trois, ... chevaux, la force agissant sur A est doublée, triplée, etc., 


si l'on peut considérer comme parfaitement égales entre elles les forces des 
différents hommes ou chevaux. Quand on approche un aimant du pole d’une 
aiguille aimantée, une force agit sur le pdle, et cette force est doublée, si 
l’on approche simultanément deux aimants identiques (nous négligeons Jes 
influences secondaires). 


2. L’inertie. — Les trois lois fondamentales du mouvement ont été for- 
mulées pour la premiére fois par Newron, dans ses Principia Philosophix 
Naturalis, dans la partie Axiomata, sive Leges Molus. Nous examinerons ces 
trois lois successivement. 

La premiere loi du mouvement (la loi d’inertie ou de résistance au chan- 
gement du mouvement) a été formulée par Newron de la maniére suivante : 
« Corpus omne perseverare in statu suo quiescendi vel movendi unifor - 
miter in directum, nisi quatenus a viribus impressis cogitur statum illum 
mutare », c’est-a-dire, un corps quelconque conserve son état de repos ou de 
mouvement rectiligne uniforme, tant que Uaction d'une force ne Uoblige pas a 
modifier son élat (de mouvement). Cette lot qui exprime une propriété parui- 
culitre de la matiére appelée inertie ou résistance au changement du mouvement 
a élé découverte par Gaines. On I’énonce encore ainsi : un corps abandonné 
ci lui-méme, c’est-a-dire qui n'est soumis a Uaction d’aucune force, se meut en 
ligne droite avec une vitesse constante, ou reste en repos. 

Mais aussitot que l’on cherche & approfondir le sens de la loi d’inertie, on 
sc heurte 4 des difficultés insurmontables. On parle dans cette loi d’une lige 
droite, mais sans indiquer 4 quels axes de coordonnées doit étre rapportée 
celte droite suivant laquelle serait en mouvement un corps qui ne se trou— 
verait soumis 4 aucune force. 

La signification du terme repos, dans la Mécanique, est essentiellement 
relative ; le repos absolu est indéfinissable. Si Univers était fini, son centre 
d’inertie, comme nous le verrons plus loin, pourrait étre considéré comme 
absolument en repos ou comme animé d’un mouvement uniforme quelconque 
dans une direction tout a fait quelconque. La mécanique de Newron conduit 
de méme & définir ce qu’on peut appeler le repos de direction, dans hypothége 
‘un Univers fini. Le plan, dans lequel le moment de quantité de mouvement 
d’un tel Univers, autour de son centre d’inertie, est maximum, et que l’on 
pourrait ,évidemment déterminer au moyen des mouvements qui ont lieu 
effectivement & un instant quelconque, posséde une direction fixe. 

On trouvera des détails trés intéressants sur cette question, qu’ont traitée 
Newton, Euter, Kant, Macu, C. Neumann, Lorp Kunvin et Tarr et d’autres 
encore, dans l’ouvrage de H. Srreinrz, Die physikalischen Grundlagen der 
Mechanik, Leipzig, 1883, et dans un mémoire récent de See.ieer, Ber. 
Miinch. Akad. 39, pp. 85-137, 1906. : 

Dans la 1* Partie, $4, nous avons mentionné les nouvelles idées sur 
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Vespace et le temps, qui sont & la base de ce qu’on nomme la Théorie de la 
relalwilé. Ces conceptions renouyellent le probltme du systtme absolu de 
référence auquel se rapportent les lois du mouvement dans la Mecanique 
classique. Elles ruinent, en particulier, la valeur pratique des axes en repos 
ou en mouvement uniforme de translation que l’on a proposé souyent de consti- 
tuer avec quatre étoiles fixes. On doit en effet observer que si ces étoiles sont assez 
éloignées de notre systéme solaire ou a des distances mutuelles assez grandes 
pour qu’on puisse admettre qu’aucune force exlérieure ne s’exerce sur elles, 
il y aun autre fait, dont la Théorie de la relativité met en évidence l’impor- 
tance, c'est que l’dge réel des étoiles fixes est trés différent de celui que 
nous leur attribuons, lorsque nous percevons & un instant donné sur la 
Terre le signal lumineux qu’elles nous envoient. Nous reviendrons sur cette 
question, dans le Tome IV. 


3. La seconde loi du mouvement. — La loi d’inertie ne peut é'!re 
vériliée par l’expérience ; nous ne parvenons ala connaitre que parce que tout 
changement de vitesse exige une force, dont la diminution entraine celle du 
changement de vitesse. A la question de savoir quelle relation existe entre la 
force et l’accélération, la seconde loi du mouvement répond: « Mutationem 
motus proportionalem esse vi motrici impress, et fieri secundum lineam 
rectam qua vis illa imprimitur », c’est-a-dire, le changement de mouvement 
est proportionnel a la force motrice el a méme direction qu'elle. Par changement 
de mouvement d’un corps donné, il faut entendre le changement de vitesse 
de ce corps dans un temps donné, rapporté si l’on veut a l’unité de temps. 
Quand la force est constante, ce changement n’est autre que l’accélération, 
qui dans ce cas est également constante. Mais si la force est variable, sa 
valeur moyenne f, pour le petit intervalle de temps At, est proportionnelle a 
laccélération moyenne pour le méme intervalle de temps, c’est-a-dire pro- 
portionnelle au changement de vitesse rapporté 4 l’unité de temps. La seconde 
loi du mouvement peut donc étre exprimée par la formule suivante : 


(1) koran ae 


ou ¢ est un facteur de proportionnalité relatif au corps considéré, La gran- 
deur de la force a un instant donné est donc 


SAD 
(2) f2aelm Ap = 
w étant l’accélération a l’instant donné. La force f et Vaccélération w ont a 


chaque instant la méme direction. 
Nous pouyvons donc formuler ainsi la seconde loi : l’accélération est d chaque 


instant proportionnelle & la force motrice et a méme direction qu'elle. 
La formule (1) donne 


(3) Av =~ fAt. 
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Cette formule détermine la grandeur de l’accroissement géométrique de la 
vitesse, dans le temps At. . 

C’est une idée tres répandue qu'il faut entendre par mutalio motus le chan- 
gement, rapporté a l’unité de temps, de la quantité de mouvement, grandeur 
que nous apprendrons a connaitre. L’auteur ne peut partager cette maniére 
de voir. j 

ConstquEnce DE LA sEcoNDE tot, (Loi de lindépendance entre l’effet, de 
la force, l'état du corps et l’existence d'autres forces ; principe de l’indépen— 
dance). La seconde loi, tout en indiquant de quelles grandeurs dépend le 
changement géométrique de la vitesse, présente en méme temps un caractére 
négatif. 

En allant au fond de la question de savoir de quoi dépend la grandeur Av 
pour un corps donné, nous voyons que la loi nous montre que la grandeur Av 
est indépendante de l'état de mouvement du corps et de l’existence d’autres 
forces. Ainsi donc, la force f produit, dans le temps At, le méme accroisse- 
ment géométrique de vitesse Av, que le corps soit en repos ou dans un état 
de mouvement quelconque, et que la force f soit seule ou qu’en dehors d’elle 
agissent encore d’autres forces. Cette indépendance de Ueffet des forces peut 
aussi étre considérée comme une loi particuliere. 

Elle conduit trés simplement 4 la régle du parallélogramme pour la com- 
position des forces. En effet, puisque les forces sont proportionnelles aux 
changements de vitesse qu’elles produisent respectivement sur un méme corps 
et puisque leurs directions ne sont autres que les directions suivant lesquelles 
ces changements ont lieu, une force unique, dans le méme rapport al’égard du 
changement résultant de vitesse et ayant méme direction que ce changement, 
sera équivalente aux forces données agissant simultanément. Autrement dit, la 
résultante d'un nombre queleonque de forces (appliquées en un point) s obtient par le 
méme procédé géomélrique que la résultante d’un nombre quelconque de vitesses 
sumullanées, c’est-d-dire par addition vectorielle. De la résulte immédiatement 
la régle du parallélogramme des forces pour la résultante de deux forces, et 
celle du polygone des forces pour la résultante d’un nombre quelconque de 
forces concourantes (voir plus loin § 41). 

Le cas de l’équilibre se déduit évidemment des mémes considérations. Si 
on introduit, en effet, une force égale et opposée a la résultante d’un certain 
nombre de forces concourantes, cette force nouvelle produira un changement 
de vitesse égal et opposé au changement résultant de vitesse produit par le’ 
forces données ; le point ne subira donc aucun changement de vitesse, ce qui 
est le seul genre de repos que nous puissions connaitre. 

Le principe fondamental de la Statique se trouve ainsi essentiellement 
compris dans la seconde loi du mouvement. Si l’on cherche a rendre la 
Statique entitrement autonome, on est conduit a la faire dépendre de la 


théorie des corps déformables, comme l’ont montré E, et F. Cosserat dans la 
note qui termine le Tome II. 


4. Masse. Unité de force. Densité. — Les formules (1) et (3, qui 
contiennent le coefficient c, sont relatives 3 un corps déterminé donné, 


(212 ; ie a 


—_— 
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L’expérimentation et l’observation nous enseignent que des corps différents, 
dans des circonstances parfaitement identiques, c’est-a-dire quand nous pou- 
vons étre assurés que les mémes forces agissent sur eux, éprouvent des 
accélérations différentes. Ceci montre, que, pour des corps différents, le 
coefficient ¢ est différent ; il dépend d’une propriété particuliére individuelle 
du corps, que l'on nomme sa masse. Nous dirons que des corps possedent a 
méme masse, si sous l’action d’une méme force, ils se meuvent avec la méme 
accélération. Un corps posséde une masse 2, 3, 4, ... et en général r fois plus 
grande que celle d’un autre, si la force nécessaire pour donner aux deux 
corps des accélérations identiques est 2, 3, 4, -.. et en général n fois plus 
grande pour le second corps, ou si la méme force imprime au premier corps 
une accélération 2, 3, 4, ... et en général n fois plus petite qu’au second. En 
déterminant les forces nécessaires pour donner & des corps différents la méme 
accélération, ou en considérant les accélérations prises par des corps différents 
sous l’action d’une méme force, nous pouvons comparer entre elles les masses 
des différents corps. Nous pouvons choisir, pour unité de masse, la masse d’un 
corps quelconque déterminé A. Si on désigne la valeur numérique de la 
masse d’un autre corps quelconque par m, on voit que la force f nécessaire 
pour donner a ce corps l’accélération w, doit étre proportionnelle au nombre 
m et aunombre w, de sorte que l’on peut poser 


(4) f= Cmw. 


- Dans cette formule entrent la force, la masse et l’accélération, chacune 
pouvant étre mesurée par une unité propre absolument arbitraire. Le 
coefficient de proportionnalité C est égal au nombre d’unités de force néces- 
saires pour donner, a l’unité de masse, l’unité d’accélération (pour m = 
et w = 1, nous avons f = C). 

Si nous faisons C = 1, c’est-d-dire si nous écrivons, au lieu de (4), 


(5) f=mw, 


nous ne pouvons plus alors choisir arbitrairement que deux des trois unités 
de force, de masse et d’accélération. Si, par exemple, on choisit arbitrai- 
rement les unités de masse et d’accélération, on doit forcément prendre, pour 
unité de force, la force qui, agissant sur l'unité de masse, lui donne l'unilé d’accé- 
lération. Mais on peut procéder autrement et choisir arbitrairement les unités 
de force et d’accélération ; dans ce cas, il faut prendre, comme unilé de masse, 
la masse d’un corps qui, sous V'action de l'unité de force, prend l'unilé d’accélé- 
ration. Les unités de masse ont recu différentes dénominations. L’une des 
plus importantes est le gramme ; d’aprés sa définition primitive. c'est la masse 
d’un centiméire cube d'eau pure & 4°C. Les unités de masse russes sont le 
poude, la livre, le loth, le zolotnik, etc. Il ne faut pas confondre les unités de 
masse ayec les unités de poids, dont il sera parlé plus loin, et qui ont les 
mémes dénominations. . 

On peut construire des corps de forme quelconque, en fer, cuivre, alu- 
minium, platine ou quartz, dont la masse soit égale & l'une des unités de 
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masse adoptées, ou bien & une partie ou a un multiple déterminés de cette 
unité. De tels étalons ou prototypes de masse se nomment poids; mais cette 
derniére dénomination est incorrecte, car ces poids sont a vrai dire des étalons 
de masse el non de poids. On conserve a Sévres un corps en platine, dont la 
masse s’appelle kilogramme ; la milligme partie de cette masse est employée 
actuellement comme unité de masse sous le nom de gramme; on a reconnu 
que cette unité ne correspond pas parfaitement @ la définition théorique in- 
diquée plus haut, et qu’un centimétre cube d’eau pure a 4° C. a une masse 
un peu plus petite que le gramme. 

La masse d’un corps homogéne est proportionnelle a son volume. — Pour les 

‘corps homogénes, on peut parler d’une quantilé de substance ou de matiére, et 
il va de soi que les quantités de matiére contenues dans des corps homogénes 
sont, toutes choses égales d’ailleurs, proportionnelles aux volumes occupés 
par ces corps. II résulte de la que les masses de corps de méme espéce (formés 
d’une seule et méme substance) sont proportionnelles aux quantités de ma- 
titre qu’ils contiennent. Si on prend comme unité de quantité de matiére, 
la quantité qui est contenue dans un corps dont la masse est l’unité, il 
s’ensuit que : la masse des corps homogénes est mesurée par la quantilé de ma- 
tire qwils contiennent. 

Pour les corps de nature différente, on ne peut parler a priort d'une com- 
paraison des quantités de matiére qu’ils contiennent. Si l’on a affaire 4 des 
corps dont l’un est en cuivre, ]’autre en verre, ou l’un en mercure, l'autre 
en hydrogéne, on ne peut évidemment se représenter ce qu’on doit entendre 
par les mots : quantilés égales ou inégales de maliére de nature différente. Mais 
il dépend de nous d’introduire ce terme, en lui donnant une définition, 
scientifique. Nous conviendrons donc d’appeler égales des quantités de ma- 
titres de nature différente qui possédent des masses égales, c’est-a-dire qui se 
meuvent sous |’influence des mémes forces avec la méme accélération. Si l’on 
introduit cette notion purement conventionnelle de quantités égales de 
matiére, et si l’on choisit l’unité de quantité de matiére, comme il a été dit 
plus haut, on obtient, sous une forme généralisée, une relation entre la 
masse et la quantité de matiére, qui est ]a suivante; la masse d’un corps est 
mesurée par la quantité de matiére gwil contient. De ce qui a été dit ci-dessus, 
il résulte que la définition primitive du terme masse, comme d'une quantité 
de matiére, est inadmissible, car, comme on I’a dit, pour des matiéres hété- 
rogtnes, la notion de quantités de matiére égales ou inégales fait a priort’ 
enticrement défaut. 

Au § 9 de la premiére Partie, page 44, nous avons fait connaitre le 
principe de la conservation de la matiére. Nous pouvons maintenant ajouter 
qu il serait plus exact de le nommer le principe de la conservation de la masse, 
car ce qui reste invariable dans tous les phénoménes physiques et chimiques, 
c’est la masse des corps qui entrent en jeu dans ces phénoménes. 

L’exactitude absolue du principe de la conservation des masses a été sou- 
vent mise en doute, et surtout dans ces derniers temps, apres la découverte 
des matiéres radioactives (Tome IV). Plusieurs savants ont tenté, en partie’ 
par des études purement théoriques, en parlie par des expériences extréme- 
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ment précises, de rechercher si dans les phénoménes purement chimiques, la 
masse des corps réagissants demeure en réalité absolument invariable. 

Parmi ces travaux ('), ceux de Lanvoxr sont particulitrement importants ; 
il a étudié, au cours de nombreuses années, 15 réactions chimiques différentes, 
notamment les suivantes : 


Ag*SO* + oFeSO' = 2Ag + Fe?(SO*), 
HIO* + SH?SO! + 5KI = 3P + 5KHSO+ + 3H?0, 
I? + Na?SO* + H?O = 2HI + Na?SO+," 
CCCH (OH)? +- KHO = CCI*H + CHKO? + H?0. 


En 1908, il a trouvé, comme résultat final de ses recherches, qu’en intro- 
duisant toutes les corrections nécessaires, il ne subsiste 4 l’égard du principe 
de la conservation des masses aucun écart qui soit plus grand que les erreurs 
expérimentales inévitables. 

La masse m d’un corps homogéne dépend de son volume v et en outre de 
la nature de la substance dont il est formé. Ceci montre l’existence d’une 
propriété particuliére, différente pour des substances de nature différente, et 
qui, jointe au volume occupé par le corps, définit sa masse. Cette propriété 
est caractérisée par une grandeur d’espéce particuli¢re, que nous appelons 
densité et que nous supposons proportionnelle a la masse m d’un corps sous 
un volume donné v, et inversement proportionnelle au volume v occupé par 
la masse donnée m. Nous pouvons prendre, pour unité de densité, la densité 
d’une substance quelconque (par exemple de |’eau, du mercure, de l’air, de 
Vhydrogéne), qui se trouve dans un état entitrement déterminé (par exemple, 
& une température et 4 une pression données). La valeur numérique ¢ de la 
densité est exprimée par la formule 


(6) s=C 


(‘) Les recherches les plus intéressantes sont les suivantes : 

Scntitzenpencer. — Bull. Soc. chim., 39, p. 258, 1883; Chem. News, 45, p. 50, 
1882. 

Kreicueaver. — Verhandl, d, Phys. Ges. zu Berlin, 40, p. 13, 1891. 

Lanpott. — Berichte Berliner Akademie, 1902, p. 1105; 1906, p. 266; 1908, p. 354; 
Zischr. f. phys. Chemie, 42, p. 1, 1893; 55, p. 589, 1906; 64, p. 581, 1908; 
Naturwiss. Rundschau 15, p. 66, 1900; Abhandl. d. Deutschen Bunsen-Ges. jiir 
angewandte physik. Chem., n° 4, Halle a. S., 1909. 

Hexpweimer. — Phys. Zeitschr., 1, p. 527, 1900; 3, p. 425, 1902 ; 4, p. 81, 1902; 
Annal. d, Phys., (4) 5, p. 394, 1901. 

Lorp Rayieren. — Nature, 64, p. 181, 1901 ; 66, p. 58, 1902. 

Poxntixe. — Nature, 62, p. 403, 1900; Naturwiss. Rundschau, 45, p. 524, 1goo. 

Sanrorp et Linuian Rey. — Phys. Rev., 5, p. 247, 1887; 7, p- 236, 1898. 

Hicks. — Proc. Cambr. Phil. Soc., 5, p. 156, 1886. 

Jory. — Dubl. Trans., (2) 8, p. 23, 1903. 

Surpo. — Nuov. Cim., (5) 42, p. 299, 1906; Journ, de Phys., (4) 4, p. 244, 1907. 

Zeneueuis. — Ztschr. f. phys. Chem., 65, p. 341, 1908. 

Hanser. — Diss., Breslau, 1899. 
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ou C€ est un facteur de proportionnalité. En prenant GT; ests 


posant : 

(7) . j= = 
ou 

(8) is == Le 


nous devons prendre, pour unilé de densité, la densité d'une substance dont Panivé 
de volume contient lunilé de masse. 

Comme nous avons déja pris le gramme et le centimetre cube pour unités 
de masse et de volume, nous devons choisir, pour unité de densité, la dens ae 
de l’eau 4 la température pour laquelle un centimetre cube de cette eau at 
pour masse un gramme, 


o 


La formule (8) nous montre que pour v == 1, la masse m == 8; il ena 
sulte que la densilé d’une substance homogéne est mesurée par la masse oe 
dans son unité de volume. aie 

Pour un corps hétérogeéne, la grandeur ial 


mv 
(9) C= v ‘ 


définit la densité moyenne. Si la densité moyenne 4,, est donnée, on trou 
la masse du corps par la formule 


(10) Th = Ugg 


La valeur limite de la densité moyenne d’un volume infiniment Hs. ia 
contient la masse Am, s’appelle la densité 6 au point donné : 


Am __ dm 


: ; (11) = line 


mesurée par la masse de Vunité de ie nee ie distinguer d’une au 
grandeur que nous avons rencontrée dans la premitre Partie, et qui est m 
surée par le poids de l’unité de volume, on peut appeler la i onsl- 
_dérée ici densité de masse. os 
; Si lon prend le centimétre cube et le gramme comme unilés de volum 
de masse, l’unité de densifé de masse sera la densité d’une matitre dott 
"gramme occupe un centimétre cube. II est clair, d’aprés ce quia été dit 
~ page 88, que eau pure a 4° C. ne posséde pas cette unilé de densité de ma. 


‘ 


_ as, Pression. — Dans le paragraphe précédent, nous avons ; appris a 
naitre la force comme la cause de l’accroissement géométrique Av de la 
et de Taecélération w. La formule (5) nous a permis de fixer l’unité 


8 avons ¢ ainsi ae la comparaison et la mesure ie forces sur la ¢ 
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mesure dynanuque. Il se présente cependant trés souvent des cas of, sur un 
corps quelconque A, agit certainement une force déterminée, et ott, néan- 
moins, le corps reste en repos, parce qu “il est en contact avec un autre corps B, 
Pieieiiant de prendre la vitesse Av qui est définie par la grandeur f de la 
force, par la durée At de son action et par la masse m du corps A, et qui se 
manifeste effectivement dés que Von éloigne le corps B. L’expérience nous 
enseigne que le corps A exerce dans ce cas une pression sur le corps B. 

A la page 16, nous avons indiqué que la pression est une notion premitre, 
qui nous est fournie par notre expérience journalitre (sensation d’une tension 
musculaire). Nous disons dans ce cas que la force est annihilée par la 
résistance du corps B, sur lequel le corps A exerce une pression. Si on laisse 
pour le moment de cété la question de savoir quelle est l’explication méca- 
nique de cette annihilation de la force, on peut dire, en se basant sur l'obser- 
vation, que la pression est proportionnelle a la force annihilée. Quand on prend, 
comme unité de pression, la pression que le corps B éprouve, lorsque l’unité 
de force agit sur A, on obtient, dans le cas considéré, des valeurs numériques 
égales pour la pression et pour la force. Si l’on désigne cette pression et cette 
force par la méme lettre, on peut dire que la formule (5), f == mw, donne la 
valeur numérique de la pression exercée par A sur B. La force et la pression 
qu'elle produit ont, dans ce choix des unités, des valeurs numériques égales, 
et par conséquent, on peut aussi arriver & la mesure des forces en comparant 
les pressions qu’elles produisent. Une telle mesure des forces s'appelle mesure 
stalique. 

En réalité, Je corps sur lequel s’exerce une pression n’est pas invariable, 
mais déformable, et, comme nous le verrons dans la suite, une pression peut 
étre mesurée par la déformation qu’elle produit a partir d’un certain état du 
corps qu’on nomme ééat naturel. La seconde loi du mouvement trouve ainsi 
son analogue dans la loi de Hooxe que nous considérerons plus tard, la défor- 
mation étant l’analogue de l’accélération dans le mouvement. Par la seconde 
lor du mouvement, on mesure la force au moyen de la déformation qu'elle 
fait subir & une trajecloire ; par la loi de Hooxe, on mesure une pression par 
la déformation qu’elle fait subir & l'état géométrique d’un corps. (Voir 
Tome II, note de E. et F. Cossrrar sur la Théorie des corps déformables). 


6. Poids. — Sur tout corps qui se trouve a la surface de la Terre agit une 
force, dirigée (approximativement) vers le centre de la Terre. Un plan per- 
pendiculaire a la direction de cette force s’appelle plan horizonial. On nomme 
cette force le poids du corps ; nous ja désiguerons par p. Puisque le poids est 
une force particuliére, il est clair que l’unité de poids est identique a Vunité 
de force. Les corps qui ne s’appuient sur aucun autre se meuyent (tombent) 
dans le vide sous |’influence de leur poids propre, ou, comme on a Vhabitude 
de nommer encore cette force, sous l’influence de la force de la pesanteur, avec 
une accélération que nous désignerons par g. La formule générale (5) prend, 
dans ce cas particulier, la forme 


(12) p= my. 
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L’expérience nous montre que g est une grandeur constante, en un licu 
déterminé, pour tous les corps. II en résulte que la force de la pesanteur agis- 
sant sur les corps, c’est-a-dire leur poids, est une. force qui posséde la propriété 
parliculiére d’étre proportionnelle a la masse de ces corps. Ceci posé, nous avons 
vu qu’une force peut étre mesurée par la pression qu’un corps exerce, sous 
son influence, sur un autre corps qui lui sert d’appui. I] en résulte que Ja 
pression exercée, A la surface de la Terre, par un corps, sur un autre corps 
placé sous le précédent, peut servir de mesure de son poids. Mais si, comme 
on en a fait la convention plus haut, on prend, pour unité de pression, la 
pression exercée par un corps sur lequel agit l’unité de force, c’est-a-dire par 
un corps qui posséde l’unité de poids, la pression devient alors numérique- 
ment égale au poids. On peut donc aussi entendre par poids la pression 
exercée par un corps en repos. On entend par pesée la méthode de comparai- 
son des pressions des corps sur un appui horizontal. On trouve, d’aprés ce qui, 
précede, que la pesée donne le rapport des masses des corps et que des corps de 
nature différenle qui possédent des poids égaux ont aussi des masses égales. 

En plus de la méthode dynamique indiquée ci-dessus pour la comparaison 
des masses de corps de nature différente, nous avons trouvé une autre mé- 
thode de comparaison, la méthode statique. 

Dans la formule (12), g a une valeur numérique déterminée qui dépend 
de l’unité d’accélération choisie. Ila été dit & la page 87, que lorsqu’on se 
sert de la formule (5), et par suite de sa forme spéciale (12), ou peut choisir 
arbitrairement les unités d’accélération et de masse ou les unités d’accélération 
et de force. La formule (12) montre que, pour m = 1, le poids p = g, cest- 
a-dire que le poids d’un corps, qui posséde l’unité de masse, contient g unités 
de poids. Quand on choisit arbitrairement l’unité de masse, on doit prendre 


aN a 5 5 5 ° I ., 
comme unité de poids (ou de force), le poids d’un corps qui contient Fico 


de masse. Si par exemple, on prend comme unité de masse, lune des masses 
suivantes : le gramme, la livre, le zolotnik (page 87), etc., Vunité de poids 


, . I ° ° 
(ou de force) est égale & A gramme, livre, zolotnik, etc. 


1 
La formule (12) montre en outre que pour p = 1, la masse m = re c’est- 


a-dire qu’un corps, dont le poids est égal & l’unité de poids ou de force, 


Oo 


\ I oar . ona es poe SCs : 
possede ji unité de masse. Si on choisit arbitrairemeut l’unité de poids, gn 


doit prendre, pour unité de masse, la masse d’un corps qui possede g unités 
de poids. Par la dénomination de gramme, livre, zolotnik, etc., on entend 
parfois le poids d’un centimétre cube d'eau pure (voir page 87), et de certains 
autres corps, qui sont en réalité des étalons de masse. En prenant le gramme 
ou la livre pour unité de poids (ou de force), on doit prendre pour unilé de 
masse g grammes ou q livres. 

Nous avons déji appris & connaitre dans la premitre Partie, pages 37, 38 
et 39 les notions de densité D d'un corps mesurée par le poids de V'unilé de vo- 
lume, de densité moyenne et de densité en un point donné. Nous appellerons 
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parfois la densité D, pour la distinguer de la densité de masse 4, la densité de 
poids. Nous avons, d’aprés (12), 


(12, a) D790 


7. La troisiéme loi du mouvement. — La troisi¢me loi du mouve- 
ment a été formulée par Newron de la manit¢re suivante : « Actioni contrariam 
semper et aqualem esse reactionem : sive corporum duorum actiones in se 
mutuo semper esse zquales et in partes contrarias dirigi » ; autrement dit, 
Paetion et la réaction sont toujours égales en grandeur et opposées en direction ou 
encore, les actions de deux corps l'un sur l'autre sont loujours égales el dirigées 
en sens contraires. 

Quand deux corps A et B agissent l’un sur l’autre, les deux forces qui 
par suite sont exercées sur ces corps, sont égales entre elles et dirigées en sens 
contraires. 

On doit distinguer deux cas dans l’action mutuelle des corps. 

1. Deux corps se touchent et exercent l’un sur l’autre une pression. Une 
pression sur un corps physique produit toujours un changement dans sa 
forme, par exemple une diminution de volume; dans ce cas, les molécules 
du corps tendent a revenir 4 leur position initiale, c’est-a-dire a rétablir la 
forme primitive du corps. C’est cette tendance qui donne naissance & la réac- 
tion ou contre-pression du corps soumis & une pression. Le corps, sur lequel 
agit directement la force donnée f et qui exerce la pression, subit aussi un 
changement de forme. Chacun des deux corps qui se touchent exerce donc 
une pression sur l’autre et ces deux pressions sont égales en grandeur et 
opposées en direction. 

Si la charge A presse sur la surface horizontale du corps B avec une cer- 
taine force f, la tendance du corps B a reprendre sa forme (a faire disparaitre, 
par exemple, la dénivellation produite) donne naissance a une pression (de 
bas en haut) de ce corps sur le corps A égale a f. Si un corps A:est suspendu 
aun fil B, ce dernier est tendu avec une certaine force égale au poids du 
corps A ; le fil étendu B agit avec la méme force sur le corps A en tendant a 
se raccourcir 4 sa longueur primitive. Si un gaz est renfermé dans un vase, 
il produit sur les parois du vase, par suite de sa tendance a se dilater, une 
certaine pression f par unité de surface; sous l’action de cette pression, le 
vase se dilate un peu et sa tendance a reprendre sa forme primitive se traduit 
par une pression f sur l'unité de surface du gaz. 

2. Les corps ne se touchent pas ; cependant, la présence du corps A en un 
endroit déterminé de l’espace doit étre considérée comme la cause de la force f 
qui agit sur le corps B. L’observation nous conduit & penser que, dans tous 
les cas semblables, la présence de B & l’endroit qu'il occupe est la cause d’une 
force agissant sur le corps A, égale en grandeur a f, mais de direction opposée. 
Ceci s’applique a tous les cas d'action mutuelle dans lesquels le réle du milieu 
intermédiaire transmettant l’action d'un corps sur l'autre n’est pas encore 
expliqué, nolamment aux phénoménes de la gravitation universelle, aux phé- 
nomenes électriques et magnétiques. La force avec laquelle la Terre attire 


r= - 
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une pierre ou la Lune est égale a la force avec laquelle la Terre est elle-méme 
atlirée par la pierre ou par la Lune dans une direction contraire; la Terre 
acquiert ici en effet une variation d’accélération d’autant plus petite que sa 
masse est plus grande que celle de la pierre ou de la Lune. Ceci s’applique 
également a l’action mutuelle des corps électrisés et des corps magnétiques, a 
l’aclion mutuelle des corps parcourus par des courants électriques, et enfin a 
l’'action mutuelle des courants électriques et des aimants. } 

De la troisitme loi da mouvement, on tire comme conséquence que si les 
corps agissant l'un sur l’autre sont libres, et si chacun d’eux n'est soumis 
qu’a linfluence de l’autre, ils se meuvent avec des accélérations inversement 
proportionnelles a leurs masses. 

La troisiéme loi conduit encore a la notion trés importante de force d’inertie. 
Considérons un corps qui suit une trajectoire donnée, avec des circonstances 
de mouvement completement déterminées ; 4 chaque instant doit agir sur le 
corps une certaine force, ayant méme direction que l’accélération totale w et 
égale 4 mw. D’aprés la troisieme loi du mouvement, le corps oppose a cette 
force une réaction égale et contraire ; c’est a cette résistance contre l’accéléra- 
tion que l’on donne le nom heureusement choisi de force d’inertie ; elle nous 
permet, en effet, de reconnaitre l'inertie de la matiére en mouvement (c’est- 
a-dire sa tendance au mouvement rectiligne et uniforme). 


8. Impulsion et quantité de mouvement. — Supposons que la force f, 
constante en grandeur et en direction, agisse sur le corps A pendant un 
certain temps ¢. Nous dirons dans ce cas que le corps A a subi une wnpulsion. 
Une impulsion est une grandeur de nature particuliére (sui generis), que” 
nous supposerons proportionnelle a la force f et au temps ¢. On peut prendre; 
comme unité de l’impulsion K, limpulsion relative 4 une force quelconque 
agissant pendant une durée quelconque. Nous avons dans ce cas, d’une ma-— 


_niére générale, K = Cft. Si nous faisons C = 1, c’est-a-dire si nous posons _ 


(13) K = fl, 


nous devons prendre, pour unité d’impulsion, Vimpulsion relative a l’unité de 
force agissant pendant l’unité de temps. 

Si la force varie en grandeur et en direction, divisons le temps /, pendant 
lequel elle agit, en un trés grand nombre de petites parties At. Nous pouvons 
considérer la force f comme constante dans chacun des petits intervalles de 
temps Al, et l’erreur ainsi commise est d’autant plus petite que le nombre 
des parties en lesquel‘es nous avons divisé le temps t est plus grand, c’est-a- 
dire que Af est plus petit. Nous appellerons l’impulsion pendant le temps At, 
c’est-a-dire la grandeur fAl, une impulsion élémentaire. En la désignant sym- 
boliquement par AK, on a 


(14) AK = fAt; 


nous appellerons la valeur limite, vers laquelle tend la somme géométrique 
des grandeurs AK — /At, quand le nombre des parties Aft augmente indéfi- 


° 
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niment, limpulsion K de la force variable pendant le temps 1, Ceci peut 
s‘exprimer symboliquement de la maniére suivante : 


(15) he lim MAK = lim ff At = { ja. 


Introduisons encore une nouvelle grandeur sui generis, que nous appelle— 
rons quantilé de mouvement. Nous supposons cette granJleur proportionnelle a 
la masse m et a la vitesse v du corps. Nous pouvons prendre, comme unilé 
de quantité de mouyement, la quantité de mouvement d'une masse arbitraire, 
qui se meut avec une vitesse quelconque. Dans ce cas, la valeur numérique 
L de la quantité de mouvement d’une masse m, qui posstde une vitesse v, 
s’exprime par la formule L = mv. En faisant C = 1, nous devons prendre, 
pour unifé de quantité de mouvement, la quantité de mouvement de I’unité de 
masse se mouvant avec l’unité de vitesse. On a alors 


(16) L = mv. 


La grandeur L est un vecteur (page 50) qui a la direction de la vitesse v. Si 
la vitesse v recoit un accroissement géomélrique Av, la quantité de mouvement 
recoit aussi un accroissement géométrique 


(17) AGS plu 


quia la direction de la vitesse Av. La nouvelle valeur de la quantité de mou- 
vement est représentée par la diagonale du parallélogramme construit sur L 
et AL. 

Revenons a la seconde loi du mouvement exprimée par la formule (1), 
page 85, que nous avons écrite sous la forme (3). Si l’on compare la for- 
mule (5) avec la formule (2), on voit clairement que le coefficient c = m, la 
masse du corps. On peut donc écrire (3) sous la forme 


(18) JAt = mAv. 


Si maintenant. nous comparons (18) avec (14) et (17), nous voyons que l’on 
peut écrire la premicre de ces formules sous la forme 


(19) AK = A 

et que la seconde loi du mouvement conduit 4 ce nouvel énoncé : [’impulsion 
élémentaire d'une force est mesurée par V'accroissement géométrique de la quan- 
tité de mouvement. 


Si nous formons la somme géométrique des grandeurs fat et mAuv, qui 
entrent dans (18), et si nous tenons compte de (15) et de (17), nous obtenons 


(20) K =lim )7 At = lim im Av = lim MAL; 
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autrement dit, U'umpulsion d’une force pendant un intervalle de temps quelconque 
esl mesurée par la variation géométrique de la quanlité de mouvement. 

Ce théoréme se simplifie dans le cas particulier suivant. 

Le mouvement est rectiligne, la force a la direction du mouvemement. — Dans 
ce cas Av est égal A l’accroissement algébrique Av de la vitesse; la somme des 
accroissements algébriques de cette grandeur n’est pas autre chose que son 
accroissement total, c’est-a-dire la diflérence entre sa nouvelle valeur ef sa 
valeur primitive. Si la vitesse a varié, pendant le temps ¢, de v, a v2, la;for- 
mule (20) donne alors a 


(21) Ke lim» fat = mv,— Mm. ‘ 


Dans le cas du mouvement rectiligne, Vimpulsion d'une force pendant un wler- 
valle de temps quelconque est mesurée par U'accroissement algébrique de la quan 
tite de mouvement. 

Le méme résultat s’étend au cas ou la force a une direction constante et ou 
par conséquent les accroissements géométriques Av, ont la méme direction. 

Vérifions la formule (21) dans le cas du mouvement rectiligne uniformé- 
ment accéléré ot Paccélération w et par conséquent aussi la force f sont des 
grandeurs constantes, et ou l’accroissement de vitesse est v. — v, = wl. La 

B formule générale f = mw donne ft = mwl = mv, 

—- mv. 
Vérifions encore la formule (20) dans le cas 
B  d’un mouvement circulaire uniforme de vitesse v, 
le rayon du cercle étant R. Calculons d’abord Vim- 
pulsion totale de la force pour le temps ¢, pen- 
dant lequel le point parcourt l’are AB = s =\Ra 
(fig. 19), o4 « = AOB. Dans le mouvement circu- 


vy Ar Jaire uniforme, l’accélération w est déterminée par 
2 
i Se et v 
Big. 19 la formule (30), page 73, c’est-a-dire par w = R? 
elle est dirigée vers le centre. Il en résulte que la force f est constamment 
dirigée aussi vers le centre et qu’elle est égale en grandeur A 


mv? 
22 a . 
(22) fam 
’ 
Introduisons au lieu du temps l’angle «; de Ra = s résulte « = - = . 


Par conséquent 


(22, a) K=lim > jai — lim i movAa. 


LD N A ’ -' hd , , bd 
Pour trouver lim » mAv, c’est-a-dire la somme géométrique des accroisse- 


ments géométriques de la quantité de mouvement, menons A partir dun 
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point arbitraire O (fig. 20) les droites OC et OD égales et paralléles a 
AA, = BB, =, et tracons entre les points C et D V’hodographe du point 
pendant son mouvement suivant !’arc AB. Il est évident quaeCOD — AOB = «a. 
L’are d’hodographe CD est un arc de cercle; les éléments 


de cet arc ne sont pas autre chose que les accroisse- D av 
ments géométriques Av de la vitesse (voir, page 75). ~ 

Chacun de ces éléments est égal a vAx; par conséquent ze 
la somme géométrique des accroissements géométriques 

de la quantité de mouvement est Fig. 20 

22, b lim Qf =lim V mao = lim vAx. 

(22, b) » , N mvAx 


Les égalités (22, a) et (22, b) montrent l’exactitude de la formule (20) pour 
le cas considéré. La somme géométrique des accroissements vAx est égale a la 
corde de l’arc CD ; pour une révolution compléte du point sur la circonfé- 
rence, l’impulsion K est donc nulle. 

Le cas précédent nous conduit a ]’interprétation géométrique suivante du 
cas général. Menons par l’origine O un vecteur OR égal et paralléle & la force 
appliquée au point en mouvement et un vecteur OR’ égal et paralléle a la 
quantité de mouvement de ce point. La vilesse du point R’ est a chaque instant 
égale et paralléle a R. 

Dans la 1" Partie, § 44, nous avons défini le moment d’un vecteur autour 
d’un point. Nous pouvons prendre comme vecteur soit une force, soit une 
vitesse, et nous introduisons ainsi la notion de moment! d'une force par rapport 
a un point. dont nous verrons plus loin l’utilité (§§ 44 et 12, pages ror, 105), 
et un autre élément non moins important dans la Mécanique, le moment de la 
quantité de mouvement par rapport a un point. A l’égard de ces moments, s’é- 
tablit une proposition entitrement analogue a la précédente. Soit OG le 
moment de la force appliquée 4 un point en mouvement par rapport au point 
QO et OG’ le moment de la quantité de mouvement par rapport a la méme 
origine : le point G’ posséde a chaque instant une vitesse égale et paralléle a OG. 

Cette proposition se déduit des considérations suivantes. Le moment d’une 
vitesse par rapport 4 un point O est le double de l’aire du triangle qui a 
pour base la vitesse et pour sommet le point O; or, si on désigne par p la 
hauteur de ce triangle, on a ; Df : p Ee c’est-a-dire Ja dérive par rap- 
port au temps de l’aire décrite autour de l’origine O par le rayon vecteur du 
point en mouvement. Brver a donné a cette dérivée le nom de vitesse aréolaire. 
Représentons la vitesse aréolaire par un vecteur perpendiculaire au plan 
passant par le point O et la vitesse. Il résulte immédiatement des théorémes 
connus sur la projection des aires que l’accroissement géométrique de la vitesse 
aréolaire est égale au moment de l'impulsion, énoncé équivalent a celui que 
nous avons donné plus haut. 

On peut aussi considérer, dans ce qui précéde, ce que nous avons appelé 
(1° Partie, § 44) le moment d'un vecteur autour d’un axe; on se trouve alors 
conduit au théoréme suivant : la dérivée par rapport au temps du moment de la 
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quantité de mouvement par rapport a un axe est éyale au moment de la force 
appliqaée au point en mouvement par rapport aa méme ave. Quand ce second 
moment est nal, on obtient un résultat particuliérement intéressant. Consi- 
dérons l'aire engendrée par le rayon vecteur, qui a pour origine le point ou 
l'axe perce un plan perpendiculaire et pour extrémité la projection sur ce 
plan du point en mouvement. Cetle aire est proportionnelle au temps employé a 
la déerire ; on appelle ce théoreéme le principe des aires; il est analogue de la 
premiere lot lu mouvement. ut 


9. Forces instantanées ou Percussions. — On appelle force instan- 
fanée ou percussion, une force dont laction dure un intervalle de temps si 
court z, qu’on ne peut observer cette action, aux différents instants du temps ¢, 
que dans des circonstances exceptionnelles, c’est-a-dire qu’avec l'aide d’ins- 
truments compliqués spéciaux. Durant le temps z, la force f, sans changer de. 
direction, varie constamment en grandeur; elle part de zéro & Vorigine du 
temps 7 et revient 4 la méme palsy zéro ala fin de ce temps. Des faces de 
cette nature se manifestent dans le choc des corps, dans l’action d’un courant 
instantané (par exemple, induit) sur une aiguille aimantée, etc. La force f, 
variant d’une maniére continue dans le temps +, produit une accélération qui. 
varie également d’une maniere continue. Mais en raison de la durée exeessi- 
vement courte de l’action de la force, on n’arrive pas a observer cette accélé- 
ration variable, et tres souvent, pour la méme raison, la valeur variable de la 
force elle-méme ne peut non plus étre considérée. Nous pouvons observer la 
vitesse, ef par conséquent la quantité de mouvement, avant et aprés Paction 
de la force instantanée. Si nous désignons maintenant par F limpulsion 
totale de la force variable f pour lintervalle de temps +, et si nous supposons 
que la force f ne varie pas en direction pendant le temps +, nous pou¥ons 
égaler F & l'accroissement géométrique total de la quantité de mouvement. 
Trés souvent, l’impulsion F est prise comme mesure de Vaction de la per- 
cussion, et parfois méme on Pappelle la grandeur de la percussion. 

La grandeur d’une percussion est mesurée par la variation geonselr ique de la 
quantité de mouvement du corps sur lequel elle agit. 

Quand la vitesse du corps a, pendant le temps z, la direction de la force f 
elle-méme, la grandeur F de !a force instantanée est mesurée par la diflé- 
rence des quantités de mouvement, avant et aprés son action, voir (21). 

A la proposition que nous venons d’énoncer, s’ajoute naturellement, 
d’apres ce que nous avons dit & la fin du § 8 relativement au moment de la 
quantilé de mouvement, cet autre théoréme : 

La variation de la quantité de mouvement d'un point par rapport & un are est 
égale au moment de la percussion par rapport a cel are. 

Nous reviendrons plus tard sur la théorie des percussions, quand nous nous 
occuperons de I’étude du choc des corps. 


10. Le Systeme d’unités C. G. S. — Nous avons vu (page 24) que si, 
au coefficient de proportionnalité C, qui entre dans les formules physiques 
exprimant la dépendance entre les valeurs numériques de diverses grandeurs 
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physiques, on attribue une valeur déterminée, par exemple C = 1, l’unité de 
l'une de ces grandeurs s’impose d’elle-méme, quand les unités des autres 
grandeurs sont déja choisies. Si, dans une série de formules physiques, dont 
chacune renferme une nouvelle grandeur n’entrant pas dans les formules 
précédentes, nous faisons les facteurs de proportionnalilé égaux a 1, nous 
construisons un sysléme d’unités. On constate que l’on peut construire un tel 
systeme, en choisissant arbitrairement les unités de trois grandeurs, indépen- 
dantes les unes des autres, c’est-a-dire telles qu’aucune d’elles ne puisse ¢ire 
déterminée par les deux autres. Ces trois unités s’appellent les unités fonda- 
mentales. Les unités des autres grandeurs, que l’on obtient en égalant a Lunité 
les coefficients de proportionnalité, s’appellent les unilés dérivées; on les 
appelle aussi unités absolues, mais le choix de ce terme n’est pas heureux. 

On peut choisir les trois unités fondamentales de bien des maniéres ditlé- 
rentes ; ainsi, par exemple, on peut construire un systeme d’unilés absolues 
a l'aide des unités fondamentales de longueur, vitesse et force, ou de masse, 
temps et accéléralion, etc. En partant de trois mémes unités fondamentules 
d’une nature déterminée, nous pouvons encore oblenir une infinité de sys- 
temes différents d’unités dérivées, en changeant les valeurs absolues des trois 
unités fondamentales. 

Dans ce qui suit, nous supposerons que l’ona pris, comme unilés fonda- 
mentales, les unités de longueur /, de masse m et de temps ¢, Nous préterons 
une altention particulitre au casoul’on prend pour uniléde longueur le centi- 
metre (C), pour unité de masse le gramme (G) et pour unité de temps la 
seconde (5S). Le systeme d’unités absolues construit avec ces unités de longueur, 
de masse et de temps s’appelle le systéme C.G.5., et les unités dérivées 
elles-mémes s’appellent unités C. G. S. 

L’unité C. G. S. de surface est le centimetre carré; l'unité C. G. 3S. de 
volume est le centimétre cube. 

Viresse.— En supposant dans la formule (3), page 65, le coefficient C = 1, 
cest-a-dire en prenant (4), nous devons prendre, pour unité absolue de vitesse, 
la vitesse d’un point qui parcourt l’unité de longueur dans l’unité de temps. 

Lanilé C.G.S. de vitesse est la vitesse d’un point qui parcourt un centi- 


métre dans une seconde. La lumicre parcourt 300000 kilométres dans une 
seconde, par conséquent 


(23) la vitesse de la lumiere v — 3.10! unités C. G. S. de vitesse. 


Accétération. — En faisant C = 1 dans (17), page 70, c’est-a-dire en 
déterminan! w par la formule (18), nous devons prendre, pour unité absolue 
d’accélération, Vaccélération d’un mouvement dans lequel la vitesse croit 
d’une unité de vitesse dans Il’uniié de temps. 

Lunité C.G.S. d’accélération est Vaccélération d’un mouvement dans 
lequel la vitesse croit dans une seconde de l’unité C.G.S. de vitesse, c’est-a- 
dire d’un centimétre par seconde. En chute libre, la vitesse, dans une 
seconde, croit de 981 centimétres par seconde, En ‘désignant I’accélération 
en chute libre par g, nous avons donc 


(24) g = 981 unités C. G.S, d’accélération. 
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La formule (30), page 73, montre que l’unité C.C.S. d’accélération est 
aussi l’accélération d'un point, qui se meut sur une circonférence de rayon 
égal A 1 centimétre, avec une vitesse de 1 centimétre par seconde. 

Rotation. — Un corps qui tourne de l’unité d’angle (57°, 29...) dans lumité 
de temps posstde l’unité absolue de vilesse angulaire (voir 4o) et (41), 
page 76. Un corps qui tourne de l’unité d’angle dans une seconde posstde 
lunité C. G. 8. de vitesse angulaire. Un corps, dont la vitesse angulaire croit 
de l’unité absolue de vitesse dans l’unité de temps, possede l’unité absolue 
d'accéléralion angulaire, (voir (45), page 78. Un corps dont la vitesse angu- 
laire croit de Punité C. G. 8, de vitesse angulaire dans une seconde posséde 

“Punité C, G. 8. d’accélération angulaire. 

Force. — En posant GC = 1 dans (4), page 87, cest-a-dire en prenant 
(5), nous devons prendre pour unité absolue de force, la force qui donne a 
Vunité fondamentale de masse l’unité absolue d’accélération. 

Liunilé C. G. S. de force (et par conséquent de poids) est une force sous Pin- 
fluence de laquelle le gramme-masse acquiert Uunité C. G. S. d'accéléralion, de 
sorte que sa vitesse en chaque instant croit de un centimetre par seconde. Cette 
force a recu Je nom de dyne. Un million de dynes forment une mégadyne. 
Comparons la dyne avec l’unité francaise de force ou de poids bien connue, 
appelée gramme. Pour cela, comparons les actions de ces deux forces, dyne ct 
gramme, sur un méme corps ayant la masse d’un gramme. II résulte de la 
délinition méme que le gramme-masse soumis a la force d'une dyne acquiert 
une unilé C. G. 8, d’accélération. Le méme gramme-masse, sous l’influence 
de la force d’un gramme, c’est-a-dire sous l’influence de son poids a !a surface 


dela terre, acquiert une accélération g = 981 unités C. G, S. d’accélération, 


voir (24). I en résulte que 


EB) \ I gramme = g8t dynes, 
& ( t dyne = 0,000 102 grammes, 

‘IL n'est pas besoin d’ajouter ici qu’il s’agit de la force et non de la masse 
d'un gramme, car la dyne est une force, et on ne peut comparer entre elles 
que des grandeurs de méme espéce. On peut prendre approximativement 
(avec une erreur d’environ 2°/,) la dyne comme égale a un milligramme- 
La mégadyne est égale a 1,02 kilogrammes. 


> 11h = ran — : ’ a 1 
Densiré pe Masse. — En posant C = 1 dans (6), page 89, c’est-a-dire em, 


prenant (7), nous devons prendre pour unité absolue de densité, la densité 
d’un corps qui contient l’unité de masse sous Vunité de volume. L’unité 
C. G. 8. de densité est la densité d’un corps qui contient la masse d’un 


gramme sous un centimetre cube. Il en résulte que U'unité C. G. S. de densité 


est approwimativement la densité de l'eau a& 4° et que les densités tabulaires, - 


comme on les appelle (page 39), des différentes substances, c’est-a-dire leurs. 
densités 4 0°, par rapport 4 l’eau A 4°, sont exprimées en unités qui différent. 
peu de l'unité C. G. S. de densité. 


Deysiré pe porws. — La densité de poids absolue est une grandeur variable, . 
car elle est égale au poids (exprimé en unités absolues de force) de l’unité 
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absolue de volume de la substance; la densité de poids C. G. S. de l'eau & 4° 
est égale A g exprimé en unités C. G. S. (par exemple g = 981). La formule 
(12,a) de la page 93 concorde entitrement avec ceci. 

La densité de poids tabulaire, numériquement égale 4 la densité de masse 
tabulaire (légérement différente de la densité C. G. S.), s’obtient en prenant 
pour unité de poids, et par conséquent pour unilé de force, le poids d'un 
centimetre cube d’eau a 4°. Ce poids est trés peu différent de l'unité francaise 
de poids et de force, appelée gramme. Il est clair par la que la densité de poids 
tabulaire ne peut s’exprimer aisément avec n’importe quelles unités absolues. 

ImpULsIon ET QUANTITE DE Mouvement. -— La formule (13) de la page 94 
montre que l’unité absolue d’impulsion s’obtient quand l'unité absolue de force 
agit pendant l’unité de temps. L’unité C. G. 8S. d’impulsion est Vimpulsion 
d'une dyne agissant pendant une seconde. 

Il résulte de la formule (16) page 95, que l’unité de masse qui se meut avec 
lunité absolue de vitesse posstde lunité absolue de quantité de mouvement. 
Le gramme-masse, qui se meut avec une vitesse de un centimétre par seconde, 
possede lunité C. G. S. de quantité de mouvement. 

Dans le cas le plus général, voir (20), page 95, sous l'influence de l’unité 
C. G. 8S. dimpulsion, l’accroissement géométrique de la quantité de mouve- 
ment est égal a Punité C. G. S. de quantité de mouvement. Quand la force 
ala direction du mouvement, voir (21), page 96, l'unité C, G.S.d’impulsion 
produit Vunité C. G. S. de quantité de mouvement. 

L’unité absolue de force instantanée produit l’unité absolue d’accroissement 
géométrique de la quantité de mouvement. 


41. Composition (addition) et décompcsition des forces concou- 
rantes ou paralléles. Couples. — Toute force a une grandeur el une 
direction déterminées. Le point, sur lequcl elle agit directement, s’appelle son 
point application. Une force est un vecteur cl par conséquent peul ¢étre 
représentée par une fléche (voir page 5o). 

Quand deux forces, égales en grandeur et de directions contraires, agissent 
sur un corps physique solide, et que leur direction coincide avec celle de la 
droite qui joint leurs points d’application A et B (par exemple, P et P ou Q 
et Q, fig. 21), elles produisent certains déplace- 
ments des particules 4 l‘intérieur du corps: une 
extension (P, P) ou une compression (Q, Q). 
Tout ce qui suit se rapportera au corps qu’on ap- 
pelle invariable, c’est-a-dire 4 un corps tel que 
les déplacements intérieurs que l’on vient de 
mentionner et la variation de la distance AB qu’ils 
entrainent, n’existent pas (cas idéal) ou sont si 
petits qu’on peut les négliger. Nous dirons dans 
ce cas que les deux forces données se détruisent mutuellement. Un corps 
invariable possede la propriété fondamentale suivante : on peul déplacer le 
point @application d'une force agissant sur un corps invariable, en un point quel- 
conyue situé sur la direelion de la force elle-méme et appartenant au corps, sans 
changer V’aclion de la force sur le corps. 


Fig 21 


5 
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Il ne faut pas perdre de vue que toutes les conséquences de Ja substitution 
d'une ou plusieurs forces 4 une ou plusieurs autres forces dont les points 
d’application ne coincident pas avec ceux des nouvelles forces, s'appliquent 
exclusivement au corps invariable. 

Quand plusieurs forces peuvent étre remplacées par une seule, les premiéres 
s’appellent composantes, la derniére résultante. ; 

La résultante d'un nombre quelconque de forces ayant méme point d’application 
est égale a la somme géomélrique des forces données. Elle est représentée par 
le coté qui ferme le polygone construit suivant la régle du polygone des vec- 
teurs, page 52, c’est-a’-dire du polygone dont les autres cétés sont égaux et 
~ paralldles aux forces composantes, La résultante de deux forces est représentée 
par la diagonale du parallélogramme dont les deux forces données sont les 
deux cotés, celle de trois forces est représentée par la diagonale du parallélé- 
pipede dont les trois forces données sont les trois arétes. 

On peut décomposer une force donnée en deux, trois ou un plus grand 
nombre de composantes ayant méme point d’application que la force donnée. 
On peut, par exemple, remplacer une force donnée f, par trois forces f,, fy» f: 
paralléles 4 des axes de coordonnées dans l’espace. 

Nous avons vu que, dans le cas général du mouvement d’un point sur une 
courbe plane, l’accélération w peut étre décomposée en une accélération tan- 
gentielle w,, et en une accélération normale w, 
(voir (31), page 74). On peut décomposer la 
force motrice f (fig. 22), qui est égale a mw 
et coincide en direction avec w, en une compo- 
sante f,, ef une composante normale f,. On 
voit sur la figure 22 que les trois forces f, f; et 
J, sont proportionnelles aux trois accélérations 


w, w, et w,. Il en résulte que f, == mw, et 
f, = muw,, c’est-a-dire que l’on peut consi- 


Fie. 22 


dérer respectivement les composantes tangen 
tielle et normale, comme la cause des accélérations tangentielle et normale ; 
la premitre de ces forces produit la variation de la vitesse en grandeur, la 
seconde, la variation de la vitesse en direction. La formule (31), page 74. 
donne pour la composante normale : ; 


1m? 


(26) | fos He ’ 


L'iimpulsion f,A¢ de la force f, est égale 4 l’accroissement mAv en grandeur 
de la quantité de mouvement. 

La résultante de deux jorces paralléles et dirigées dans le méme sens P = AC. 
et Q = BD (fig. 23) est égale 4 leur somme (R = EF = P + Q) et améme 
direction qu’elles. Son point d’application E partage la distance AB en par- 
ties inversement proportionnelles aux forces adjacentes, et l’on aP : Q=EB 
: EA. Introduisons en effet une nouvelle grandeur, que nous appellerons le. 
moment de la farce par rapport @ un plan donné, et qui est mesurée au moyen du 


a 
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produit de la force par la Jongueur de la perpendiculaire abaissée du point 
d’application de la force sur le plan. Démontrons que le moment de la résul- 
tantede deux forces paralldles, par rapport & un plan quelconque, est égal 
a la somme des moments des composantes. 
Prenons, pour plan de la figure 23, le plan passant par AEB et perpendi- 
culaire au plan donné MN: les forces P, Q et 
R peuvent ne pas étre situées dans le plan de M 
la figure. Désignons par p, q et r les perpendi- 
culaires abaissées de A, B et E sur le plan MN. 
I] faut démontrer que Pp + Qq = Rr. On voit 
sur la figure que Pp + Qq = Pir — GE) 
+ Q(r + HB) = (P + Q)r+ Q. HB — P. 
GE: ; mais = te oR é d’oa Q. HB=P. 
GK. Il reste donc Pp + Qqg= (P + Q)r = Rr. 
Si nous avons un systéme de forces paralléles P;, de résultante R, et si nous 
désignons par p; et r les perpendiculaires abaissées des points d’applicalion 
des forces sur un plan arbitraire, on a: 


(27) * R= Ps Re Pri. 
La résullante R de deux forces paralléles P el Q (fig. 24), durigées en sens con- 
irgires, est égale & leur différence R= Q — P et dirigée dans le sens de la 
plus grande force, Son point d’application 
C se trouve sur le prolongement de la droite 
AB, du coté de la plus grande force, et l’on 
aP:Q=CB: CA. Si l’on donne aux 
forces P et Q des signes contraires, on dé- 
montre que dans ce cas le moment de la 
‘ ** résultante est encore égal a la somme (algé- 
oe i>... /*  brique) des moments des composantes, c’est- 


Sas tee is a-dire que Rr=Qq — Pp, otp, q et r 
“S__ sont les longueurs des perpendiculaires 


“N abaissées des points A, B et C sur le plan 

MN. On voit sur la figure que Qqg — Pp =Q 

(r — CF) — P (r— CG) = (Q — P)r + P.CG — Q.CF. Mais O=Ac= 
CF ; : 

iy? 

Il reste done 


d’ou P.CG = Q.CF. 


QOq — Pp = (Q— P)r = Rr 


Il en résulte que les formules (27) restent vraies pour le cas d'un systeme 
_ queleonque de forces paralléles, dont les unes ont une direction contraire de 


celle des autres. 
Le point d’application de la résultante d'un systéme de forces paralléles 
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s'appelle le centre du systéme de forces paralléles. Supposons donné un systéme 
de forces paralléles P;; soient «;,y;,2; les coordonnées du point d’application 
de la force P;. et X, Y, Z celles du point d’application de la résultante 


Re DP : Kn prenant le plan de coordonnées yz pour plan des moments, 


euld «sii 


nous avons, au lieu de (27), . 
- @ 
RX = \ P,a;. 
Nous obtenons deux formules semblables, en prenant les moments par 
rapport aux plans de coordonnées xz et ay. En remplacant R par la quantité 


i 
‘N P;, nous obtenons : 


(28) oo da bye aPer Meee Pe 
Ne Sp, SP; 
somes coud 


a= 


Nous voyons que les coordonnées du centre ne dépendent que de la grandeur 
des forces P; et de la position de leurs points d’application ; mais la position du 
centre des forces paralléles ne depend pas de la direction des forces, et elle reste 
invariable si on rend toutes les forces P; un méme nombre de fois plus grandes ou 
plus petiles. é 

On appelle couple, ’ensemble de deux forces P = AP et P = BP (fig. 25) 
égales et paralléles, mais dirigées en sens contraires. 
On peut toujours disposer les forces dont se compose 
A 2 :¢ un couple de telle fagon gu’elles soient perpendiculaires a 
|,, la droite qui joint leurs points dapplication., II suffit pour 
iB cela de mener AC perpendiculaire a AP et de trans- 


18 


porter le point d'application de la force BP, de B en C. 
a. La droite AC =a s’appelle le bras du couple. 


§. 29 


Introduisons une nouvelle grandeur physique, que nous 
appellerons moment du couple, et que nous supposerons proportionnelle aux 
forces P du couple et 4son bras a. En prenant pour unité de moment d'un 
couple, le moment d’un couple quelconque, nous obtenons, pour la valeur nu- 
mérique M du moment d’un couple, M = GPa. En faisant C = 1, c’est-d-dire 
en posant 


(29) Mi== Pat 


tious devons prendre, pour unité absolue de moment d’un couple, le moment 
d’un couple dont chacune des forces est égale a l’unité absolue de force et 
dont le bras est égal a Punité de longueur. L’unilé C. G. S de moment d'un. 
couple est le moment d’un couple composé de deux dynes qui se trouvent Ala 
distance d'un centimétre l’une de l'autre. Un couple tend & produire un mou- 
vement de rotation du corps auquel il est appliqué. Si l’on éléve, sur le plan 
du couple, une perpendiculaire égale au moment du couple et dirigée du 
~edté dou l'on voit la rotation produite par le couple s’elfectuer dans le sens 


\ 
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de rotation des aiguilles d’une montre, on obtient ce que l’on appelle lave du 
couple. A l’aide de leurs axes, on peut composer deux couples en un seul, 
V'axre du couple résultant étant la diagonale d'un parallélogramme dont les cétés 
sont formés par les axes des couples données. 

On établit d’abord aisément que deux couples quelconques, dans le méme 
plan ou dans des plans paralléles, sont en équilibre, si leurs moments sont 
égaux et s’ils tendent a produire des mouvements de rotation en sens contraires ; 
si ces mouvements sont de méme sens, les deux couples sont par suite 
équivalents. Cela posé, soient deux couples quelconques, dont Jes plans 
supposés perpendiculaires au plan de la figure auront pour traces AA’, 
BB’ (fig. 26). Soient OL = P l’axe du premier couple, OM = Q celui du 
second, OR la diagonale du parallélogramme con- 
struit sur OL et OM. Portons OK = P sur OB, 
OF = Q sur OA ; ces longueurs peuvent étre prises 
respectivement pour bras des deux couples considé- 
rés. Les forces des couples seront ainsi perpendicu- 
laires au plan de la figure ; mais les deux forces en 
O s’équilibreront et il restera un couple de bras EF. Fig. 26 
Les triangles EOF et OLR étant égaux, on voit que OR est bien l’axe du 
couple résultant. 


Des couples en nombre tout a fait quelconque peuvent donc étre réduits a 
un couple unique exactement par le méme procédé qu’un nombre quelconque 
de forces concourantes, c’est-a-dire par addition géométrique des axes. 


42. Composition d'un systéme de forces quelconques. — Avant 
détablir les conditions d’équilibre d’un systéme tout & fait quelconque de 
forces appliquées 4 un corps invariable, nous considérerons quelques cas 
particuliers. 

1. Une force et un couple, dans le méme plan ou dans des plans paralléles, 
peuvent étre réduils a une force unique. Prenons le plan du couple pour plan 

de la figure et soit Gson moment; soit F la force, agis~ 


ic santsuivant la ligne OA dans le méme plan (fig. 27). 


A Transformons le couple de maniére que chacune de ses 
ae wr , Gye 
- i < forces soit égale a F, que son bras OO! = pp Soil perpen- 
¥ diculaire a OA et que la force du couple appliquée en O 
x agisse suivant la méme ligne que F, mais dans le sens 
opposé. Les forces en O s’équilibrent et il reste la seule 
Fig. 27 


force F appliquée en O’, 
2. Un couple et une force oblique sur le plan de ce couple peuvent étre réduits 
a un couple plus petit, dans un plan perpendiculaire a la Jorce, el a une force 
 égale et paralléle a la force donnée. Soient OA la ligne d’action de la force F, 
OC laxe du couple de moment G, @ l’angle AOC (fig 28). Menons OB per- 
pendiculaire 4 OA. Le couple G peut étre décomposé en deux couples, l'un 
G cos 0 agissant autour de l’axe OA, l’autre G sin 6 autour de l’axe OB. Or, 
G sin 9 agit dans le méme plan que la force donnée F, et un tel systtme se 
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\ 


réduit 4 une force unique. Cette derniére égale a F n’agiva pas en O suivant 
la ligne OA, mais suivant une ligne paralléle hors du plan de la figure. Le 
systeme donné est donc réduit a un couple plus petit G cos 6 et a une force, 
suivant une ligne que Pornsor a appelée l’axe central du systtme 

3. Un systeme quelconque de forces peut élre réduit a une force et a un couple. 
Soit F, Pune des forces, appliquée au point M, d’uncorps invariable. Prenons 
une origine quelconque O et menons par ce point la droite AA’ paralléle & la 
ligne d'action de la force F, (fig. 29). Appliquons en O, suivant AA’, deux 
forces I’, égales et opposées. Nous obtenons une force I’, agissant en O suivant 
la ligne OA et un couple de deux forces F, égales et de sens contraires, ayant 
pour bras la perpendiculaire OO’ abaissée de O sur M,I,. Nous pouvons 
réduire pareillement toutes les autres forces du systéme a une force agissant 


: A 
o " ¥ 
\_& 4 4 
$ 0 Q’ 
E, 
% Ny ; 
N 
Fig. 28 Fig. 29 


en O et & un couple. Les forces concourantes en O sont équivalentes 4 une 
seule force ; de méme, tous les couples sont équivalents 4 un couple unique: 

Soient trois axes de coordonnées Ox, Oy, Oz et X,, Y,, Z, les composantes 
paralléles 4 ces axes de la force F,, dont le point d’application M, a pour 
coordonnées x,, y,, z,. Transportons le point d’application de la composante 
X, au point N, dont les coordonnées sont o, y,, z, (fig. 30). La force X, 
appliquée en N, peut étre remplacée, d’aprés ce que nous avons vu plus haut, 
par une force X, appliquée au point B, dont les coordonnées sont 0, y,, 0 et 
par un couple dont l’axe Xz, est dirigé suivant Oy. La force X, appliquée en 
B, peut étre 4son tour remplacée par une force X, appliquée a l’origine O et 
par un couple, dont l’axe dirigé suivant Oz, tendant a faire tourner Oy vers 
Ox. a pour grandeur — \,y,. Finalement, la composante X, appliquée en 
M, est remplacée par une composante X, appliquée en O et dirigée suivant Ov, 
et par deux couples dont les axes \,z, et — \,y, sont respectivement dirigés. 
suivant Oy et Oz. En opérant de méme pour les composantes Y, et Z,, la 
force F, appliquée en M, se trouve remplacée par les trois composantes 
X,, Y,, Z, appliquées en O et par les trois couples, dont les moments autour 
de Ox, Oy, Oz sont respectivement 


We r a r a a 
LY — N Xz, — 2,2, Ye, — Xs 
on reconnait, dans ces trois expressions, les composantes d’un produit vecto- 


riel (voir $44, 1" Partie). 
En procédant pareillement pour toutes les autres forces du systéme, on 
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réduit ce dernier a une force résultante R appliquée au point O, dont les trois 
composantes suivant les axes Ox, Oy, Oz sont 


, 


ca. SY, fon any. - 7 .N 7 
X= > X, Y=) Yi. L= > Ai 


et & un couple résultant G, dont les trois composantes autour des axes 


Oz, Oy, Oz sont 


L=»> @%— Ye), M=> Ga—Za). N= Dd (Ya, — Xp). 


Soient 


les cosinus directeurs de la force résultante R et 


ey er Baie oN 
pearl, DT Sep 


les cosinus directeurs de |’axe du couple résultant G. 
Si le systéme de forces est en équilibre, on a 


he 0} Y =o, Z=0, ib === oy Mo: 1b leno oP 


puisqu une force ne peut pas é¢tre en équilibre avec un couple. Ces six équa- 
tions sont nécessaires et suffisantes. 

Quand le systéme n’est pas en équilibre, on a, si la ligne d’action de K est 
paralléle a l’axe du couple G, 


, 


et le systeme ne peut pas étre réduit a une autre force accompagnée d’un 
couple plus petit; dans ce cas, la ligne d’action de la force résultante R est 
axe central du systéme. 

Si la ligne d’action de R est perpendiculaire a l’axe du couple G, on a 


LX + MY + NZ =o; 


la force R et le couple G peuvent alors, comme nous l’avons montré précé - 
demment, ¢tre réduits & une force unique paralléle a R, Le point d’appli- 
eation O’ de cette force unique est sur une perpendiculaire élevée en O sur 
le plan de la résultante R et de l’axe du couple résultant G, dont les cosinus 
directeurs sont, comme on le vérifie facilement, my — nu, nk — lv, liz— md; 
les coordonnées de O’ sont donc 


YN — ZM 7 — XN XM — YL 
R2 , R2 ’ R2 2 


__-Sida ligne d’action de R est oblique sur le plan du couple G, le systeme peut 
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étre réduit & un couple plus petit et & une force agissant suivant l’awe central. 
Ce couple est G cos 4 et Vona 


z XT =) Y Mee 
G cos @ = R : 


L’autre couple composant G sin 6 est dans un méme plan avec R; ila pour 
: G sin @ f 
effet de déplacer R parallélement a elle-méme d’une distance ee 
peut donc prendre pour point d’application de la force résultante R ainsi 
déplacée le point dont les coordonnées sont 


YN — ZM ZL — XN XM — YL 


R? : FF FR? 


Une force R appliquée au point ainsi défini, dans la direction (1, m, n), et , 
un couple dans un plan perpendiculaire a cette direction, ayant pour moment 


XO YM ZN 
Rs 


est le systéme de force suivant l'axe central et de moment minimum aulour de cet 
axe auquel Poinsor a réduit, d’une maniére unique, un systeme de forces tout 
& fait quelconque. 

Cette remarquable réduction offre lavantage d’étre complétement déter- 
minée et de donner une idée trés claire de l’effet du systtme sur un corps 
invariable. Klle conduit @ une autre réduction trés symétrique, mais qui reste 
indéterminée. Supposons qu’on ait trouvé l'axe central du systeme. Menons 
en un point C de cet axe une perpendiculaire AA’, telle que CA = CA’, 
Substituons A la résultante R, qui agit suivant l’axe central, deux forces 


I ae aay: Big : 
a appliquées aux extrémités de AA’. Choisissons la distance AA’ = a 


comme bras du couple G ; en chacun des deux points A et A’ seront appli- 


5I 


; ‘ G : 3 : I E 
quées une force — perpendiculaire & l’axe central et une force : R paralléle a 
a 


l'axe central. En  composant, nous obtenons deux forces de grandeur 


/ Ra os appliquées respectivement en A et A’, per a AA’, 
’ 


et également inolinées de langle dont la tangente est 2 les deux cdtés du 


a 


plan passant par AA’ et par l’axe central. 


13. Force centrifuge. — Quend un corps se meut suivant une trajec- 
toire courbe, une foree, issue de ce corps et qui lui est appliquée, produit la 
déviation a partir de la trajectoire rectiligne. Cette force se nomme force 
centripete. Supposons, par exemple, que le corps M (fig. 31), attaché & un 
fil AM fixé au point A, se meuve uniformément suivant une circonférence. 


Pour que le corps M ne se déplace pas en ligne droite, une force, dirigee—___ 


FORCE CENTRIFUGE 10Q, 


suivant le rayon, vers le centre A de la circonférence, est nécessaire, Cette 
force MB est due & la tension et par conséquent & l’'allongement du fil, qui 
tend a se raccourcir. La réaction du corps M, sur le fil AM, est égale a l’action 
de ce dernier sur le corps M, mais elle a une direction op- | 
posée (troisieme loi du mouvement) : c’est la force centri- * 
fuge MC, qui, par conséquent, est appliquée au fil et non 
au corps M, comme on le dit parfois 4 tort. Sous l’influence 
de cette force, le fil peut se rompre, et le corps M, s’éloi- 
gnant du point A, se déplace suivant la tangente au cercle, et M 
non dans la direction du rayon. 

Supposons que le corps M (fig. 32) se meuve uniformé- 
ment sans frottement le long d’une paroi courbe AB. Ce mou- Fig. 31 
vement n’est possible que sil existe une force f = MGC, di- 
rigée suivant la normale a la paroi, et provenant de la 


*e pression de cette paroi sur le corps M. La pression MD: 


B 


10) 


A : 


du corps sur la paroi, qui est égale et opposée a la pres- 
sion précédente, est, dans le cas considéré, la force cen- 
- trifuge. 
a Les deux exemples que nous venons de donner 
2 Fig. 33 se poppe tiset: en toute pignene, a des points Enaterselse 
et non a des corps finis M. Dans la rotation d’un corps 
physique autour d’un axe, la force centrifuge agit sur toutes les particules. 
de ce corps a l'exception de celles qui forment la couche superficielle. 
Supposons que le corps B (fig. 33) tourne autour d’un axe passant par 
M. Une particule b se meut suivant une circonférence, sous l’action d’une 
force provenant en quelque sorte de la particule 
voisine a, et qui l’empéche de s’éloigner dea; | mM Cee as ARG oe a 
celle force est dirigée de b vers M. Inversement, 
la particule b agit sur a, avec une force di- 
rigée de a vers b, et qui n’est autre chose que la force centrifuge elle-méme. 
En appliquant ce qui vient d’étre dit & toutes les particules, nous voyons 
qu’elles sont toutes soumises 4 une force centrifuge. & l'exception de celles 
qui sont situées sur la surface B. On comprend facilement que le corps 
B subit une extension d’autant plus forte que la partie considérée est plus. 
pres de M. 


Nous avons, pour la grandeur de la force centrifuge, l’expression 


Fig. 3h 


mv? 
(29, a; = Rh’ 
(voir (26), page 102). 
44 Champ de force. — Dans la 1" Partie, § 44, nous avons donné la 


définition géométrique d’un champ vectoriel. On appelle champ de force un 
milieu ot se révélent les propriétés d’un champ vectoriel, dés qu’on y introduit 
un systéme matériel quelconque en un endroit quelconque. Sur chaque point 
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du systéme matériel agit une force dirigée suivant le vecleur du champ et propor- 
lionnelle & la masse du point. L’espace qui entoure la sphere terrestre est 
évidemment un champ de force. é 

Introduisons ici une nouvelle grandeur physique parliculiére (sui generis) 
que nous appellerons intensi/é du champ de force en un point donné, et que nous 
supposerons proportionnelle a la force qui agirait sur Punité de masse placée 
par la pensée en ce point. Si sur une masse m agit une force f en un point 
donné du champ, et si l’on prend, comme unilé d’intensité du champ, ‘l'in- 
tensité en un point quelconque d'un champ arbitraire, la valeur numérique 4 


de Vintensité du champ est donnée par la formule 4 = C f En faisant 


C = 1, c’est-a-dire en posant 


Be bs y 5 
m ; 


( 30) t 


“cS 


nous devons prendre, pour unité absolue d’intensité du champ, Vintensité en 
un point ot l’unité absolue de force agit sur Punité de masse. L’uniléC. G. 8. 
d'intensité du champ est lintensité en un point ot sur la masse d'un gramme 
agit une dyne. L’intensité de champ produite par la force de la pesanteur en 
des lieux voisins de la surface de la Terre est égalea 981 unilés C. G. S. 
d'intensité de champ. 

L’intensité & est un veclear, ayant la direction de Ja force /, qui agit sur la 
masse m en un point donné du champ. Un champ de force est dit untforme, 
quand l’intensité a la méme 
grandeur et la méme direc- 
tion en tous ses points’ On 
ya Sot N; peut admettre qu'une petile 
\M, \ N, N3 partie de l’espace qui entoure 

t fy la sphere terrestre constitue 

es arse ; N, un champ uniforme. Consi- 
dérons un champ de force 

f, quelconque, en général non 
Fig. 34 uniforme. A partir d'un point 

quelconque M (fig. 34) du 

champ, menons un élément de droite MM,, suivant la direction de, la 
force qui agirait:sur un point matériel placéen M; a partir de M,, menons 
l’élément M,M, dans la direction de la force qui agirait en M, ; ensuite M,M,, 


dans la direction de la force qui agirait en M,, etc. Nous obtenons ainsi la 


ligne brisée MM,M,M,;... M,, par exemple. Si l’on fait décroitre indéfi- — 
niment les éléments MM,, M,Mb, etc., la ligne brisée se rapprochera indéfi- 
niment d’une certaine ligne courbe passant par le point M. La direction de 
cette courbe, c’est-a-dire la direction de la tangente & la courbe en chacun de 


‘ses points, coincide avec la direction de la force agissant en ce point: une 
telle courbe s’appelle une ligne de force. Les tangentes & la ligne de force NN’ 


(en N,, N,, Ns, N,. ...) donnent les directions des forces qui agiraient aux 
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points de contact correspondants. Dans un champ uniforme, les lignes de 
force sont des lignes droiles paralléles entre elles. 


45. Gentre d’inertie. — On appelle centre d’inertie d’un corps physique, 
le point d’application de la résultante de toutes les forces agissant sur ce corps, 
quand il est placé dans un champ de force uniforme Y. Si Pon partage le vo- 
lume occupé par le corps en éléments Av et si l’on désigne par Am la masse 
qui remplit un de ces éléments, on peut dire que sur cette masse agit la 
force f= Am. Toutes les forces f sont paralléles entre elles, et le fac- 
teur leur est commun a toutes. Il résulte des définitions que le centre 
d’inertie n’est pas autre chose que lecentred’un syst¢me de forces paralléles f 
(voir page 104) agissant sur un corps placé dans un clamp uniforme. Les pro- 
priétés du centre des forces paralleles (voir § 14, page 104) nous montreat 
que la position du centre dinertie d'un corps ne dépend ni de Vintensilé Y du 
champ, ni de la position méme du corps dans ce champ, car, on peut remplacer 
par la pensée tout changement de position du corps, par un changement de 
direction des forces agissant sur ce corps. La position du centre d’inertie 
d'un corps ne dépend que de la distribution des masses élémentaires compo- 
sant le corps. 

En nous appuyant sur les formules (28), page 104, nous pouvons trouver 
les coordonnées X, Y, Z du centre d’inertie. Décomposons le volume v du 
corps en un trés grand nombre d’éléments Av;, contenant les masses élémen- 
taires Am;. Comme P; dans (28) est égal a YAm;, nous pouvons simplifier les 
formules en divisant haut et bas par }; en désignant la masse totale du corps 


par m = San, nous obtenons : 


, . : e . 7 
lim S a;Am; lim S yiAm; lim zAm; 
os a Tos — 


m m ? ae: m ‘ 


Pour un corps homogeéne, dont la densité est k, nous avons Am; = kAv; et 
_m = kv; en substituant et en faisant disparaitre le facteur k, nous avons 


lim SY 2,Av; lim ’ y,Av; lim SV z,Av; 
(32) X= a fen re = hha ZL ==. 


La position du centre d’inertie d'un corps homogéne ne dépend pas de sa densité. 
On peut trouver le centre d’inertie d’un corps, lorsqu’on connait les po- 
sitions des centres d’inertie de deux, trois, ou d’un plus grand nombre de 
_- parties, en lesquelles on peut décomposer le corps donné, par la pensée. II 
faut pour cela appliquer, aux centres d’inertie des parties du corps, des forces 
paralléles et proportionnelles aux masses de ces parties, et déterminer le point 
- @application de la résultante de toutes les forces ainsi obtenues. 
Un curieux théoréme di & Pappus, maiscommunément attribué A Geipin, 
peut étre employé avec avantage, dans certains cas, pour trouver le centre 
-Winertie d’un corps. Le volume engendré par une aire plane lournant autour 
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d'un axe situé dans son plan et qui ne la traverse pas est égal a Vaire donnée, 
multipliée par la longueur de la trajectoire décrite par le centre d’inertie de 
celte aire supposée homogeéne. L’aire engendrée par une courbe plane fermée 
tournant autour d’un axe situé dans son plan, qui ne la traverse pas, est égale ala 
longueur de la courbe multipliée par la longueur de la trajectoire que décrit le 
centre dinertie de la courbe supposée homogene ('). j 

46. Moment d’inertie. — On appelle moment d’inertie d’une particule 
matérielle par rapport a un aye donné, une grandeur de nature particuliére 
qui, par définition, est proportionnelle a la masse Am de la particule et au 
carré de la distance r de cette derniére a l’axe. En supposant le coefficient de 
proportionnalité égal a l’unité, nous obtenons, pour la valeur numérique K 
du moment d’inertie, l’expression K == r?Am. On prend pour moment 
d’inertie d’un systéme de points, la somme des moments dinertie de ces 


3 Weate to dome eehley , 
points, c’est-a-dire K — Pais Am, Le moment d’inertie d’un corps physique 


s‘obtient de la maniére suivante ; partageons le corps en un tres grand 
nombre d’éléments ; soit Am la masse de l’un deces éléments et r la distance a 


un axe d’un point géométrique quelconque de cet ¢lément. Formons la somme _ 


des grandeurs r?\m. La valeur limite vers laquelle tend cette somme, quand 
on augmente indéfiniment le nombre des éléments, s'appelle le moment 
d'inertie K du corps physique. On a donc 


(33) K = lim N r?Am. 
/ haul 


Il ne convient pas de définir l’unité absolue de moment d’inertie, comme 
le moment d’inertie de l’unité de masse située 4 l’unité de distance de l’axe, ear 
on ne peut se représenter |’unité de masse comme concentrée en un point géo- 
métrique. Nous dirons qu’un corps, pour lequel la formule (33) donne K = 1, 
quand Am et r y sont exprimés en unités fondamentales de masse et de lon- 
gueur, posséde lunité absolue de moment d’inertie. Approximativement, 
Punité de moment d’inertie est égale au moment d’inertie de l’unité de masse 
distribuée suivant une couche mince sur la surface d’un cylindre circulaire, 
dont la base a pour rayon l’unité de longueur, le moment étant pris par rap- 
port a l’axe du cylindre. 

Lrunité C. G. S. de moment d’inertie est égale au moment d’inertie d’une 
masse d’un gramme, distribuée sur la surface d’un cylindre, 4 une distance 
d'un centimétre de l’axe. 

Nous allons maintenant démontrer le théoréme suivant : 

Le moment dinerlie K d’un corps de masse m, par rapport a un axe qui se 


(1) Ce théoréme a été généralisé dans d’importantes recherches de G, Koenics sur 
les volumes engendrés par un contour, Journ. de Math. pures et appliquées, 5, 1889; 
voir aussi J. Havamanp, Bull. de la Soc. math, de France, séance du 7 décembre 1898 
et A. Bunt, Sur les applications géométriques de la formule de Sroxes, C, R. 452 
p. 431, 1911. 
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trouve a la distance a du centre dinertie du corps, est égal au moment d'inertie 
K, par rapport a un axe passant par le centre d'inertie et paralléle au premier, 
augmenté de la grandeur ma*, c'est d-dire du moment d’inertie, par rapporl au 


premier axe, de la masse totale m du corps supposée concentréeau centre d’inertie. 
On a donc 


(34) K = K, + ma?. 


Démonstration. — Soit AB (fig. 35) V'axe par rapport auquel nous cher- 
chons le moment d’inertie K, C le centre d’inertie; le second axe est 
MN || AB; la distance des axes 
NB = a. Menons par MN le 
plan PQ perpendiculaire a NB, 
et prenons ce plan pour plan 
de coordonnées yz. La_parti- 
cule Am se trouve respective- 
ment aux distances HF — r. 
HG = pet HL =z des axes AB, 
MN et du plan PQ. Nous 


7 . oy io 5 
avons K — lim S am et Big: 25 


B= lim = p’Am. On voit sur la fivwre: que r= p* = Qe — 24az, car 


JG =HL, si HJ est perpendiculaire 4 FG. En multipliant par Am, et en 
prenant la valeur limite de Ja somme, nous obtenons 


lim >. r2Am = lim »; p?Am + lim >» a@Am — lim > 2arAm, 


La premiére somme est K, la seconde K,; dans la troisitme, on peut 
mettre a? devant !e signe de sommation et poser lim N Am =m; dans la 


quatriéme, nous mettrons 2a devant le signe de sommation. On obtient 


K = K, + ma? — 2a lim » xAm. 


a PR Soy 
La formule (31), page 1t1, montre que lim = cm = mX, ou X est Ja 


/ 


valeur de la coordonnée « du centre d'inertie. Mais le centre d’inertie C est 
situé dans le plan de coordonnées. y z; par conséquent, X =o, et l’on 
obtient la formule (34) qu’il fallait établir. Cette formule permet de déter- 
miner le moment d’inertie d’un corps par rapport & un axe quelconque, 
pourvu que l’on connaisse son moment d’inertie par rapport 4 un axe paral- 
lele passant par le centre d’inertie. Il résulte en outre de la formule (34) que 
le moment d’inertie d’un corps, par rapport 4 toutes les eénératrices d’un 
cylindre droit 4 base circulaire dont l’axe passe par le centre d'inertie, a la 
méme valeur. 

Pour calculer le moment d‘inertie d’un corps 2 l’aide de la formule (33), il 
faut se servir des méthodes du calcul intégral; le moment d’inertie s'exprume 
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par une intégrale triple étendue a tout le volume du corps. En désignant la 
différentielle du volume par dV, la différentielle de la masse par dm et la 
densité par k, nous avons en général dm == kdV, on obtient. par conséquent 
pour le moment d’inertie kK, 


nn 


(35) K = [ff tay. 


oe vu 


~ 


Fa 
L. Momenr p’INERTIE D’UN CYLINDRE DROIT A BASE CIRCULAIRE CREUX HOMO- 
GENE PAR RAPPORT A SON AXE GkomEéTRIQUE. — Soient / la longueur du cylindre, 


-R, son rayon intérieur, R, son rayon extérieur ; la densité kest une grandeur 


constante. Introduisons les coordonnées cylindriques : x est la distance d’un 
point au plan de l'une des bases du cylindre; r est sa distance a l’axe et 2 est 
langle entre r et un rayon initial r,. L’élément de volume dV = rdzdrdg, et 

5 J 0 T 'y 


par conséquent, 
l PR aT R, 
ee if | if ridxdrdg = anit [ dr, 
Lis= 10 gi — ge lO RL 


Ko Ron). 


ou 


La masse m d’un cylindre creux est égale & zkl (R3 — R?); par conséquent 
(36) K a= 7 a ee 


Pour un cylindre plein, dont la base a pour rayon R, nous déduisons de 
(36), en faisant R, = R, Ry = 0, 


(37) K — * mR? 
p. 


Quand la longueur / est petite, le cylindre creux devient un anneau a sec- 
lion méridienne rectangulaire, et le cylindre plein devient une plaque circulaire. 


Z Les formules (36) et (37) sont encore appli- 
zk cables. La formule (37) montre que Punité 
ae C.G.S. de moment d’inertie est, par exemple, 

le moment d’inertie, par rapport a son axe, 


x d’un cylindre dont la masse serait égale & 
deux grammes et dont la. base aurait un 
rayon égal a un centimetre. 

Il. Moment D'INERTIE D’UN PARALLELEPIPEDE. 

Fie~ 36.) RECTANGLE HOMOGENE, par rapport a um axe 

passant par son centre géométrique et paral- 

léle a l'une de ses arétes (c). Soient a,b,c les arétes du parallélépipede ( fig. 36) 5 


plagons l’origine des coordonnées au centre O, et menons les axes parallélement 


aux arétes. Nous allons chercher la grandeur K, par rapport a l’'axe Oz. L’élément - 


a 


MOMENT D INERTIE EID 
de volume dV = dxdydz a pour coordonnées «, y, z et se trouve & la distance 


r = Vx? + y? de l’axe Oz. Par conséquent 


ab pre 


en 


; | : (a? + y?) dadydz. 
b c 


Mais la masse m est égale & kabe ; par conséquent 


mr 


(38) ee = (a2 + 62) = 3 ma?, 


en appelant ¢ (voir fig. 36) la demi-diagonale AB, c’est-’-dire la distance de 
l'axe au point du corps qui en est le plus éloigné. 

If. Moment p'tnerti® D’uNe spHiRE HOMOGENE, par rapport a um axe passant 
par son centre. Soit R le rayon de la sphére. Placons l’origine des axes coor- 
donnés au centre dela sphere, et désignons par K,, K,, K,, les moments 
d'inertie de la sphere par rapport aux axes coordonnés. II est clair, par suite 
de la symétrie de la sphére, que K = K, = K, = K,. On a manifestement 


K, =ff{fo + 2*)dm, K, =[{fe + 2?) dm, 
K, =|f{fe + y?) dm, 


En faisant la somme de ces trois grandeurs, et. en tenant compte des 
égalités précédentes nous avons 


5d off (a? + y? + 2?) dm = {ff ean 


ou p est la distance d’un point au centre de la sphére. En décomposant la 
sphére en couches infiniment minces de rayon ¢ et d’épaisseur do, nous obte- 
nons, en prenant dm = 470°kd3, 


Sak (® ..  8xkR' 
x= Sef eos ee 
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; ef 
La masse totale m de la sphére étant égale a 3 akR3, nous avons donc 


Pee) ay 
39) K = 5 mb’. 


Prenons une quantité R telle que 


w[[fer-fmms 


R est appelé le rayon de gyration autour de l’axe a partir duquel on mesure r, 
Le rayon de gyration autour d’un axe quelconque est par suite la distance, 
mesurée & partir de cet axe, 4 laquelle on devrait placer la masse totale, pour 
avoir le méme moment d'inertie qu’auparavant. Dans un volant, ou il est 
désirable d’avoir un moment d‘inertie aussi grand que possible avec une 
masse donnée, la plus grande partie de la masse est disposée en un anneau du 
plus grand diamétre admissible et le rayon de l’anneau est alors approxima- 
tivement le rayon de gyration du volant. 

Pour tout corps invariable, on peut décrire, autour d’un point quelconque 
comme centre, un ellipsoide, appelé eliipsoide d’inertie de Pornsor, tel que la 
longueur d’un rayon vecteur quelconque est inversement proportionnelle au 
rayon de gyration du corps autour de ce rayon vecteur comme axe. Les axes 
de cet ellipsoide sont les axes principaux d’inertie du corps au point considéré. 
L’ellipsoide d’inertie relatif au centre de gravité est l’ellipsoide central d'inerlie. 

Quand les moments d’inertie autour de deux des axes principaux d’inertie 
en un point sont égaux, lellipsoide d’inertie devient une surface de révolution 
et le rayon de gyration est le méme pour tout axe dans le plan de l’équateur. 
Quand les trois moments principaux d’inertie sont égaux, l’ellipsoide d’inertie* 
devient une sphére, et lout axe a méme rayon de gyration. 

Le moment d’inertie d’un corps par rapport & un plan s’obtient en faisant 
la somme des produits de la masse dm de chaque élément du corps par le 
carré de la distance de cet élément au plan. Brver s'est proposé de déterminer 
Penveloppe des plans par rapport auxquels le moment d'inertie d’un corps a 
une valeur donnée. Cette enveloppe est constituée par une surface du second 


ordre. Quand on fait varier la valeur du moment @inertie, on obtient un — 


systeéme triple orthogonal de surfaces homofocales du second ordre. 
_ Il convient de remarquer que le moment de la quantité de mouvement d’un 
corps invariable qui tourne autour d’un axe étant 


[ifote =» ffm 


est le produit de la vitesse angulaire par le moment d’inertie. Nous rappro- 
cherons plus loin cette remarque d’un résultat analogue relatif & la force 
vive. 


17. Théorémes généraux sur lemouvement d’un systéme maté- - 


riel quelconque. — Nous avons vu (§ 7) que la force d'inertie, c’est-a-dire 
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la résistance contre l'accélération, est une réaction égale et opposée & la 
force par laquelle V’accélération est produite. Si nous considérons un point 
appartenant a un systtme matériel quelconque, sa réaction contre Vaccélé- 
ration doit donc étre égale et opposée a la résultante des forces que ce point 
subit, soit par les actions des autres parties du systime sur ce point, soit par 
influence de la matitre qui n’appartient pas au syst¢me. Toutes les forces, 
dans un systéme matériel quelconque, avec !es réactions contre l’accélération 
de ses dillérents points matéricls, forment par conséquent des groupes de 
forces en équilibre sur chaque point considéré individuellement et par 
suite l'ensemble de ces groupes constitue lui-méme un systéme de forces 
en équilibre. Tel est le principe célébre au moyen duquel p’ALEMBERT 
a ramené l'étude du mouvement d’un systéme matériel & l'étude de l’équi- 
libre d’un systéme quelconque de forces (voir § 12). 

Tout corps invariable peut étre supposé divisé en éléments infiniment petits. 

Quelle que soit lorigine physique des forces qui agissent entre ces éléments, 
ilest certain que chaque élément peut étre considéré comme maintenu, dans 
sa position relativement aux autres éléments, par des forces mutuelles agissant 
suivant les lignes qui joignent les éléments deux a deux. On donne le nom de 
forces intérieures & ces éléments. 

Cela posé, nous obtenons, comme conséquences immédiates de la seconde 
et de la troisieme loi de Newron et des théor¢mes que nous avons établis re- 
lativement a la quantité de mouvement (§ 8) et au centre d’inertie (§ 45), 
un certain nombre de propositions importantes que nous allons énoncer. 

1. Quand un corps invariable n’est soumis a aucune force exlérieure, son 
centre d’inertie se meut uniformément en ligne droite. 

2. Quand des forces extérieures tout a fait quelconques agissent sur le 
corps, le mouvement de son centre d’inertie est le méme que si toute la masse 
du corps était concentrée en ce point et si toutes les forces extérieures lui 
étaient appliquées avec leurs directions et leurs grandeurs propres. 

3. Le moment d’une force agissant sur un point matériel est égal a la 
dérivée par rapport au temps du moment de la quantité de mouvement de ce 
point (§ 8); les changements du moment de la quantité de mouvement, dans 
deux éléments quelconques d’un corps invariable, dus a l’action mutuelle de 
ces deux éléments, sont donc égaux et opposés et, par suite, le moment de la 
quantité de mouvement d’un corps invariable, autour d’un axe quelconque 
dont la direction est fixe dans l’espace et qui passe par un point fixe ou animé 
d@un mouvement rectiligne uniforme, n’est pas altéré par les actions mu- 
tuelles entre les éléments du corps. 

4. Quand un corps invariable est sollicité par des forces extérieures quel- 
conques, la dérivée par rapport au temps de la somme des moments de quan- 
tité de mouvement des différents points du corps autour d'un axe est égale a 
la somme des moments des forces extérieures autour de cet axe. 

Ces propositions s’étendent immédiatement & un systéme matériel tout & 
fait quelconque, si l’on admet que l’action mutuelle entre deux corps inva- 
riables peut toujours ¢tre réduite 4 des forces égales et opposées agissant 
suivant la méme droite. 
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4. Force vive. — Nous allons maintenant considérer une nouvelle gran- 
deur physique de nature particulieére. Supposons qu’un corps de masse m se 
meuye avec la vitesse v. Nous appellerons force vive de ce mouvement, une 
grandeur proportionnelle a la masse et proportionnelle au carré de la vitesse. 
Si nous prenons, pour unité, la force vive du mouvement d’un corps quel- 
conque, nous avons, pour la valeur numérique J de la force vive, la formule 


générale J = Cmv?. Pour des raisons qui seront exposées plus loin, nous 
: 1 Se ee 
ferons ¢ = 57° est-a-dire 
i 
(1) J = -— mv’. 
2 


L’unité absolue de force vive est la force vive d’un corps, dont la masse 
m == 2 et qui se meut avec l’unité de vitesse. L’unité C. G. S. de force vive est 
la force vive d’une masse de 2 grammes, qui se meut avec une vitesse égale a’ 
lunité C. G. 8. de vitesse (un centimetre par seconde). 

Si les parties élémentaires, dont se compose le corps physique, possedent 
des vitesses différentes, la force vive de ce corps est donnée par la formule 


(2) es lim SY’ - Am.v? = Lf vam, 


ou v désigne la vitesse de ]’élément dont la masse est Am. 

La force vive d’un corps animé d’un mouvement de rotation s’obtient par 
la formule générale (2), en y remplacant v par son expression v = ré (voir 
(42), page 77, ou @ désigne la vitesse angulaire 4 un instant donné et r la 
distance de l’élément a l’axe de rotation. On obtient ainsi 


ey I ia) 2 
j= lim : Am.r?0?, 


I . . 
Le facteur = @? peut se mettre devant le signe de sommation, comme 


A f r I 3 ° . . 
commun a tous les éléments : J = — ©? lim r2Am. La valeur limite de la - 
re s 
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somme ¥ Am n’est pas autre chose que le moment d’inertie du corps, par 


Ll 


rapport a son axe de rotation (voir (33), page 112); on a donc 
(3) | J =~ Ke’. 


La force vive d'un corps animé @un mouvement de rotation est numériquement 
égale a la moilié du produit du carré de la vitesse angulaire par le moment 
dinertie du corps relativement a Taxe de rotation, 

En remplagant K, dans (3), par une des expressions (36), (37), (38) et (39) 
(voir les pages précédentes), nous obtenons la force vive d'un cylindre creux 
ou d’un anneau section méridienne rectangulaire, d’un cylindre plein ou 
d'une plaque circulaire, d’un parallélépipéde et d’une sphére, ces corps étant 
supposés homogenes et tournant autour des axes pour lesquels ona donné les 
expressions du moment d’inertie. La formule (34) nous permet de déterminer 
Ja force vive de ces mémes corps dans un mouvement de rotation autour 
d’axes paralléles a ceux qui ont été indiqués ci-dessus. 

Au point o nous sommes parvenu, nous pouvons insister sur |’analogie 
remarquable qui existe entre ce qu’on peut appeler le mouvement linéaire et 
le mouvement angulaire. Un espace linéaire parcouru par un point a son 
analogue dans l’espace angulaire que parcourt ce point dans une rotation 
autour d’am axe. A la vitesse et a l’accélération linéaires correspondent une 
vitesse et une accélération angulaires. De méme a la quantité de mouvement 
“et a la force correspondent le moment de quantité de mouvement, que l'on 
pourrait appeler aussi quantité de mouvement angulaire, et le moment d’une 
force. Les forces et les quantités de mouvement, comme les moments corres- 
pondants, se composent par addition vectorielle. L’analogie, qui se poursuit 
ainsi dans toutes les notions essentielles de la Dynamique, ne cesse d’étre 
compléte que lorsqu’on compare la masse ou I’inertie d'un corps, quiestindé- 
pendante de la direction du mouvement, et le moment d'inertie, qui varie avec 
l'axe de rotation. 

On dit qu’un corps invariable est symétrique, au point de vue cinélique, 
autour de son centre d’inertie, quand les moments d’inertie autour des trois 
axes principaux passant par ce point sont égaux, auquel cas les moments 
d’inertie autour de tous les autres axes sont aussi égaux. Il en est ainsi pour 
la sphére, le cube et en général pour toute forme complete du premier sys- 
teme cristallin. 

Un corps invariable est symétrique, au point de vue cinétique, autour d'un 
axe, quand cet axe est l'un des axes principaux passant par le centre d’inertie 
et que les deux autres axes principaux sont égaux. II en est ainsi pour un 
prisme dont la section est un carré ou un triangle équilatéral, pour un 
anneau ou un cylindre circulaires, et, en général, pour un cristal complet du 
second ou du quatricme systeme. 


2. Travail. — Quand une force agit sur un corps, qui est en mouve- 
ment pour une raison quelconque, de sorte que le point d’application de la 
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force se déplace, cette force exerce en général une certaine action sur le mou- 
vement, ou, comme on dit, effectue un travail. Une force accomplit toujours 
un travail, quand son point d’application se déplace, 4’ moins que le mouvement 
ne s’effectue normalement & la direction de la force. 

Considérons d’abord deux cas particuliers de l’action d’une force sur un 
corps en mouvement ; nous pourrons ensuite passer facilement de 1a au cas 
le plus général. f 

I. Le premier cas est celui ot en plus de la force f existe une force f’ qui 
lui est égale en grandeur, mais opposée en direction, et ot le corps, par suite 
d’un choc initial ou pour toute autre raison, se meut avec une certaine 
_ vitesse v dans la direction de la force f. Nous appellerons la force f' résistance ; 
il est important de remarquer qu’elle ne se manifeste parfois que pendant le 
mouvement lui-méme (frottement, résistance du milieu). Si la force f n’exis— 
tait pas, le mouvement du corps serait un mouvement retardé, sa vitesse 
diminuerait. L’action de la force f consiste 4 annuler l’action retardatrice de 
Ja force f’, 8 maintenir la vitesse v invariable. Supposons que le corps ait par- 
couru un espace s dans la direction de la force f, qui a annulé pendant ce 
trajet l’action de la résistance f’. Le travail R de la force f doit servir de me- 
sure de-l’action de cette force sur le mouvement du corps; il est naturel 
d’admettre que ce travail R est proportionnel a la résistance f’ et au chemin s. 
On a donc R=C/'s, ot C est un facteur de proportionnalité. Mais f’ = f en 
grandeur ; par conséquent R = G/fs. En faisant C = 1, nous avons 


(4) == fs: 


L’unité absolue de travail est le travail de l’unité de force, pour un chemin 
égal a Punité de longueur, c’est-a-dire pour un déplacement du point d’ap- 
plication de la force, dans la direction de celle-ci, égal 4 l’unité de longueur.* 
Lunilé C. G. S. de travail est le avail @une dyne sur un chemin de un centi- 
metre de longueur. Cette unité de travail a recu le nom d’erg. Un million 
d’ergs s'appellent un mégaerg. Dix mégaergs ou 107 ergs ont recu le nom de 
Joule. 

Nous avons un exemple du cas de travail ici considéré, quand nous élevons 
a une hauteur h, & la surface de la Terre, un corps de poids p, & la condition 


essentielle que le corps ne prenne aucune accélération, ni positive, ni néga— 
tive. Le travail s’exprime par la formule 


(4, a) Ries phs 
si le poids (c’est-a-dire la résistance égale A la force élévatrice) est exprimé en 
kilogrammes et la hauteur en métres, on prend pour unité de travail, dans 
(4,4), le travail nécessaire pour élever un kilogramme & une hauteur de un métre,.. 
sans modification de sa vilesse initiale. Cette unité de travail s’appelle le hilo- 
grammetre. On obtient de la méme maniére, comme unités de travail, la 
livre-pied, le gramme-centiméire, etc , dont on comprend facilement la signi- 
fication. L’erg est donc une dyne-centimétre. Nous avons vu a la page roo, 


qu/une dyne = 1,02 milligrammes. Il en résulte qwun mégaerg 
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= 10° ergs = 10'.1,02 milligrammes-centimétres = 1,02 kilogramme- 
centimétre = 0,0102 kilogrammétre. Nous avons donc 


I joule = 10 mégaergs = 10’ ergs = 0,102 kilogrammétre 


I mégaerg = 10° ergs = 0,0102 kilogrammétre. 


II. Le seconp cas que nous allons examiner est celui oti la force f agit sur 
un corps qui n’éprouye, dans son mouvement, aucune résistance extérieure. 
Supposons que la force f ait encore ici la direction du mouvement ; nous 
devons dire que l’action de cette force a pour résullal une augmentation de la 
vitesse, c’est-a-dire une accéléralion. L’inertie du corps, c’est-a-dire sa résistance 
au changement de mouvement, joue ici le réle de la résistance qui est vaincue 
par la force motrice ; cette résistance & la force f ne vient pas du monde 
extérieur, mais du corps en mouvement lui-méme. Nous entendrons par 
travail de la force f une grandeur, dont la valeur numérique s’exprime par 
la formule (4), c’est-a-dire par le produit de la force f par le chemin s que 
parcourt le corps dans Ja direction de la force. 

Il faut done distinguer deux cas dans Ja production du travail : dans le 
premier, le travail consiste 4 vaincre la résistance extérieure au mouvement, 
et il s’effectue sans augmentation de la vitesse du corps ; dans le second, le 
travail se manifeste par une augmentation de la vitesse du mouvement, sans 
que le monde extérieur intervienne. 

En réalité, on se trouve d’ordinaire en présence d’une combinaison des 
deux cas; la force f surmonte diverses résistances et modifie en méme temps 
la vitesse du mouvement du corps. Nous devons alors supposer que f" n’est 
pas égal a f, mais que f’ < /. Dans ce cas, la force qui agit est f —- /’, et 
cest son travail 9 qui produit une augmentation de la vitesse du corps. Nous 
avons p = (f — /')s; d’ou 


(9) : fs=f's +. 


Le travail r = fs se compose de deux parties : f’s est employé 4 vaincre les 
résistances extérieures, 9 & augmenter la vitesse du corps. 

Le second des deux cas particuliers considérés plus haut n'est pas réalisable a 
la surface de la Terre, car, dans tout mouvement d’un corps a la surface de la 
Terre, intervient une résistance au mouvement provenant des corps envi- 
ronnants, par exemple, la résistance de l’air, le frottement a la surface des 
axes de rotation, etc. Ilen résulte qu’a la surface de la Terre, dans toute action 
d'une force sur un corps, une parlie du travail esl employée (ou comme on dit 
encore, est perdue, disparait), pour vainere les résistances eatérieures. L’origine 
des expressions : le travail est employé, est perdu, disparait, etc., apparaitra 
clairement dans la suite. 

On appelle nuisibles, les résistances inévitables, par opposition aux résis- 
tances que nous devons vaincre au moyen des forces 4 notre disposition, pour 
mettre, par exemple, en mouvement uniforme, une scie ou un tour servant 
au travail des bois, des métaux, etc. 

Nous avons supposé jusqu’ici que la force agit dans la direction du dépla- 
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cement s. Considérons le cas général ou la direction de la force f et celle du 
déplacement s forment un certain angle (f, s) == %. Quand « = go’, le 
travail de la force f est égal & zéro, car cette force ne peut ni produire une 
variation de Ja vitesse en grandeur, ni vaincre des résistances qui ont une 
direction opposée & celle du mouyement du corps. Pour un angle quelconque , 
on prend, pour valeur numérique du travail R, la grandeur 


(6) R = fs cos «= fs cos (f, $), b 

ce qui, pour « = 0, donne la formule (4), et, pour x = go°, R =o. Si Von 
désigne par f, la composante tangentielle de la force f, on a f, = f cos 2; 
posons en outre s, = s cos «. La force f; est la projection de la force motrice f 
sur la direction du déplacement s ; inversement s, est la projection du dépla- 
cement s sur la direction de la force f. Nous avons 


(6, a) BR == fs 09:0 == fe Sta: , 


Dans le cas général, les grandeurs de la force f et de l'angle « sont variables. 
Partageons le chemin s en éléments trés petits As; le travail correspondant 
au petit déplacement As, ou le travail élémentaire, comme on l’appelle, est 


¢ 


alors 


AR = /As cos (f, As). 


Le travail total, effectué par la force variable f dans le mouvement curviligne 
du corps, s’exprime par la formule 


7) R = lim ©’ fis cos (f, As) 
ou : 
7,4) R= hm DTS. t 


J; étant la composante tangentielle de la force motrice. 

Nous pouvons maintenant considérer le travail dans le cas général ot la 
force f et la résistance /’ forment des angles 
variables quelconques avec la direction du 
mouvement du point M (fig. 37), qui se 
meuf sur une certaine courbe AB. Si nous 
désignons les composantes tangentielles des 
forces f et f’ par f, et fi’, nous obtenons 
. alors, pour le travail élémentaire, une 
expression analogue a la formule (5) : 


Jids = fi'As a ane Ap, 


ou Ao est la partie du travail élémentaire qui sert A l’accroissement de la 
vitesse du corps. Nous avons, pour le travail total, 


He) R = lim S fis = im S fis +0 


R = | fa = | sia mil 
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out. désigne tout le travail employé.a l’accroissement de la vitesse. 

Nous allons maintenant démontrer le théortme trés important qui suit : 
si plusieurs forces ont un point d’application commun qui se déplace, le travail 
de la force résultante est égal a la somme algébrique des travaux des forces com- 
posanies. Démontrons ce théortme dans 
le cas de deux forces P, = OA et 
P, = OB (fig. 38), dont la résultante est 
P = OC. Supposons que le point O 
ait parcouru |’élément de chemin As 
dans la direction de OM. Si l’on abaisse 0 
des points A, B et C des perpendicu- 
laires sur OM, on a OF — OK + EF; 
mais EF — OD ; par conséquent OF — OD + OE ou P cos (P, As) 
= P, cos (P,, As) + P2 cos (P,, As). Si on multiplie cette égalité par As, il 
vient : 


PAs cos(P, As) = P, As cos (P,, As) 4- P, As cos (P2, As) 


et cette égalité exprime notre théor’me pour le cas de deux forces. I] est facile 
de passer du cas de deux forces 4 celui ot il y en a trois et un plus grand 
nombre, et de démontrer le théoréme pour le cas le plus général. 
‘ La formule (6) donne, pour le travail R, une va- 
2 eel leur numérique positive, quand l’angle « est aigu. Si 
a est un angle obtus (fig. 39), le travail est négatif; il 
9 y aici encore deux cas possibles : 

1. Il existe une autre force /", qui fait un angle aigu avec As, et les pro- 
jections f,' et f, des deux forces sur la direction du mouvement sont égales ; 
le corps, ayant acquis, pour une Cause étrangére, une certaine vitesse, se meut 
uniformément. La premiére force joue alors le rdle d’une résistance, dont le 
travail est négatif et numériquement égal au travail de ]’autre force agissante. 
Comme résultat de ce travail, on observe l’annulation de I’action accélératrice 
de la force f,', et la conservation d’une vitesse déterminée constante dans le 
mouyement. 

2. La force f (fig. 39) agit sur le corps en mouvement, qui n’est soumis a 
aucune action étrangére. Dans ce cas le résultat du travail négatif de 
cette force est un ralentissement du mouve- 
ment du corps, cest-a-dire une dimmu- 
tion de sa vitesse. Dans le cas général, 
quand la projection de la force f sur la 
direction du mouvement est plus grande 
que la projection de la force f’, l’excts du 
travail de la force f sur le travail de la force 
f' produit un ralentissement du mouve- 
ment. Fiz. 4o 

Nous allons déterminer la grandeur du travail pour quelques cas particuliers. 


I. Travat p’uN courte. — Supposons que sur un corps agisse un couple 


PABP (fig. 40), dont le moment M = Pa, o4 a = AB (voir (29), page 104), 
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et supposons que le corps ait tourné d’un angle ¢ autour du point O. Comme 
les deux forces P ont constamment, dans cette rotation, la direction du 
mouvement des points A et B, il est clair que le travail cherché est 


R== Px ~ AC-+P x ~ BD = 2P x AC. Mais ~ AG = = 9; par con- 
séquent R = Pag, ou 


(8) R= Mo; i. 


ah 
autrement dit, le travail d’un couple est égal au produit du moment du couple par 
Pangle de rotation. 

II. — TravaiL D'UN CORPS QUI SE MEUT DANS UN CHAMP DE FORCE UNIFORME.— 
Soit AB (fig. 41) la direction des lignes de force dans le champ uniforme 
considéré, ou se meut un corps. sui- 
vant une trajectoire quelconque, du 
point S au point T. Menons par S et 
T deux plans MN et PQ perpendicu- 
laires 4 la direction des forces, Ces 
plans coupent la droite AB aux points 
C et D; soit CD = het f la force qui 
agit sur le corps dans le champ uni- 
forme considéré. Décomposons le 
chemin ST en petits éléments ; dé- 
signons l’un d’entre eux ab par s, 
sa projection sur la direction de la force par s; = mn, an et bm étant 


des plans perpendiculaires sur AB. Le travail cherché est R=lim ~ fscos Gf; s) 
ere NT ye ; : 

== hin >i ise La force f est constante dans le champ uniforme ; on‘ peut 

donc mettre f devant le signe de sommation. Nous obtenons R = flim » es 


mais cette dernicre somme y s, est évidemment égale a CD = h; par con- 


séquent 


Rs ifh. 


Cette formule montre que le travail effectué, dans le déplacement d'un corps 
donné a travers un champ uniforme, par les forces agissant dans ce champ, ne 
dépend ni de la forme du chemin, ni de la pusilion initiale et de la position finale. 
du corps sur la trajectoire dans des plans perpendiculaires & la direction des lignes 
de force, mais seulement de la distance entre ces plans. Il est facile de voir que 
l’on trouverait le méme travail, si le corps se déplacait de MN en PQ, en sui- 
vant la courbe 8, T,. | 

Quand le point initial et le point final du chemin sont dans un méme plan 
pendiculaire & la direction des lignes de force, le travail est égal & zéro. 

If. — Travai pe rorcrs centrates. — On appelle forces centrales, des 
forces dirigées, d'un point quelconque M de espace, vers un point déter- 
miné O (fig. 42), et qui ne dépendent que de la distance du point M au 
point O. Supposons d’abord qu’un corps se meuve sur une ligne droite pas- 
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sant par O, de A en B. Si nous décomposons le chemin en éléments + = PY 
nous obtenons pour le travail cherché 
oN 
R = lim ea, fs. 

car la force fa, en chaque point p, la direction du déplacement s. Les lettres 
‘A et B désignent symboliquement les li- 
mites entre lesquelles se trouvent les pe- 
tits éléments c. 

Décrivons de O comme centre, des 
spheres passant par A et B, et suppo- 
sons que le corps se déplace de S en T sur 
une courbe quelconque, S et T se trou- 
vant sur les sphéres que nous venons 
d’indiquer. Décrivons également. de O 
comme centre, des sphéres passant par les 
extrémités p et q de l’élément c; elles 
découpent sur le chemin ST un petit 


élément ab = s. Remarquons que la Fig 42 
force f posséde, par hypothése, la méme grandeur en a et en p. Le travail 


est R, = lim ay: cos (f, s); mais on peut admettre, pour s trés petit, que 


s cos (f, s) = s; =<; par conséquent, on a : 


R, =lim )) fe = R. 


Dans l’action de forces centrales, le travail ne dépend donc que des deux 
spheres concentriques, ayant pour centre le centre des forces, et sur lesquclles 
sont situés le point initial et le point final du chemin ; il ne dépend, ni de Ja 
position particuliére de ces points sur les sphéres, ni de la forme de la trajec- 
toire. On obtiendrait le méme travail, si le mouvement se faisait suivant la 
courbe §,T,. 

IV. Travate pe Forces mnTéRIEURES Comme nous Vavons vu, on appelle forces 
inlérieures, les forces avec lesquelles 
agissent l’un sur l’autre les points ma- 
tériels formant un systeme matériel. 

Supposons que ce soient des forces 
centrales. Nous allons démontrer que 
le travail des forces intérieures est égala 
2éro, quand la position relative des points 


ne change pas, c’est-a-dire quand le sys- 


Fig. 43 


teéme a un mouvement d’ensemble. Con- 
sidérons deux points A et B (fig.43), qui se sont transportés en A, et B, sans 
changer de distance. Leur action mutuelle est exprimée par deux forces fet f;. 
égales entre elles d’aprés la troisitme loi du mouvement (page 93) : f = fi- 
Soient AA, = s et BB, = a, des déplacements infiniments petits ; le travail 
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est R — fs cos « + f,s; cos 8. Menons AA, || BB, et B.A; || BA, et joignons A, 


4 A,. On a alors AA, —= BB, = o; soit en outre A,A, = a9. Om a évidem- 
ment ¢ cos « — «, cos ¥ -+ gy cos 6; nous avons donc, puisque f = fi, 
R = f(s; cos y +o, cos 5 + 9, cos f). Mais cos 8 = — cos 7; en outre, 


§ = A,A,B, se rapproche indéfiniment d'un droit, car on a A,B, = A,B. 
Pour des déplacements infiniment petits, il faut faire cos 8 =o, de sorte 
qu'il vient R = o. En étendant cette conclusion & tous: les couples de points, 
on voit que le travail de toutes les forces intérieures est égal a zéro, quand le 
systeme a un mouvement d’ensemble. 

Démontrons maintenant le second théoréme suivant : le travail effectué par 
des forces intérteures, dans le passage d’une disposition des points matértels @ une 
aulre, ne dépend pas de la facon dont s'est accompli ce passage, c’est-a-dire du 
chemin suivi par chacun des points de sa position initiale a sa position 
finale. Considérons deux points A et B (fig. 44) qui sont venus en A, et By ; 
soit AB — pe, A,B, =. Imprimons a l’ensemble des deux points um dépla- 
cement égal en grandeur, & chaque instant donné, au déplacement du point 


i a B, mais de direction opposée. Dams ce: 


mouvement fictif,.le travail des forces in- 
téricures sera égal a zéro, d'apres le théo- 
reme qui vient d’étre démontré.En outre, 
le point B demeure immobile, tandis 
que le point A se déplace en A’, et BA’ 
| et = i 
sant sur A ne dépend pas du chemin sui- 


ravail de la force agis- 


vant lequel le point est venu de A en A’, 
car la force qui agit sur le point, étant constamment dirigée vers le point fixe 
B, est une force centrale. Ce qui a été dit s'applique a tous les couple’ de 
points du systéme: notre théoréme est donc démontré. Il en résulte que st un 
sysléme, parlant d'une disposition queleonque des points matériels, revient aprés 
un certain temps « la méme disposition relative, le travail total effectué pendant ce 
temps par les forces intérieures est égal a zéro. 

V. Foncrion prs Forces. Sysrime conservatir. — Quand on rapporte Ta 
position d’un point matériel & trois axes rectangulaires, le travail élémentaire 
s'exprime de la maniére suivante. Soient a, y, z les coordonnées du point 
dans une premiere position, 2 + dz, y + dy, z + dz ces coordonnées dans 
une position infiniment voisine, aprés un déplacement ds, enfin X, Y, Z Jes 
projections sur les trois axes de la force f appliquée au point. Les cosinus 


directeurs de la force f étant ; a4 f et ceux du déplacement bee —_ le 


ds’ ds’ ds” 


travail élémentaire en coordonnées cartésiennes est 
f-ds. cos.(f, ds) =: Xdx + Ady +- Zdz. 


Dans le cas le plus général, la force f dépend de la position du point maté- 
riel, de sa vitesse et du temps, de sorte que X, ¥, Z sont des fonctions don- 


TRAVALEL 127 


x da dy dz . . 
nées de x, y, z, “a? an ai et t. Pour calculer le travail R entre deux instants t, 


et ty, 


t 
Rf Xde + Yay + 2a 
ui 


il faut connaitre non seulement Ia trajectoire du point, mais aussi le mouve- 
ment sur cette trajectoire. Lorsque la force ne dépend que de la position du 
mobile, la connaissance de la trajectoire suffit et le calcul de R se réduit A un 
probléme de géométrie. Cherchons sous quelles conditions le travail R dépend 
seulement de la position initiale et de la position finale du point matériel. 
Soient, dans un plan paralléle au plan des xy, deux positions infiniment voi- 
sines respectivement définies par les coordonnées x, y, z et « + daz, y + dy, z. 
Pour passer de la premiere a la seconde, le point peut prendre l’une des posi- 


tions intermédiaires x -++- dx, y, z ou x, y + dy, z. Dans le premier cas, 


le travail élémentaire dR est Xdx + (Y + oF ae) dy, dans le second, 


(X + = dy) da +- Ydy ; puisque ces deux expressions doivent étre égales, il 
faut que 

oY _ oX 

a (Oy 


En opérant de méme, dans des plans paralléles aux deux autres plans 


coordonnés, on aurait 


aL oY aX oh 


oy oz oz oe 


Ces relations expriment que Xda +- Ydy + Zdz est la différentielle totale dU 
d’une fonction U des variables indépendantes «, y, z que l’on appelle la fonc- 


lion des forces, et l’on a 


aU eee oe Fo 


an’ Te oy az 


r 


Le travail total de la force le long d’une courbe quelconque est alors 


; R= [dU =U,—U,, 


U, désignant Ia valeur finale que prend la fonction U suivie par continuité le 
long de la courbe, la valeur initiale de U étant Uy. On voit donc que si U est 
une fonction uniforme de «, y, z, avec une seule détermination en chaque 
point de l’espace, le travail total R est indépendant du chemin suivi par le 
point matériel ; en particulier, si le mobile décrit un chemin fermé, le travail 
total est nul. On a, dans ce cas, un champ de force irrotationnel (page 55). Les 
lios de force que nous avons précédemment envisagées, qui sont comprises 
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dans la loi plus générale ot Ia force est dirigée suivant la normale menée du 
point d’application a une surface fixe et possede une intensité fonction de Ja 
longueur de cette normale, entrainent l’existence d’une fonction des forces. 

Ces considérations s’étendent immédiatement a un systeme matériel quel- 
conque, la fonction des forces dépendant alors des coordonnées des différents 
points du syst?me. Un tel systeme, pour lequel existe une telle fonction, est 
appelé conservalif ; nous en avons donné un exemple plus haut, en envisa- 
geant un systtme de points matériels soumis a des forces intérieurés, qui 
dépendent seulement des distances mutuelles entre les points, et sur lequel 
n’agit aucune force exlérieure. 


3 Travail et force vive. — Supposons qu'un corps déterminé se 

trouve, pendant qu il parcourt le chemin AB (fig. 45), sous l’action d’un 

B_ systéme de forces, dont la résultante est f; 

y 4s en supposant que ces forces aient leur ori- 

gine dans l’espace extérieur au corps, nous 

aurons ce que l’on appelle des forces exté- 

oe rieures. D’apres le théoréme démontré a la 

z page 123, nous obtiendrons le travail R ef- 

fectué par le systtme de forces pendant Je mouvement du corps, en détermi- 
nant le travail de la résultante /f. Ce travail est, d’aprés (7, a), page 122, 


R=lim » fids, 


ou As est lun des éléments en Jesquels nous partageons le chemin, et ou 
ji = f cos (f, As) est la composante tangentielle de la résultante /, c’est-a-dire 
la composante suivant la direction du mouvement. Nous avons vu que la 
composante tangentielle est la cause de l’accélération tangentielle et que 
fi = mw,, de sorte que 


R= lim ¥ mw,As. 


Supposons que le corps ait au point initial du chemin la vitesse v,, et au 
point final B la vitesse v,; les valeurs correspondantes de la force vive sont, 


is eae I I a5 } 
“5 aa 2 =e 2 4 
d’aprés (1) page 118, J, = 5 vj et i= 5 nes. Désignons par v la vitesse, 
I : ae? ia otgteeean ‘ 
par J = — nw? la force vive en un point intermédiaire M. Quand le corps a 
2 
parcouru |'élément de chemin As, il poss¢de une nouvelle vitesse v + Av et 


: Fe ae! re aane 
une nowvelle force vive égale a Pau (v + Av)*. Désignons par AJ la variation 


de la force vive ; on a évidemment 


AJ = — m[(v + Av)? — v?} =) mj\2vAv + (Av)?]. 


Ce 


_ Si lon suppose que As, et par conséquent Av aussi, sont des grandeurs infi- 
niment petites, on peut négliger le second terme dans la parenthése et écrire 
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AJ = mvAv. La variation totale de la force vive pendant Ja durée du par- 
cours du chemin AB est J, — J, = lim }’ ad = lim SY modo. Mais 
Av = w,Al, ot Af est la durée du parcours du chemin As ; on a donc 


J, — J, =lim uy. mw,vAl; le produit vAt = As, et par conséquent 


Jog — J; = lim »3 mw,As. 


Si l’on compare cette formule avec la derniére expression trouvée pour R, 
on voit que 


(9) | R=lim > fds cos (f, As) = J, —J, = 


Cette formule est une des plus importantes de la Physique ; elle exprime 
que si un corps se meut sous l'aclion de forces exléricures, le travail de ces forces 
est numériquement égal a l'accroissement de force vive du corps. 

Dans le cas du mouvement d’un systéme de points matériels ou d’un corps 


: 1 3 
mv; — A mvj. 


bole 


physique, nous pouvons écrire pour chaque point considéré isolément la for- 
mule (g); si on prend la somme de ces égalités et si on désigne par R la 
somme des travaux de toutes les forces agissant sur les points du systéme 
pendant son déplacement, on obtient 
a2 fie 2 eee sae yt 2 

(9, 2) | eel fe 0 Rae mv? a5 Me 

Dans le cas de la rotation d’un corps autour d’un axe, la formule (3) de la 
page 119 donne 


(9, 6) R= J,—J, = + Ke; — < Ke}, 


ou K est le moment d’inertie du corps par rapport a l’axe de rotation, 0, et 
@, les vitesses angulaires A l’origine et a la fin de V’intervalle de temps pen- 
dant lequel les forces extérieures ont elfectué le travail R. 

Supposons que sur un corps animé d’un mouvement de rotation agisse un 
couple situé dans un plan perpendiculaire a l’axe de rotation, et soit M le 
moment de ce couple. Quand le corps tourne de l’angle d> pendant le petit 
intervalle de temps d/, le travail effectué par le coupie est dR = Md¢ (voir (8), 


+ © A r X ° . Es: 
page 124). Ce travail doit étre égal a l’accroissement de la force vive J = 5 Ke? 


(voir (g)). On a donc Mdz = a(s Ke*) — Kedo. Si on divise les deux 


: : =i Kiko) : LO ; 
membres par di, on obtient M = Ko 2 Mais 0 = . et == 3, Crest 


a-dire égale a l’accélération angulaire (page 78). On a donc 
(10) M — Ks; 


le moment d'un couple, situé dans un plan perpendiculaire a Uaxe de rolation d’un 
corps auquel ce couple est appliqué, est égal au produit du moment d’inerlie du 
corps, relativement cet axe, par son accélération angulaire. | 
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Si les points dont est formé un syst?me agissent les uns sur les autres avec 
des forces quelconques, ces forces s’appellent, pour le systeme donné, comme 
nous l’avons vu, des forces int“rieures; mais pour tout point pris isolément, 
les forces avec lesquelles les autres points du systeme agissent sur lui, sont 
des forces extérieures; dans un changement de la situation mutuelle des 
points du systtme, on peut donc écrire, pour chacun d’eux, l’égalité (9); Véga- 
lité (9, b) est par conséquent aussi applicable. Ceci montre que si un systéme'de 
points, non soumis a des forces extérieures, passe d'une disposition a une autre, 
le travail des forces intérieures est égal d Vaccroissement de la force vive du systéme. 

Nous avons démontré (page 126) que ce travail ne dépend pas des chemins 
suivant lesquels les points du systéme sont passés de leur position initiale & 
leur position nouvelle ; il en résulte ce théoréme: si un systéme de points 
nest pas soumis a des forces exlérieures, la variation de la force vive dans le 
passage d’une position a une autre ne dépend pas des chemins suivant lesquels les 
points sont passés de leur position initiale a leur position finale. Si le systéme 
revient @ sa position primitive, la force vive reprend sa valeur initiale. 

Considérons le cas général du mouvement d’un point sous l’action d’une 
force motrice quelconque f (voir fig 37, page 122), et en présence d'une 
résistance quelconque f’. Désignons par f, et f’, les composantes tangentielles — 
des forces fet f’, et soient v, et v, les vitesses dv. point dans les positions A et 
B. La composante tangentielle de la résultante de toutes les forces agissant 
sur le point est égale 4 f, — f’,, et par conséquent la formule (9), page 129, 
donne 


lim » =f \As= . mus — ; mv}. 


Nous conviendrons d’appeler dans ce cas f,As le travail élémentaire, et 


lim S JiAds le travail total de la force motrice. La formule précédente donne 
INR ee Sue Ly ae 
(11) lim jis =A > fas + 3g va — mi 


Nous voyons que dans le cas le plus général, le travail de la force motrice 
se compose de deux parties: l’une est employée a vaincre une résistance, 
Yautre a changer la force vive du point. Quand fii > fr 2S ate point ayn 
mouvement accéléré ; il acquiert une certaine force vive.Quand f,< f";, Vey, 
le mouvement du point est retardé, il perd de la force vive. Quand enfin 
fi = oy cest-a-dire quand la force motrice est nulle ou normale a la trajec- 
toire du point, nous avons 


aw Tes Hee 
(11, a) lim > fids =s mv? — - mv3. 


___~ Le second membre de 1’égalité représente la force vive perdue. Dans le cas 


particulier ou f et / sont dirigées en sens inverse, et restent invariables en 


ee 


TRAVAIL ET FORCE VIVE LOT 


grandeur et en direction, pendant toute la durée du mouvement du point, 
la formule (11) donne 


I I 
(22) fh=fh+ = me; = 5 Mut, 


ou (voir la formule R= fhetla figure 41, page 124) h est la projection du 
chemin parcouru sur la direction des forces f et f’. Dans le cas de f — o, 


‘nous avons 


“ag es) 
(12, a) jis : mv? — z mv3. 


Nous allons appliquer les formules que nous venons d’obtenir au cas du 
mouvement d'un corps a la surface dela Terre, en laissant de cété la varia- 
tion de la pesanteur avec la hauteur et la résistance de l’air. 

1. Le corps, en chute libre, est soumis a l’action de la pesanteur, cest-a- 
dire de son poids p, gui joue le rdle d’une force motrice. Dans ce cas, f’ =o, 
et (12) donne 


I I 

pee el Pees ae Oats 25 
{12, b) ph= 5 my; — 5 muy. 
Vérifions cette formule, pour la chute d’un corps dans la direction de la 
pesanteur, c’est-a-dire suivant la verticale. Cette force constante produit une 
accélération constante, que nous avons désignée par g (voir (12), page gr); 
nous avons p == mg. Dans le cas d’un mouvement rectiligne, nous avons 
trouvé la formule (voir (22), page 71) v3 — vj == 2ws, qui prend ici la 
forme v2 — vj = 2gh. Si Von multiplie les deux membres de cette égalité 

2 I 5 


par — m, et si l’on tient compte de p = mq, on obtient (12, b). 


2. Supposons que le corps commence & se mouvoir de bas en haut avec 
une vitesse initiale v,. Dans ce cas, le poids p joue le réle de la résistance [” 
dans (12), tandis que f =o: la formule (12, a) donne 


I I 
= qy2 2 
{12,¢) pes 5 mut — 5 mui. 


Il est facile de vérifier cette formule. Le corps se meut sous l’action de la 
force constante p, quia une direction opposée a celle de Ja vitesse; par con- 
séquent le mouvement s’elfectue avec une accélération égale a — g. Nous 
avions a la page 71, la formule (24) : vj — v} = 2gs. Si nous multiplions 


I . 
les deux membres par 5 et si nous remarquons que p = mg, nous obte- 


mons (12, ¢). 

3. Le corps se meut verticalement de bas en haut, sous l’action d’une 
force f qui a la direction de ce mouvement : soit p le poids du corps; la for- 
mule générale (11) donne pour le travail RK de la force motrice expression 


(12, d) R = lim Sifak = ph + - mo; — - movi 
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ou h est la hauteur totale d’élévation, Ah l’élément de chemin parcouru. Le 
travail effeclué pour élever un corps se compose de deux parties: la premiere est’ 
le travail d’élévalion proprement dit, la seconde est mesurée par l’accroissement 
de force vive du corps élevé. Ce n’est que dans le cas ou v, = v, que nous- 
avons R = ph; autrement dit, le travail effectué pour élever un corps n’est 
égal au travail d’élévalion seul, que quand le corps élevé posséde au commen-— 
cement et & la fin du mouvement la méme vitesse, par exemple, la vitesse 
zéro. La force f peut alors étre supérieure a p dans certaines parties du che+ 
min h; mais en revanche, dans d’autres, elle doit étre inférieure a p ou méme- 
étre nulle ou négative. 

~ Quand on éléve un kilogramme & un mitre de hauteur, le travail effectué 
n’est égal 4 un kilogrammeétre que quand la masse élevée posstde la méme: 
vitesse ou se trouve en repos au commencement et a la fin du mouvement. 


4. Travail et temps. Puissance. — Il existe de nombreux appareils 
ou machines capables d’effectuer, dans des conditions déterminées, un travail 
déterminé R pendant un temps donné 1, et de renouveler cette production de 
travail dans chacun des intervalles de temps suivants, pendant une durée assez 
longue mais pourtant limitée, tant que les conditions requises restent remplies. 
Ainsi, par exemple, une machine a vapeur maintenue continuellement sous. 
pression, les feux étant constamment entretenus, ou un moteur.d eau auquel 
on améne continuellement une quantité d’eau suffisante, peuvent, pendant 
une tres longue durée, produire dans chaque minute un travail déterminé. 
Des circonstances secondaires, comme une réparation ou un nettoyage néces - 
saire des piéces de la machine, peuvent abréger cette durée de fonctionne- 
ment. L’homme et les animaux, convenablement nourris, posstdent une 
faculté semblable, mais la durée de leur action est plus limitée par suite de la 
nécessité absolue d’un repos. Dans tous les cas analogues, nous disons que la 
machine, l’animal, etc., ont une certaine puissance de travail. Celle grandeur 
est mesurée par le travail que peuvent effecluer, dans des conditions délerminées, 
la machine ou Panimal, pendant chaque unité de temps d'une certaine période 
assez longue. Il s’ensuit que l'unité absolue de puissance est la puissance d’une: 
machine, capable de produire i’unité de travail dans l’unité de temps. Un 
kilogrammétre par seconde, par exemple, représente une unité de puissance. 

Dans la technique, on emploie une autre unité de puissance, appelée 
cheval-vapeur ; c’est la puissance d’une machine capable de produire un travail y 
de 75 kilogrammétres par seconde. 

On a aussi l’habitude d’attribuer 4 une machine une certaine puissance, 
quand les conditions sous lesquelles elle peut fournir du travail ne sont pas: 
encore remplies. C’est ainsi que l’on parle d’un moteur de cing chevauz ; c'est. 
un moteur qui, dans des conditions déterminées, peut produire 75 x 5 kilo- 
grammeétres par seconde. 

L’unité C. G. S, de puissance est la puissance d’une machine capable de 
produire un erg dans une seconde, un erg-seconde. On emploie encore aujour- 
d’hui, surtoat en électrotechnique, une unité de puissance tres importante, 
qui a recu le nom de watt. C’est la puissance qui développe un joule en une 


ele 
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‘seconde. Nous avons vu page t21, quelle était la valeur d’un joule; si on 
Yexprime en kilogrammétres et si l’on tient compte de la définition du cheval- 
vapeur, on voit que 


I watt = 1 joule par seconde 
= 10 mégaergs par seconde| 
413) = 107 ergs par seconde = 0,102 kilogrammétre par seconde 
I 
—— 736 cheval. 
5. Energie. Principe I. — L’étude de |’énergie est une des parties les 


plus importantes, sinon la plus importante de la Physique moderne; elle 
forme la base inébranlable sur laquelle nous devons nous appuyer, quand 
mous cherchons a expliquer le lien qui unit les phénoménes de la nature. 

Quand un corps ou un groupe de corps sont capables d’effectuer du travail, nous 
disons qwils possédent de l'énergie. — Plus est grand le travail que le corps 
ou le systéme de corps peuvent fournir, plus est grande, comme nous disons, 
leur provision d’énergie. Comme exemple, nous citerons |’énergie d’un corps 
ou d’un systtme de corps en mouvement, qui, comme |’expérience journa- 
liére le montre, peuvent vaincre des résistances de nature différente, entre 
autres la résistance d’inertie (page 121) d’autres corps. Nous appellerons cette 
énergie, énergie cinélique. Il est évident qu’elle est en général d’autant plus 
grande que la vitesse du mouvement du corps ou du systeme donné de corps 
est plus grande. Nous conviendrons de mesurer |’énergie par le travail que 
le corps ou le systtme de corps peuvent effectuer. En désignant I’énergie 
par J, le travail par R, et, en prenant le coefficient de proportionnalité égal 
A lunité, nous avons 


(14) Ji == R: 


Cette formule donne J = 1, ‘pour R= 1, c’est-a-dire que l’unité absolue 
d’ énergie est l’énergie d’un corps capable de produire l’unité de travail. On 
donne habituellement A cette unité d’énergie la méme dénomination qu’a 
Punité de travail correspondante. Le kilogrammétre, l’erg, le mégaerg et le 
joule ne sont donc pas seulement des unités de travail, mais aussi des unités 
d’énergie. L’erg est par conséquent aussi l’unilé C. G. 8. d’énergie. 
L’éther, aussi bien que la matiére, peut posséder de l’énergie. 
Il existe trois principes relatifs a l’énergie ; nous n’en étudierons en détail 
que deux pour le moment. 
Principe I, — L’énergie d’un corps ou d’un systéme de corps est une fonction 
_finie, uniforme et continue de son état, c’est-a- dire que l’énergie est entiérement 
déterminée par l'état du corps ou du systtme de corps, et qu’a tout change- 
ment infiniment petit de cet état correspond une variation également infini- 
ment pelite de l’énergie. Il faut prendre ici le mot état dans le sens le plus 
général qui lui a été attribué a la page 33, de sorte que |’état d’un systéme 
de corps est défini par l’ensemble de ses propriétés physiques, par la position 
relative et par la vitesse de toutes ses parties. 
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Du principe I découlent des conséquences trés importantes. 

Corottatre 1, — Quand un corps ou un systéme de corps passent dun état 
quelconque A d un autre état B, en effectuant un travail posilif, le travail total 
accompli ne dépend pas de la facon ou du chemin suwwant lesquels s’est produit 
ce passage. Nous avons vu (page 44) que le passage d'un état 4 un autre 
peut se faire d’une infinité de maniéres différentes. Soit J, l’énergie corres+ 
pondant a I’état A, J, énergie correspondant a I’état B. Le systeme de corps 
(ou le corps comme cas particulier) se trouvant dans l'état A posséde la faculté 
de produire un travail R, = J, ; aprés le passage a l’état B, il n’est plus 
capable de produire que le travail plus petit R, = J. S’il existait, pour le 
passage de A a B, un chemin ou le travail R effectué serait plus grand ou plus 
petit que la différence R, — Rs = J, — J, d'une quantité quelconque g, de sorte 
que R = R, —R, + 9, nous aurions, en suivant ce chemin de A a B, et en 
tenant compte de ce que le systéme a |’état B peut effectuer un travail R,, un 
systeme capable de produirea état Ale travail R, + R= R,+ (Ry —R, £9) 
== R,= 0, et par conséquent aussi possédant l’énergie J = Ry + 9. Mais ceck 
serait en contradiction avec le principe I, suivant lequel le systéme & I’état A 
ne peut -posséder qu’une provision d’énergie unique et bien déterminée 
ep = vie 

Corotxaire I, — Un pereeruum mosis est impossible. Un perpETUUM MOBILE 
serait un systéme de corps (une machine, par exemple) tel qu’une fois mis en 
mouvement, il continuerait 4 se mouvoir indéfiniment, en effectuant ainst 
continuellement un travail. Il résulte de la définition méme de l’énergie et 
du principe [ que quand un systeme fournit du travail, sa capacité de pro- 
duction doit diminuer dans la suite. Une production continuelle de travail ° 
doit étre accompagnée d’une diminution continuelle de la provision d’énergig 
cinétique (diminution de vitesse), laquelle, étant une grandeur finie, doit 
s’épuiser avec le temps. 

Nous ne savons pas avec certitude si les corps célestes rencontrent dans leur 
mouvement une résistance de la part du milieu qui les entoure. Si cette 
résistance n’existe pas, la possibilité d’un mouvement élernel des astres n’est. 
pas en contradiction avec l’impossibilité d’un peRPeruuM mopsite, car, il n’y 
aurait dans ce mouvement aucune déperdition d’énergie. Mais 4 la surface de» 
la Terre, le mouvement éternel d’un systéme n’est pas réalisable, puisque,. 
comme nous l’ayons vu (page 121), il est impossible d’éviter les rea 
nuisibles, et puisque, pour les vaincre,’ il faut dépenser continuellement de * 
Pénergie cinétique. 

Le prrreruum mosite, dont il est question ici, est parfois appelé penpEruum 
MoBILE de premiere espéce, pour le distinguer du Perpetuum mosiLe de seconde 
espéce, que nous ferons connaitre dans le Tome III. ig 2 


6. Formes de l'énergie. — L’étude des phénoménes physiques a montré 
qu'il existe toute une série de formes différentes de I’énergie. Elles se rat- 
tachent toutes 4 deux groupes : I’énergie cinétique et I’énergie potentielle. _ 
On appelle encore I’énergie cinétique, énergie actuelle, énergie visible ow 
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énergie de mouvement, et |’énergie potentielle, énergie lalente ou énergie de 
position. 

A. Energie cinétique, énergie visible ou énergie de mouvement. — 
Dans toutes les formes de |’énergie cinétique, nous avons affaire au mouve- 
ment d’un milieu, c’est-A-dire au mouvement de la matiére ou de |’éther. 
Nous allons chercher lexpression générale de l’énergie cinétique. Soit m la 
masse d’un point en mouvement et v sa vitesse A un instant donné. Pour 
déterminer son énergie cinétique J, nous devons calculer le travail RK qui 
peut étre elfectué dans le passage de la masse m de |’état donné (ott la vitesse 
est v) a un autre ou la provision d’énergie de mouvement est épuisée, c’est- 
a-dire out la vitesse est nulle. Le corollaire I (page 134) montre que le travail R 
ne dépend pas de la facon dont s’est elfectué le passage du mouvement au 
repos. Supposons done que sur le point ait commencé A agir une certaine 
force constante /’, ayant une direction opposée & celle de la vitesse initiale v. 
Sous l’influence de la force f', le point commence a se mouvoir avec une 
aceélération négative constante — w — — f': m, c'est-a-dire que sa vitesse 
diminue, dans l’unité de temps, de w, et devient finalement nulle, quand le 
point a parcouru un certain chemin, que nous désignerons par h. Le travail 
cherché est R eh La formule (12, a), page 131, dans laquelle il faut faire 


ici la vitesse initiale v, =v et la vitesse finale v, = 0, donne R = f’h = p mv? ; 
on obtient immédiatement le méme résultat, en introduisant dans l’égalité 
2 
: v : yeas 
R = fh les expressions f’ = mw et h = on (voir (22, b), page 71). L’énergie 


cherchée est donc 
I 


(15) Bo Be ie 


Dénergie cinétique d'un point matériel est déterminée par sa force vive. Il en 
résulte que le travail effectué dans un temps donné, par un point matériel en 
mouvement, est mesuré par sa perte de force vive. Si, pendant ce temps, la 
vitesse du point a diminué de 1, & v,, Ie travail effectué R est 
(16) R= J, —J, = = mv} — ~ my}. 

2 Pret! 

La comparaison de cette formule avec (g), page £29 montre que si le travail 
est accompli par des forces exlérieures au point matériel, ul est mesuré par l’ac- 
eroissement de force vive du point ; si au contraire il est effectué par le point lui- 
méme, c’esl-d-dire au détriment de sa provision d’énergie cinétique, u est mesuré 
par sa diminution de force vive. L’énergic cinétique d'un systéme de points malé- 


riels est mesurée par sa force vive, c’est-a-dire par la grandeur 


va 


I 
J= N i mv?. 


Passons maintenant & l’examen des différentes formes d’énergie cinétique. 
1. Evereie cinérique p’UN CORPS QUI A UN MOUVEMENT D’ENSEMBLE. — Dans 
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ce cas les distances mutuelles des points du corps ne changent pas ou éprouvent 
des variations négligeables. L’énergie du mouvement d’ensemble d'un corps 
sert de mesure au travail que ce corps peut fournir. Telle est l’énergie d'un 
projectile, d'un corps animé d'un mouvement de rotation, du vent, de V’eau 
qui coule ; on peut encore ranger dans Ja méme catégorie |’énergie des mou- 
vements vibratoires des corps ou de leurs parties, et l’énergie du son, au 
moins dans certains états de ces mouvements. , 

II. Enerere caroririour. — La chaleur est une forme de l’énergie cinétique ; 
au moyen d'une provision de chaleur, on peut effectuer du travail. L’énergie 
calorifique est mesurée par Ja force vive des mouvements moléculaires irré— 
-guliers d’un corps ; dans ces mouvements, les particules yoisines peuvent 
avoir des vitesses trés différentes en grandeur et en direction. Quand du tra- 
vail est effectué aux dépens de l’énergie calorifique d’un corps, une partie de 
cetle énergie disparait, la vitesse du mouvement des molécules diminue, et le 
corps lui-méme se refroidit. I] n’est pas douteux que |’énergie calorifique soit 
une grandeur finie, bien que l’on n’‘ait pas encore réussi jusqu’ici 4 épuiser 
cette provision d’énergie, c’est-& dire 4 extraire d’un corps quelconque toute 
son énergie calorifique. 

L’unrté absolue de quantité de chaleur est Ja quantité de chaleur que l’on 
doit dépenser pour effectuer l’unité absolue de travail. 

Lunité C. G. S. de quantité de chaleur est lerg. Pour mesurer l’énergie 
calorifique, ou plus simplement une quantité de chaleur, on emploie encore 
d’autres unités, par exemple la grande ou la petite calorie : ce sont les quan- 
tités de chaleur nécessaires pour élever de 1° C. la température d’un kilo— 
gramme ou d'un gramme d’eau. 

Nous étudierons en détail, dans le tome III, chapitre 1V, la capacité calo— 
rifique de l’eau. Nous verrons qu’elle est une fonction de la température. Il 
s’ensuit que la quantité de chaleur que nous appelons calorie, dépend de la 
température initiale du kilogramme ou du gramme d’eau que nous élevons 
de 1°. 

Grirrirus (1901) avait proposé de prendre, comme unité de chaleur, la 
calorie de 17°, c’est-a-dire celle qui correspond & un échauffement de l’eau 


de 17° 4 18°; mais il semble que, dans ces derniers temps, la calorie de 15° 


proposce par Warsure (1899) soit plus généralement adopltée comme unité 
de chaleur. 


Désignons par Q la valeur numérique d’une certaine quantité de chaleur 
et par R le travail obtenu en utilisant cette quantité de chaleur. On a l’habi- 
tude de dire que la chaleur Q et le travail R sont équivalents. Quelles que 
soient les unités avec lesquelles on mesure Q et R, ces deux nombres sont 
toujours proportionnels l'un a Vautre, de sorte que l’on peut écrire 


(17) R=EO, 


E représentant un facteur de proportionnalité. Si nous posons 


(18) - A=, 
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nous obtenons 
(19) AR: 


Le coefficient E s’appelle l’équivalent mécanique de la chaleur ; c’est le nombre 
d’unités de travail équivalentes 4 une unité de chaleur, car (17) donne R=E, 
pour Q = 1. Le coefficient inverse A s’appelle l’équivalent thermique du tra- 
vail ; c’est lenombre d’unités de chaleur équivalentes 4 une unité de travail, car 
(19) donne Q = A, pour R = 1. Des expériences, dont nous nous occuperons 
en détail dans l'étude de la chaleur, ont montré que si l’on prend pour 
unité de chaleur la calorie de 15° et comme unité de travail l'erg, on a 


EH = 4,189.10’ ergs = 41,89 mégaergs = 4,189 joules (p. 121) ; autrement 
dit, 


(20) la petite calorie de 15° est équivalente a 4,189 joules. 


Il en résule que 


(20, a) 1 joule est équivalent a 0,23865 petite calorie de 15°. 
Si on pose (p. 121) 1 joule = 0,102 kilogrammétre, on voit que 
(21) — la grande calorie de 15° est équivalente a 427,2 kilogrammetres. 


Nous étudierons en détail cette question dans le Tome III. 
Il. Exerciz rayonnante. — Dans le § 4 de Ja Premiére Partie, nous avons 
‘ dit qu’on ne deyait entendre aujourd’hui par le mot élher rien de plus que 
Pespace vide, dans lequel ne se trouve aucune matiére ordinaire, mais non, 
comme autrefois, une substance déterminée qui remplit cet espace. On tra- 
duit plus complétement ainsi les idées qui tendent actuellement a prédominer 
(igit). Dans cet espace vide, peut exister une certaine forme d’énergie, qui 
se propage avec la vitesse 


(22) v = 300000 kilometres par seconde = 3.10!° cm. par sec. 


et que l’on nomme énergie rayonnanle ; telles sont la lumiére visible, les 
radiations invisibles (radiations infrarouges, appelées autrefois radiations calo- 
rifiques, et radiations ultraviolettes), les radiations électriques de Hertz et 
peut-étre encore d’autres radiations, qui ont été découvertes dans ces derniers 
temps (Tome IV). On avait espéré qu’on arriverait 4 expliquer l’énergie 
rayonnante par des mouvements (perturbations) dans l’éther supposé subs- 
tantiel, ou du moins doué d’inertie et de résistance & la déformation. Comme 
on n’a pu y réussir jusqu’ici complétement, il est plus simple d’étudier 
l’énergie rayonnante comme un phénoméne, dont la réalité n’est pas dou- 
tteuse, mais dont l’existence est indépendante de toute interprétation méca- 
nique, et par la de laisser |’éther, comme substance, enti¢rement hors de 
cause. . 

IV. Evercre pu courant &LEctRIQUE. — Le courant électrique est un phé- 
noméne dont les conditions de production sont trés bien connues, ainsi que 
les lois auxquelles il est soumis. Mais nous n’avons pas encore une représen- 
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tation claire, adoptée par la Science, de la nature intime de ce phénoméne. 
Nous pouvons seulement dire avec certitude que le courant électrique est um 
genre particulier de mouvement et que Iénergie de ce mouvement peut étre- 
utilisée pour effectuer du travail (électromoteurs). 

On croyait autrefois (jusqu’en 1880 environ) que l’énergie d’un courant 
électrique constant se trouve complétement dans le conducteur (par exemple- 
les fils) ot: passe le courant électrique. On a eu ensuite une tendance a s’affran— 
chir de ’hypothése que l’électricité est une substance particuliére et on pensait 
qu’on avait aflaire, dans le phénoméne du courant électrique, a une forme 
spéciale d’énergie cinétique de ’éther, distribuée dans l’espace tout autour du: 
conducteur ; on ne pouvait d’ailleurs rien dire de certain sur le genre de- 
mouvement auquel correspond cette forme d’énergie. 

La théorie des électrons (page g) a conduit & revenir aux anciennes idées- 
sur le siége de I’énergie du courant électrique. Dans cette doctrine nouvelle, 
le courant consiste en un mouvement des électrons & Vintérieur du conduc- 
teur, et, dans ce mouvement, on doit aussi chercher l’essence de |’énergie du. 
courant électrique. Il n’est pas douteux que cette énergie puisse trés facile— 
ment se transformer en énergie rayonnante, encore plus librement en énergie- 
calorifique. La seconde semble naitre pour ainsi dire d’elle-méme; la pre- 
mitre, dans chaque changement de mouvement des électrons. Mais, pour le 
moment, on doit encore laisser ouverte la question de savoir si, dans le cou-- 
rant constant, la provision entiére d’énergie se trouve 4 l’intérieur du conduc- 
teur, ou si elle réside en partie dans espace environnant. On peut méme- 
aussi se demander si, bientét, l’ancienne théorie de l’éther ne surgira pas de ~ 
nouveau, sous une forme modifiée, et’si on ne verra pas réapparaitre l’éther, 
aussi bien comme substance que comme support de I’énergie. Crest ce que 
Payenir nous apprendra ('). ‘ 

B. Energie potentielle, énergie latente ou énergie de position. — On 
rencontre dans la nature différentes formes de l’énergie, c’est-a-dire de la 
faculté de produire du travail, qui dépendent de la position relative de deux 
ou plusieurs corps. Théoriquement un point matériel isolé ne peut posséder- 
que de l’énergie cinétique ; il n’y a qu’un systéme de deux points mateériels- 
au moins, qui puisse posséder de |’énergie potentielle. Il faut pour cela 
qu’entre ces deux points matériels existe une force qui tende a les rapprocher 
ou a les éloigner l'un de l'autre, ou, dune maniére générale, que la présence 
d'un corps fasse naitre une force agissant sur l’autre corps. Nous laisserons 
de coté la question de savoir quelles sont les causes de la production d’une- 
telle force. 

a) Quand deux points matériels tendent & se rapprocher ou, comme on a 
Vhabitude de dire, s’allirent réciproguement, cette attraction peut devenir une 


(*) Lorpv Ketyin, — Baltimore Lectures on Molecular Dynamics and the Wawe-Theory- 
of Light, London, 1904, p. 159 : « It is absolutely certain that there is a definite- 
dynamical theory for wawes of light, to be enrished, not abolished, by cleckromna aaa 


theory ». 
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source de travail, qui sert & vaincre soit des résistances extérieures s’opposant 
au rapprochement des points, soit l’inertie des points eux-mémes, qui pren- 
nent alors un mouvement accéléré. La provision d’énergie est évidemment 
d’autant plus grande que les points sont plus éloignés l’un de l’autre, et elle 
diminue, quand les points, produisant du travail, se rapprochent. Nous 
yoyons done que dans ce cas la provision d’énergie dépend de la position re- 
lative des points. 

b) Quand deux points matériels tendent & s’éloigner l’un de l’autre, ou, 
comme on a l’habitude de dire, se repoussent mutuellement, cette répulsion 
peut aussi devenir une source de travail. La provision d’énergie est d’autant 
plus grande que les points sont plus prés l'un de l'autre : elle diminue, au fur et 
4 mesure que les points s’éloignent l’un de l’autre. Il est clair que, dans ce 
cas encore, la provision d’énergie dépend de la position relative des points. 

On comprend pourquoi, dans ces deux cas, l’énergie est appelée énergie 
latente (cachée) ou énergie de position. 

Nous n’aborderons pas ici la question de savoir quelles sont Jes causes de 
la force qui tend a rapprocher ou a éloigner les corps les uns des autres, et 
nous allons considérer les différentes formes de l’énergie potentielle. 

I. Enercie pe MASSES QUI S’ATTIRENT SUIVANT LA LOI DE LA GRAVITATION 
UNIVERSELLE. — Tout couple de masses qui ne se touchent pas posséde une 
énergie de position, par suite de l’existence de la gravitation. Le Soleil et une 
planete quelconque pris ensemble, ou bien la Terre et la Lune, possédent une- 
trés grande provision d’énergie potentielle. 

On a Vhabitude de parler de l’énergie d’un corps qui a élé élevé, car tout 
corps élevyé 4 une certaine hauteur au-dessus de la surface de la Terre peut 
produire du travail en tombant. Mais, pour parler rigoureusement, ce n'est 
pas le corps élevé qui, dans ce cas, posséde de l’énergie. mais l'ensemble des 
deux corps qui s’attirent : la Terre et le corps élevé au-dessus de la Terre. 

- L’énergie potentielle provenant de |’attraction d’un systeme de corps ou de 
points matériels, ne dépend que de leurs positions relatives (Principe I de 
l’énergie, page 133). Dans toute condensation du systeme est eflectué un 
travail, dont la grandeur ne dépend que des positions initiales et finales de 
ses parties. Dans le passage de la matiére qui forme un astre, de |’état nébu— 
leux primitif & un état plus dense, il se produit une perte considérable d’éner- 
gie potentielle, aux dépens de laquelle est effectué un travail équivalent. 
L’énergie potentielle des poids soulevés dans une horloge est la source du 
travail qui s’accomplit dans Vhorloge. L’énergie potentielle des nuages est la 
source du travail des moulins a eau, efc. 

I. Exercie porentiELLeE prs corps pirormabies. — Entre les parties élé- 
mentaires des corps déformables s’exercent des forces de nature particuliére, 
dont le caractére est encore peu connu. Suivant les circonstances, les points. 
du corps manifestent une tendance & se rapprocher ou a s’éloigner les uns des 


autres, et ce fait est la source de la provision d’énergie potentielle des parties 


élémentaires. 
Telle est l’énergie d’un corps élastique déformé. Un ressort, qu'il soit, sui- 
yanl sa forme, courbé, comprimé, allongé ou tordu, posséde la faculté de 
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produire du travail, en méme temps qu'il se redresse, s’allonge, se raccourcit 
ou perd sa torsion ; mais il perd ainsi de sa provision d’énergie, c’est-a-dire 
de sa faculté d’effectuer du travail. La variation des positions relatives des 
points d’un ‘corps élastique, qui accompagne la déformation de ce corps, 
apparait ici comme la cause de la production de |’énergie potentielle. 

Telle est encore |’énergie potentielle des parties élémentaires, qui se;ma- 
nifeste d’une manitre particuliérement frappante dans le passage d’un; corps 
de l’état solide a l'état liquide, ou de l'état liquide a l’état gazeux, et inverse- 
ment, et dans tout changement de volume ou de température du corps, bien 
qu'avec moins d’intensité. Nous verrons plus loin, que la grandeur connue 
en Physique élémentaire sous le nom de chaleur latenie se trouve en relation 
étroite avec la forme considérée d’énergie potentielle. 

HI. Enereie cuimiqus. — Un systéme de deux corps susceptibles de s’unir 
chimiquement, possede la faculté de produire du travail. Le carbone et loxy* 
gene, l’hydrogéne et le chlore, l’acide sulfurique et l'eau possédent, pris deux 
a deux, une provision d‘énergie chimique, que l’on peut utiliser pour effec- 
tuer du travail (par exemple, la combustion du charbon est la source du 
travail dans les moteurs a vapeur), Quand plusieurs atomes se réunissent pour 
former une molécule, cette dernitre ne posstde plus la provision d’énergie 
chimique, qui a été dépensée en production de travail au moment de la for- 
mation de Ja molécule. I] faut remarquer que les atomes d’une méme substance 
possédent également de |’énergie potentielle, quand la molécule de cette subs- 
tance contient deux ou un plus grand nombre d’atomes. Ainsi, par exemple, 
deux atomes d’hydrogéne H, avant leur réunion dans la molécule H?, pos- 
sedent une énergie potentielle propre ; la méme chose a lieu pour deux 
atomes d’iode I, avant leur réunion dans la molécule I’. On constate méme 
que |’énergie potentielle dépensée dans la formation d’une molécule H? et 
d’une molécule 1? est plus grande que celle qui est dépensée dans la forma- 
tion de deux molécules du composé IH (acide iodhydrique). La forme consi- 
dérée de l’énergie potentielle comprend encore l’énergie des mélanges explo- 
sibles, comme la poudre. 

IV. Enero siecrrosratiqgueE. — Cette énergie est l’énergie potentielle 
d'un corps électrisé, par exemple d’un condensateur (bouteille de Leyps) ; 
dans la décharge du condensateur, un travail peut étre effectué (par exemple, 
la perforation d’une plaque de verre), par consommation de la provision 
d’énergie électrostatique. Avant que la théorie des électrons ne surgisse, dn 
croyait que l’énergie électrostatique n'est rien de plus que l’énergie poten- 
tielle de ’éther déformé, analogue a l’énergie d’un corps élastique déformé. 
Dans cette maniére de voir, l’espace occupé par l’éther déformé constitue ce 
qu’on appelle le champ électrique. La matitre placée dans un tel champ 
donne lieu a des phénoménes de différents genres. Si elle appartient a ce 
qu’on appelle un conducteur (par exemple, un métal), les déformations de 
léther s'appuient sur la surface de ce conductleur, le soumettant a des pres- 
sions de nature particuliére, qui peuvent le contraindre a se déplacer dans 
une certaine direction ; le conducteur est dit électrisé. Quand plusieurs con- 
ducteurs se trouvent dans un champ électrique, ces corps, suivant la 
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distribution des déformations, tendent & se rapprocher ou a s‘éloigner 
Pun de l’autre, ou en quelque sorle s’attirent ou se repoussent. A l’in- 
térieur des conducteurs une déformation stable de l’éther est impossible ; a 
Vintérieur des non-conducteurs, au contraire, ou des diélectriques comme on 
les appelle, l’éther peut étre soumis 4 des déformations et l’on dit, dans ce 
cas que le diélectrique est polarisé; il se manifeste alors en lui une tendance 
a un déplacement dans le champ électrique, suivant une certaine direction. 
La théorie des électrons envisage tout autrement ces phénoménes : un con- 
ducteur électrisé porte sur sa surface un excts d’électrons qui sont libres, et, 
dans les molécules d’un non-conducteur (diélectrique) polarisé, a lieu un dé- 
placement des électrons. Les électrons libres et ceux qui se trouvent ainsi dé- 
placés donnent naissance A l’énergie électrostatique potentielle, qui, dans le 
cas d’un non-conducteur, offre en effet une étroite analogie avec |’énergie 
d'un corps élastique déformé. Nous laissons de nouveau ici ouverte la ques- 
tion de savoir si l’espace, qui renferme un conducteur électrisé ou un non- 
conducteur polarisé, doit étre aussi regardé comme le sitge d’une provision 
d’énergie. 

V. Enerem macnitique. — Nous allons dire quelques mots de cette forme 
d’énergie, bien qu'elle soit vraisemblablement identique a l’énergie du 
courant électrique considérée plus haut. Les poles des aimants naturels ou 
artificiels tendent 4 se rapprocher (poles de noms contraires) ou a s’éloigner 
l'un de l'autre (poles de méme nom), Il en résulte qu’un systtme de deux 
aimants possede une forme particuliére d’énergie de position, que nous 
appelons énergie magnétique. L’espace qui entoure les aimants et qui est 
encore un cas particulier d’un champ de force, s’appelle un champ magnétique. 
Mais nous verrons dans la suite que l’espace entourant les courants électriques 
ne se distingue absolument en rien, d’aprés ses propriétés, de l’espace qui 
entoure les aimants ; le premier est donc également un champ magnétique. 
On peut en conclure Videntité de la nature intime de énergie du courant 
électrique et de l’énergie appelée magnétique. 

Nous en avons maintenant terminé avec l’apercu des formes de I’énergie ; 
mais nous ferons encore une remarque. Il est trés vraisemblable qu'il nesxiste 
pas du tout dans le monde d’énargie potentielle, et qwil ne peut s’y trouver que 
de l’énergie de mouvement; dans tous les cas oti la présence de l’énergie 

“nous semble dépendre d'une disposition délerminée des corps, nous avons en 
réalité affaire 4 une forme particuliére de mouvement, mais nous ignorons 
encore ce qui se meut et quelle est Ja nature de ce mouvement. Quelques 
formes de l’énergie qui étaient autrefois rangées parmi les formes potentielles, 
le sont aujourd’hui parmi les formes cinétiques. Ainsi, par exemple, l’énergie 
dun gaz comprimé, qui peut évidemment produire du travail, était autrefois 
regardée comme une énergie potentielle. On a indiqué ala page 41, de quelle 
manivre on s’explique actuellement la pression des gaz et leur expansibilité. 
{I résulte de cette explication que l’énergie d’un gaz comprimé n’est pas autre 
chose que l’énergie de mouvement de ses molécules, identique a son énergie 
calorifique, et qu’elle est, par conséquent, ‘une forme de l’énergie cinétique. 

Dans les autres cas, il n’a pas été jusqu’ici possible d’expliquer l’énergie 
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potentielle par l’existence d'une énergie cinétique, bien que différents savants 


aient proposé, dans ce but, l’hypothése de mouvements cachés, dont la pré- 
sence se traduirait par l’énergie, potentielle seulement en apparence, que 
nous observons (voir plus loin § 40). 


7. Principe II. Conservation de l’énergie. — Nous avons appris, dans 


‘les paragraphes précédents, a reconnaitre dans l’énergie une faculté de pro- 


duire.du travail; le travail lui-méme consiste a vaincre soit les forces qui 
sopposent au mouvement d’un corps, soit linertie du. corps, c’est-a-dire A 


augmenter sa force vive. Nous avons, en outre, considéré des formes diffé- 


rentes de l’énergie cinétique et de l’énergie potentielle. 

Des quantités d’énergie de forme différente sont diles équivalentes, quand 
elles sont numériquement égales, c’est-a-dire correspondent a la faculté de 
produire le méme travail. Nous pouvons maintenant formuler le principe 


‘suivant : 


Princier Il. L’énergie ne peut ni disparaitre, ni étre créée; mais elle peul 
passer d’une forme a une autre, équivalenle quantitalivement. C'est le principe de 
la conservation de l’énergie. — C’est une étude attentive des phénoménes qui 
nous entourent, quia conduit a la découverte de cet important principe ; il 
constitue un des principaux fondements de la Physique moderne et joue le 
méme role que le principe de la conservation de la matiére sur lequel s’appuie 
la Chimie. 

Du principe If découlent toute une série de conséquences. 

Corottarre I. — Le résultal de tout travail R doit étre Papparition dune 
quantité d’énergie de forme quelconque équivalente a ce travail. — Un travail R 
ne peut étre effectué qu’aux dépens d’une provision d’énergie quelconque, 
qui diminue d'une certaine quantité J numériquement égale a R, Mais, 
d’apres le second principe, l’énergie ne peut disparaitre ; elle peut seulement 
changer de forme; la diminution de la provision donnée d’énergie d’une 
quantité J doit donc entrainer l’apparition simultanée d*une quantité égale J 
d’énergie d’autre forme, ce que ]’on peut considérer comme le résultat ou la 
conséquence du travail effectué R. 

Tous les phénoménes de la nature, quand on y observe des changements 
quelconques, consistent dans des transformations de l’énergie d'une forme en 
une autre. Le travail n’apparait que comme un intermédiaire ; il est effectué 
aux dépens d’une énergie dont la provision diminue, et son résultat se mgni- 
feste par une augmentation équivalente d’une autre énergie. Un systéme (ou 
un corps pris isolément) qui posséde une provision d’énergie et qui perd de 
cette énergie, effectue un travail. Un systeme, dans lequel s’amasse une nou- 
velle énergie, apparait comme un systéme sur lequel le reste du monde — 
effectue un travail, en surmontant les résistances que le systeme oppose; ou 


“convient, dans ce cas, de dire que le systeme effectue un travail négatif. 


Le corollaire | montre que chaque fois qwune résistance est vaincue, apparait 
pre 1 . 
corrélativement une forme quelconque de l'’énergie. 
_ Dans le cas de l’énergie de mouvement, c’est-a-dire de la force vive, nous 


avons déja démontré tout a fait rigoureusement les relations que nous yenons 
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‘de mentionner ; nous avons vu (page 129) que le travail, accompli aux dépens 
de la provision de force vive d’un syst¢me, est mesuré par la diminution de 
cette provision, et quinversement un syst0me soumis 4 l’action de forces 
extérieures, c’est-a-dire un systéme, sur lequel le monde extéricur effectue du 
travail. ou qui accomplit un travail négatif, acquiert une certaine force vive, 
mesurée par le travail exécuté pour vaincre l’inertie du systéme. Il est clair 
que nous supposons ici que tout le travail sert 4 ’augmentation de la vitesse 
des parties du systeme. 

Ce quia été démontré rigoureusement pour la force vive, s’étend, d’aprés 
le second principe, a toutes les formes de I’énergie : quand ane résistance est 
vaincue, il y a toujours apparition d’une quantité équivalente d’une forme 
quelconque de |’énergie. 

Corottame II. — Quand un sysléme revient a son état primitif, tout le travail 
produit par les forces du systéme est égal a zéro, Le premier principe nous 
apprend que, dans ce cas, la provision d’énergie du systéme reprend sa valeur 
primitive ; le travail qu’il a effectué doit donc étre égal au travail accompli 
sur lui par le monde extérieur et que nous sommes conyenus de considérer 
‘comme un travail négatif du systeme lui-méme. La somme des travaux du 
systéme est donc égale a zéro. 

Le principe de la conservation de l’énergie, sous sa forme la plus générale, 
me peut étre démontré, c’est-a—dire déduit des fondements de la mécanique. 
Si Pon pouvait démontrer que toutes les forces de la nature sont des forces 
conservatives (voir, page 128), on pourrait en déduire en toute rigueur le 
principe de la conservation de l’énergie. Mais ceci ne peut se faire jusqu’a 
present, et nous devons regarder ce principe com:ne une vérilé acquise par la 
voie de l’induction et confirmée par tous les yoga qui se passent 
autour de nous. 

Corotuaire IIT, — L’énergie d'un sysléme, qui n’a aucun rapport mécanique 
avec le resie du monde, est une grandeur constante. Toute la provision d’énergie 
d'un systtme, qui peut comprendre des énergies de formes différentes, peut 
étre soumise a Loutes les transformations possibles, mais la quantité totale 
d’énergie reste constante, 

Il ne faut pas étendre cette proposition a tout l’univers, et dire que l’énergic 
de l univers est conslante, car nous ne savons rien sur le monde comme un 
tout, et nous n’avons, par conséquent, pas le droit d’étendre a ce tout, ce qui 
a été trouvé empiriquement pour l'une de ses parties, accessible a notre ob+ 
servation. 

Imaginons un systtme de corps en repos, sur lequel agissent des forces 
quelconques et qui posséde une certaine provision d’énergie potentielle. Si les 
forces ne se trouvent pas en équilibre, la configuration du systeme change et 
il se rapproche de l'état d’équilibre. Les parties du syst?me commencent a se 
déplacer, et de l’énergie cinétique apparait; comme ceci ne peut avoir licu 
qu’aux dépens de |’énergie potentielle, la tendance du systéme vers l'état d’é- 
quilibre est corrélative a une diminution de I’énergie potentielle. Il s’ensuit 
- que, dans la position d’équilibre stable, toute modification imaginable de la 
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configuration doit étre accompagnée d’une augmentation de l’énergie poten- 
tielle, et l’on est donc conduit A la conclusion suivante : 

Corottaire IV. — Un systéme de corps se trouve en élat d’équilibre stable, 
quand son énergie polentielle posséde l'une de ses valeurs minima possibles. 

Nous avons indiqué que nous avions affaire, dans les phénomenes naturels, 
a des transformations de |’énergie d’une forme dans une autre. Nous croyons 
superflu d’éclaircir ce point par un grand nombre d’exemples. Un corps tombe: 
il y a transformation de l’énergie potentielle du corps, quia été élevé 4 une 
certaine hauteur, en énergie cinétique, et ensuite, dans le choc contre la terre, 
en chaleur, laquelle se change 4 son tour en énergie rayonnante. Une plaque 
élastique vibre : il se produit une transformation continue de l’énergie du 
corps élastique déformé en énergie de mouvement et inversement. Soit un 
moteur 4 vapeur : l’énergie chimique du combustible se transforme dans 
l'énergie calorifique de la vapeur, puis dans l’énergie de mouvement des) 
organes de la machine. Soit la condensation d’un systéme, par exemple, la 
condensation d’une nébuleuse dans la formation d’un corps céleste : l’énergie 
potentielle des masses qui s’attirent se transforme en énergie de mouvement 
de translation, puis, quand un choc de masses se produit, en énergie calo- 
rifique. Dans les plantes, l’énergie rayonnante des rayons solaires se trans—: 
forme dans l’énergie chimique des composés organiques qui s’y forment; cette 
énergie chimique se concentre, par l’alimentation, dans les muscles de 
l'homme et des animaux, et y forme une provision d’énergie, dont la volonté 
dispose d’une maniére déterminée ; cette provision diminue quand homme 
ou les animaux fournissent du travail. Nous rencontrerons dans la suite de 
nombreux exemples de la transformation d’une forme d’énergie en une autre 
et de nombreuses applications du principe de la conservation se energies 

Le passage de l’énergie potentielle 4 l’énergie cinétiqne peut s’elfectuer “de 
différentes maniéres. Il existe une classe particuligre de phénomenes tres 
importants, dans lesquels la transformation de l’énergie potentielle en énergie 
cinétique est, pourrait-on dire, amorcée : ce sont les phénoméenes que lon peut 
appeler libérateurs. Le travail employé dans ces phénoménes est extrémement 
petit, et, considéré comme cause, il n’est nullement en rapport avec lelfet quil 
produit, c’est-& dire avec la transformation de quantités aussi grandes que Von 
veul d’énergie potentielle en énergie cinétique. Un obstacle s’oppose en quelque 
sorte a cette transformation, et le rdle du phénoméne libérateur se borne a 
écarter cet obstacle. Dans beaucoup de cas, le phénoméne libérateur produit 
en un endroit déterminé, souvent trés limité, une modification (par exemple 
un échauffement) telle que la transformation de l’énergie potentielle en énergie 
cinétique peut commencer en cet endroit. Une fois qu’elle a commencé, elle 
continue de proche en proche, jusqu’a ce que toute la provision d’énergie po- 
tentielle soit transformée en énergie cinétique. 

Comme exemples de tels phénoménes libérateurs, nous indiquerons : Vous 
verture d'un robinet, rendant possible la sortie aie gaz, d’une vapeur ou 
d’un liquide, ouverture d’une écluse, l’explosion produite par un choc ou 
par une élincelle électrique, inflammation de matitres combustibles, le déga+ 
gement d’un ressort, l’enléyvement d’un appui empéchant un corps de tomber, 
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la décharge d’un condensateur (d’une boutcille de Leyde), la fermeture d’un 
courant électrique, etc. 


8. Principe III. — Les transformations de l’énergie d’une forme dans 
une autre sont encore soumises a un principe que nous étudierons en détail 
dans la suite, mais qu’il est nécessaire d’indiquer ici pour étre complet. 

Principe IIT. — Les transformations de Uénergie ont en quelque sorte une 
direction. Quelques transformations peuvent étre completes et se produire delles- 
mémes ; @aulres, au contraire, n'ont liew que dans des conditions particuliéres, et 
de plus une partie seulement de la provision donnée d’énergie peut subir la trans- 
formation considérée. — Par exemple, la transformation du travail en chaleur, 
ou plus exactement d’une provision d’énergie de forme quelconque employée 
a la production de ce travail, peut se faire d’elle-méme, et en outre tout le 
travail peut donner une quanlilé équivalente de chaleur. Dans la chute d'une 
pierre sur le sol, toute l’énergie de mouvement de cette pierre se transforme 
en chaleur, pourvu qu’aucun travail de déformation ne soit produit ; la méme 
chose a lieu dans tout frottement qui retarde un mouvement. Toute l’énergie 
d@un courant électrique peut se convertir d’elle-méme en chaleur. Au con- 
{raire, on ne peut, dans la transformation inverse, utiliser une provision 
donnée d’énergie calorifique pour produire du travail, sans que des phéno- 
ménes secondaires aient lieu en méme temps, et l’on constate qu’une partie 
seulement de l’énergie calorifique est dépensée en travail utile, l’autre partie 
perdant la faculté d’effectuer du travail dans les conditions données. 

Un autre exemple de transformation d’énergie est la diminution de l’énergic 
cinétique d’éléments matériels qui ont un mouvement rapide et l’augmen- 
talion simultanée de l’énergie cinétique d’autres éléments ayant un mouve- 
ment plus lent, autrement dit, le passage de la chaleur d’un corps chaud a un 
corps froid. Ce passage s’effectue toujours de lui-méme. Mais la transformation 
inverse n’est possible que dans des conditions spéciales, que nous considére- 
rons dans la suite. Pour Je moment nous nous contenterons de celle bréve 
indication sur l’importance du sens dans lequel s’effectuent les transforma- 
tions d’une forme d’énergie en une autre. 


9. Le principe des vitesses virtuelles. — Dans la Mécanique, qui se 
borne a l'étude de état de repos ou de mouvement de I’étendue figurée, les 
principes de l’énergie que nous venons de formuler se réduisent 4 une loi 
unique : Le travail effectué, dans un temps quelconque, sur un systéme limilé 
queleonque, par les forces exlérieures, esl égal a V'effel produit dans le sysléme 
sous les formes proprement mécaniques de Uénergie polentielle et de Uénergie 
einélique. Lorsque d’autres formes d’énergie (rayonnante, calorifique, élec- 
trique, etc.) apparaissent, on dit que le travail est en partie perdu dans le 
frotlement. 

Les conditions d’équilibre et de mouvement du syst¢me peuvent, dans tous 
les cas possibles, se déduire de cette loi exprimée de la maniére suivante : 
Pour qu’un systéme, ow ne se produit aucun frollement, soit en équilibre dans une 
configuration particuliére quelconque, il faul et il suffit que le travail, rapporté a 
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l'unité de temps, qui est accompli par les forces extérieures a Vinstant ow le sys- 
(ome passe par la configuration considérée, soit égal au gain d’énergie polentielle 
également rapporté a Vunité de temps, dans tous les mouvements que permet la 
nalure géométrique ou cinématique du systéme. 

Tel est le célébre principe des vitesses virtuelles, sur lequel Lacranes a édifié 
toute la Mécanique. La forme que nous lui donnons ici est due 4 Lonp Kerevan ; 
elle permet d’étendre sa portée beaucoup plus loin qu'on ne pouvait le faire 
a l’époque de Lacraner et le rend, en particulier, applicable aux miliewx 
continus, ou les degrés de liberté sont en nombre infini (voir plus loin 
6° Partie, Chap. Lib § 4). 

Lorsqu’on n’attribue pas au principe des vitesses virtuelles un caractére 
complétement axiomalique, on doit admettre avec Ampire, pour démontrer_la 
proposition précédente, que l’équilibre n'est pas délruil, lorsqu’on augmente le 
nombre des liaisons du systéme. Remarquons d’abord que le systeme ne peut sé 
mettre en mouvement, & moins qu’un travail ne soit effectué sur lui par les 
forces auxquelles il est soumis ; il est donc en équilibre, quand la condition 
énoncée est remplie. Pour établir que celle condition est nécessaire, consi- 
dérons d’abord un systéme ne possédant qu’un degré de liberté et appli- 
quons en l'un quelconque de ses points deux forces ¢égales et opposées, 
dont la premiére équilibrera les forces données ; la seconde produira le méme 
effet que ces forces données et, agissant suivant la direction dans laquelle 
son point d’application est libre de se déplacer, elle devra mettre le systeme 
en mouvement. Les forces données ne peuvent donc étre en équilibre que 
si leur travail dans un déplacement infiniment petit est nul, auquel cas 
la force unique équivalente est elle-méme nulle. Or, quel que soit le nombre 
de degrés de liberté d’un systéme, on peut toujours, par des contraintesssans 
frottement convenables, le réduire a ne pouvoir exécuter que l'un des mou- 
vements compatibles avec les liaisons primitives. Il faut done que, dans un 
tel mouvement infiniment petit, le travail des forces appliquées se trouve 
exactement compensé par la variation de énergie potentielle du systéme. 

Conformément au principe de p’Atemperrt (Chap. II, § 47, p.117), les forces 
agissant sur les différents points d’un systeme sont en équilibre avec les réac- 
tions contre les accélérations. Lagrancr a appliqué le principe des vitesses vir- 
tuelles pour exprimer, dans le langage concis de l’Analyse, les conditions de cet 
équilibre, Soit m; la masse de l’un quelconque des points du systéme, «;, y;, 2; 
ses coordonnées & V’instant ¢ relativement a un systeme d’axes fixes et X;, Y;, Z; 
les composantes paralléles aux mémes axes de la résultante des forces agissant 

2 Qny in. 
sur ce point. Alors — m; = Sis ee — Mm; ke sont les composantes 
de la réaction contre l’accélération. Appelons 6a;, 6y;, 6z; les composantes d’un 
déplacement virtuel quelconque du point m; compatible avec les liaisons qui 
ont lieu a l’instant t; on doit avoir 


= @ ee ere . d2y,\‘. a 
(23) 3 (X — 1; 4) 8x; iz (Y, Mm; 7) oy; }~ (Z— Mm; “Ay 224 = QO: 
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= 
~~ 


Cette équation constitue |’équation générale de la dynamique. On peut encore 
l’écrire 
ee ey dy, 3 az; y is BS ee 
‘“ m; ( qe ot ie ye = a 22) = ‘N (Xba; + Y,oy; + Z;62;). 
Si le systeme en mouvement est conservatif (§ 2, p. 128) et si — U dé- 
signe son énergie potentielle dans la configuration spécifiée par les coordonnées 
Xi, Yi, Zi, OA 


BY (Xx, 22 Yay. 280, —= 30 


soc 


et par suite l’équation générale du mouvement devient 


d?x; a a in d?z; . 
Sn ( de ox; + ag oy; + de ex) 2 


da; PS 


Etablissons d’abord le théoréme des forces vives. En prenant 6x7; = aft dt, etc. 


et en inlégrant dans un intervalle de temps quelconque, on trouve 


ua 

a) aoe 
oo R+ J,, 
R étant le travail des forces appliquées et Jy l’énergie cinétique initiale. Dans 
le cas particulier d’un systtme conservatif, R est une fonction des coordonnées 
seulement, indépendante du temps ou des trajectoires qui ont été suivies, et 
on a R = U — WU); par suite 


x1 3 
DS pt =U + I, 


c’est-a-dire en désignant par h la constante J) — Uy, 
"a, 
2 = pe = LU) h. 
7) Aa 


Considérons maintenant un systeme de points entitrement libres ; nous 


aurons évyidemment, pour chacun de ces points, 


dex, dey; : 2. g 7 
mex, mGaye om Seam, 


Supposons ensuite que le systéme soit soumis a des liaisons exprimées pary, 
équations cinématiques : ‘ 


SEO Y1> 21, Lr, Yar 225 xry, asi). 
Ee, Yar Zin Ma. Ha, 22) ax.) = 


. . . . . . . . . 
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Tout déplacement virtuel compatible avec ces conditions doit satisfaire aux 
J ¢quations linéaires 


Nol. ark , oF , 

4 — OX; Se eae oz;] = 9 
amd \ OT; Ovi ~ 07; 

NN oF on” S alan =n 
y OL; =e ONS =" Lore aes 
aod \ DT; | vi *- Olan, ob” 


Multiplions la premiére de ces équations par A, la seconde par 2X’, etc. et 
* X oF ° , 2 ° 4 x x 
ajoutons a l’équation générale de la dynamique. Les déplacements 62;, dy;, 62; 
pouvant prendre alors des valeurs arbitraires, on a 


2 7 7 
aru; r Fa ok ! ol 
fis = — == MM, =e Be ee 
: dl? OL; : Ox; > 
dy; : ol role 
m 5 == Y;4-A— + WW —_ 4, 
* dt? ; Oy Oy: j 
d?z; - , oF al’ 
may = Z; +4 — +2! 
ai ; 02; 02; 3 


c’est-a-dire, quand il y a n points, 3n équations pour déterminer les j quan- 
tités inconnues }, 4’, ... et les 3n — j variables indépendantes auxquelles 
les x;, y;, z; sont réduits par les 7 6quations cinématiques. 


10. Les équations de Lagrange. Liinterprétation cinétique de 
l’énergie potentielle. — Les équations cinématiques, auxquelles est sou 
mis un systeme, peuvent se mettre sous la forme 


a (qi; (25 teey di)» \ 


(24) = ¥i( Vis Q2> sels qk)» 
zi OA Gi, qos ChO.cits qh) 


-G 


iy 2» +++> Ye Etant k paramétres géométriquement indépendants. Le dépla- 
cement virtuel le plus général du systeme compatible avec les liaisons s’obtient 
en donnant & qi, qo, +++) Gx des accroissements infiniment petits arbitraires 
C1, 8a» ves OGxs ce qui donne 

N OX; 9 Ox; COMES Ts 


On; == — 6 2 nies, (o) 
On; aq ne qa + = oh Dis 


* 


avec des formules analogues pour 4y; et 4z;. Porlant ces valeurs dans |’équa- 
tion générale (23) de la dynamique, on oblient une équation de la forme 


(25) (P, — Q,)dqi +- (Ps — Qp)ga = -- - (Pe — Q;.)8 qe any 
en posant, pour abréger, 


d?x; ox; d*y, dy; d2z; oz; 
Nae ED MVS i wz; ‘| 
Ba ae Sni( dt? aq, z dl? aq, dt? aq, 


Q.= D(x + Y; ont + Z; =). 


ody ody 04a 
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_L’équation (25), devant avoir lieu quels que soient 6q,, Sqe, ..., Sq, se 
décompose en k équations 
pao) =o, P, — Q, =, ..... P, — Q, = 0. 
Or, en désignant, conformément 4 une nolation due a Newron, par @, y, 2 


dy dz 


les dérivées dae Vee =e OMA” 
revdtiedr 


P = dm % nl fo zs | ¥m\ 2; EY; +7; 
x dt AS Jaq, Payee eed de" dé 


Désignons de méme par 4, G2, ---» Yx les dérivées de q, qa, «++, qx consi- 
dérés comme fonctions du temps ; en différentiant (24), on aura 


. OL; « Os OL; « 
y= — | + <= Si Shon Set a Uk: 
ont Of2 odie 


En considérant «; comme fonction des q et des 7, on voit immédiatement 


que 


on; 2 i Or; oy; LONE a2; _ 02; 
i a ay 


On a d’autre part 


2 Ox; 
og D200 Oe Ores 
“(2 — i qi : Gee <i. = Beets Te 
0940791 04,992 09° Tk 


et deux expressions analogues ; on voit donc que 


Or; a oy; 02; 
Oy __ i og, __, oi Oa __ i 
dt Oy Ea See ape Abie og 


et il vient alors 


d ox; oy; 02; ax; oy; oz 
P= 5, dm ai +7, 24 454) — im, (4; t+ jy, 2 +x +) 
0g, 55, ag) UW 0g, 8g, ag, 


ou encore, en employant ici la lettre T pour désigner la demi-force vive lotale 


du systeme, 


T= ~ yn (x? +- yi? + 27°), 
d foal or 
Sac dr () get 


de sorte que les équations du mouvement sont 


d fat’ ot 
(26) f(t) — HQ, GH ol 
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' Ce sont les équations de Lacnaneer en coordonnées généralisées. 

Nous avons parlé & la page 142 de l'interprétation cinétique de l’énergie 
potentielle que l’on peut obtenir par la. notion des mouvements cachés. 
Lorp Ketvin a particulitrement cherché & préciser cette interprétation. A la 
suite de la découverte par Hetmuorrz (1858) des propriétés du mouvement 
tourbillonnaire, il a proposé sa célébre hypothése des atomes-tourbillons, qui 
sont indestructibles dans un liquide parfait et entre lesquels semblent s’exercer 
des forces analogues aux attractions donnant naissance a l’énergie potentielle 
d’un systéme de points matériels (voir 5° Partie, Chap. IX, § 40). Ila déve- 
loppé en outre une théorie des gyrostats, qui fournit une interprétation 
cinétique de l’énergie potentielle de déformation d’un corps élastique. Un 
gyrostat consiste, sous sa forme la plus simple, en un corps de révolution 
animé d’un mouvement de rotation rapide autour de son axe ; un assemblage 
de gyrostats, dont les axes, articulés entre eux, sont rigides et de masse négli- 
geable, possede les propriétés d’un systéme élastique. * 

On peut trés simplement mettre en évidence, avec les équations de 
Lacraner, Vidée fondamentale de ces remarquables recherches. Comme nous 
avons vu plus haut, «, ¥, 2 sont des expressions linéaires en G4, Gas +++) Yes 
ou les coefficients sont des fonctions de q,, q2, .--, dx; énergie cinétique T 
est donc une forme quadratique homogene des ¢, dont les coefficients sont 
des fonctions des coordonnées généralisées q elles-mémes. Supposons que 
certaines coordonnées q;, se présentent seulement par leur Gj, dans T, de sorte 


ml 


que —— =o, les autres coordonnées, que J. J. Tomson a appelées kinosthé- 
odo 


niques, étant désignées par qq; si on.suppose que tous les seconds membres Q 
des équations (26) sont nuls, on aura, pour « =a, 


d ( or \ 


dt ee) 


ol 
Pie ofa 
el; pour « == b, 
Oe 
OT : 


e, Ctant une constante. Au moyen de ces dernitres relations, on peut éliminer 
les qj dans T; soit (T) le résultat de cette élimination, on aura 


d /a(T a(T ‘ 
(TI al Stee 


a oa ofa | 


ot: le membre de droite peut aussi étre considéré comme fonction des seules 


coordannées q, et de plus comme la dérivée d’une fonction de force; on. 


raméne ainsi, comme on le voit, l’énergie potentielle & l’énergie cinélique de 
masses cachées. La notion des éléments cachés remonte A Lermnitz; Lorp 
Ketvin et Hermnotrz leur ont attribué un role trés important dans la. théorie 
mécanique de l’éther lumineux et du magnétisme ; Ienrrz les a utilisés dans 
ses recherches sur le principe de moindre contrainte de Gauss (voir les notes 
‘de E. et F. Cossrnar ajoutées & cet ouvrage), 
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41. La forme hamiltonienne des équations du mouvement. Le 
mouvement de l’énergie. — Prenons avec Poisson, comme nouvelles va- 


riables, 4 la place de q,, qo, -.-» x» les quantités de mouvement généralisées 
inal ere. erlet iy) cena at 
7 Pu Sa-+ Pa 559 oes Pe = Sp 


Ces équations étant linéaires par rapport a 41, Ga, +... ‘J, peuvent étre réso- 
lues et donnent pour les vitesses généralisées des expresssions linéaires en 
Piy Par +--+, Pre Hamirron a cherché ce que deviennent les équations (26), 
quand on prend pour variables les q et les p. Laissons la variable ¢ constante 
et donnons aux variables q et p des accroissements infiniment petits arbitraires 
éq et 6p. La fonction T, qui dépend des lettres q et q, subit alors une variation 


ou, en vertu de (27), 


aq on al hie Ne 
éT =D od +) Pabdas 


ce qu'on peut écrire, en posant K =V' pix — T, 


ys 
k——V 2; N 
oS yas ody da 7 Io°Pa: 


Or, K étant exprimé au moyen des variables q¢,, p,, on a, quand 1 reste 


constant, 


et par suite 


(28) —— == I< == (a =a (Fe ey k). 
a 


Dans ces équations, les dérivées partielles de T sont prises en supposant T 
exprimé a l’aide des coordonnées généralisées q et des vitesses généralisées 7, 
et celles de K en supposant K exprimé a l’aide des coordonnées généralisées 4 
et des quantités de mouvement généralisées p. D’aprés (28), les équations (26) 
de Lacrance prennent la forme 


- ok A ok 
—_ = 3 —— OSS Ay By! tree Hi 
Px ig dx Q, La. op,’ ( 7a : ) 
Supposons que U étant une fonction des coordonnées généralisées g et de ¢ 
ay 04 a A aU 
ne contenant pas les quantités de mouvement généralisées p, on ait 0 = 
oy 


et posons K — U = H;; nous aurons 


rn oH oH 
(29) Va = op, ican Se 
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Telle est la forme canonique donnée par Hammron aux équations du mou-_— 
vement. Quand les liaisons sont indépendantes du temps, T est une fonction 
homogtne du second degré des vitesses généralisées q, et l'on a K = T et 
Il = T — U; Hest donc la somme de l’énergie cinétique T et de lénergie 
potentielle U, c’est-a-dire l’énergie totale du syst¢me, 

Nous allons donner une application parliculitrement importante de ces 


équations hamiltonicnnes. Auparavant, nous établirons une relation, ,que 
nous rencontrerons trés souvent dans la suite et qui porte le nom d’équation 
de continuité, Cette relation exprime qu’il n’y a ni destruction, ni création de 
matiére, dans un mouvement naturel quelconque ; aulrement dit, qu’étant 
donné un espace quelconque, la quantité de matiére qu'il contient primiti- 
vement est seulement diminuce ou augmentée de celle qui franchit la fron- 
titre de cet espace. Kevenons aux coordonnées cartésiennes ordinaires et 
envisageons un sysl¢me matériel dont les points sont distribués d’une maniére 
continue. Soient u, v, w les trois composantes de la vitesse du point qui, a% 
instant ¢, a pour coordonnées x, y, z; nous regarderons u, v, w comme des 
fonctions de t, x, y, z. Considérons 4 Vorigine du temps un parallélépipede 
élémentaire ayant l’un de ses sommets en la position initiale a, Yo, % du 
point et ses arétes da, dy, dz, paralléles aux axes; son volume, dans l'état 
initial du systéme, sera da, dy, dz et, A Vinstant ¢, ce volume deviendra 
a(x, y, 2) 


—— da dydz, = 
AX» Yor Zo) yooh 


si donc on désigne par 9, la densité primitive ct par 9 la densité a Vinstant 1, 
on aura 


; a(x, ¥, oe 
(30) Brae es ‘ 


Appliquons cette relation, en prenant pour instant initial l’instant ¢ et 
pour instant variable t + dé; désignons, & l’instant t, par ug, vp, wy les com- 
posantes de la vitesse au point (a, ¥o, Z)), et par g, la densité en ce point; on 
aura les relations 


\ 


aa +udt, y =, vd 2 = 2%, weal, 0 == 0, = a dt, 


qui précisent la signification de apy en calculant la partie principale de la 


dt 
* 
G8) 


dilférence — 1, cest-a-dire ce qu’on appelle la dilalalion cubique 
(Lo, Yor Zo) 3 


on trouve 


ou ov ow 
(: Dae el te ia dl 


ox, oyo 02 


el l’équation (30) donne 


doy, (2u Le 
dt Oe oaeaa may eio7.) at: 


ol 
(SS) 
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ou, en supprimant l’indice o, 


5 fils ou au ow 
(31) + 0 i tere e —o 


dt ox oy oz 


Si l’on remarque que 


do 20 : 02 02 ee: rye) 2 
— Soe : —wW, 
dl at aa Oy dz 


on voit que l’équation (31) peut encore s’écrire 


4 a9, a(eu) , a(cv) , a(sw) 
(Sa) ee oak ay ee 


Multiplions le premier membre par dxdydz et intégrons A lintérieur d'une 
surface fixe S, nous aurons 


(ow) | d(ov) ~ d(ow) / wa 
off eteavae + fff ire = SS er ¢ dacdyde =e Ory 


ou, en transformant la seconde intégrale de volume en une intégrale de sur- 
face et en désignant par /, m, n les cosinus directeurs de la normale exlérieure 
en un point de la surface fixe S, 


(33) i [J | etme — = ff {et +- mv + nw)ds ; 
a J Js s 


autrement dit, la variation de la quantité de matiére existant dans un volume 


donné est égale 4 la quantilé de matiére qui traverse la surface enveloppante S. 
Telles sont les différentes formes de ]’équation de ao : uae le volume 


ov ow 
du systéme ne change pas dans ie mouvement, auquel cas ° == ae an — ==, 
do = eee ae 4 
on a simplement di = 0, cest-a-dire que la densité ne varie pas avec le 


temps. 

Les considérations précédentes, par Jesquelles nous sommes arrivé & expri- 
mer de diverses manitres le principe de la conservation de la matiére dans un 
mouvement naturel quelconque, peuvent aussi s appliquer a la conservation de 
Pénergie. Soient 


a aU d?y aU d?z oU 
(34) big 8g? Pah? oy. 8 gt =e 3a 


or oy 

les équations du mouvement d’un point dans un systtme conservatif conlinu, 

ott il n’existe aucune force intéricure et qui est seulement soumis 4 l’action 
~~ he =, 

de corps extérieurs. Posons | = 2 (u? ++ v? + w?), de sorte que pl et — oU 


sont respeclivement les densilés de [énergie cinélique et de l'énergie potentielle 
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du systeme. En multipliant les équations du mouvement par ee == i ==, 
e = w, et ajoutant, on en déduit 
dl oU oU 
Pdi ee eee a oy in 
ce qu’on peut aussi écrire 
pe eon (1 =U) | ev (aa ew = (I U) =0; 


si l’on tient compte maintenant de (32), on voit facilement que Yona 


(35) °F + 2 ofl — Un +3 o(l— Up + 2 61 —Uw=o. 


Om oz 


4 


Cette équation tout a fait analogue A (32) peut aussi se mettre sous la 
forme (33) : 


> ff fea — U)dadydz = — | {ea — U) (lu + mv + nw)ds ; 


elle exprime que la variation de l’énergie totale existant dans un volume 
donné est égale a la quantité d’énergie qui traverse la surface enveloppante S. 
La vilesse (u, v, w) joue ici le méme role que le vecleur radiant de Poyntine 
dont nous parlerons dans le Tome IV. Ce vecteur radiant différe de la vitesse 
(u, v, w), lorqu’il existe dans le syst¢me une énergie de déformation (voir la 
note de E. et F. Cossrrar sur la Théorie des corps déformables dans le Tome Il). 
VY. Vorterra (1899) a considéré ce dernier cas pour un systeme de masses 
discrétes ('). 

Nous pouvons maintenant revenir aux équations hamiltoniennes (29). 
Considérons les p, et les q, (2 == 1, 2, -.., ) comme les coordonnées d’un 
point dans un espace 4 2k dimensions ; W. Gress a donné a un tel point le 
nom de phase (7). En désignant par D la densité d’une distribution continue 
de telles phases (densité en phase de Gisss), on obtient évidemment, d’aprés 
ce qui précéde, une équation de continuilé telle que 


DaTy [= Pes Pia] pie 


Ob amd oP, qs, 


Cette équation fondamentale est & la base de la Mécanique statistique. Les 


(4) V. Vorterra. — Sul flasso di energia meccanica, Torino, Alli dell’ Accad., 34, 
1899 ; Nuovo Cimento, (4), 10, 1899. . 
(*) W. Grsns.— Elementary Principles in Statistical Mechanics, New-York and London, 
"1902. Pics. 
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équations (29) montrent qu’en I’absence de toute action mutuelle entre les 
phases, on a 

op oy 
OPs ae La == 


Py col 


et que l’équation de continuité se réduit alors a 


dD 
cor. 
ra) sec nee as 
Quand af 0 on trouve la condition d’équilibre statistique 


Au lieu de la densité D, on peut, comme plus haut, envisager une fonction 
quelconque de l’énergie totale H. Nous reviendrons sur ces indications dans 


le Tome III. 


12. Les principes de Maupertuis et d Hamilton. La méthode de 
Vaction variable. — Le point de vue auquel nous allons maintenant nous 
placer posstde, comme nous le verrons dans la suite, une importance et une 
fécondité, qui s’affirment dans un domaine de la Physique théorique dont 
l’étendue augmente de plus en plus. W. R. Hamutron et H. v. Hermnoxtz ont 
les premiers mis en évidence toute sa portée dans l'étude des phénoménes 
naturels (*). 


Considérons d’abord ce qu’on appelle le principe de Mavpertvuis ou de la 
motndre aclion. Soit T—= — N mv? l’énergie cinétique d'un systemea Vinstant<; 
2, smd 


Paction de Maupentuts est l’intégrale 


Lighos 
A afi S midz. 
0 


En désignant par ds I’élément de trajectoire décrit dans le temps d=, de 
sorte que vdt — ds, on a aussi 


== 
A =e mods, 


ou, si z, y, z sont les coordonnées rectangulaires d’un point du syste ne, 


As | S m(éde + ydy + U2). 


(1) W. R. Hamrtroy. — Lond. Phil. Trans., 1834, 1835. 

H. vy. Hermmortz. — Uber die physikalische Bedeutung des Prinzips der kleinsten 
Wirkung, J. f. Math., 400, 1887; Das Prinzip der kleinsten Wirkung in der Elektro- 
dynamik, Berl. Ber., 1892. 


i 
St 
So 
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‘ 


Soit U l’énergie potentielle du systeme ; cherclions comment on peut passer 
d'une position du systtme 4 une autre, de maniére que 6A = o lorsque les 
vilesses satisfont dla condilion T — U = h, h étant une constante. On a 


~~ . “N . ‘ e wy a. ne ae 
oA ={ Yngars + ydoy + 2ddz + dada + dydy + dz62) ; 


en faisant dx = ad, dy = ydt, dz = zdt et en remarquant que 


on obtient 


yo Vv ‘ t 
oA =| Dy mitdea + ydby + zdéz) +f 6Td 


et, en intégrant par parties, 


Qa on Bs Ail 
oy: =| Sin(esx + yey + 282) | 


l 2 
EN Bea ey, dz 
+f [er dn(t qe ° sibs ae by + - IP 2) dz. 


Supposons maintenant que les conditions initiale et finale du syst¢me soient 
invariables, ce qui annule les variations dans la premitre parenthése de 
droite, et que d’autre part, conformément a la condition T — U = h, on ait 
constamment oT = dU, alors, 6a, dy, 6z étant arbitraires, pour que 6A = o, 


nous devrons ayoir 


q 


ce qui est l’équation générale de Ja dynamique pour un systeme conservalif. 
Le mouvement naturel du systéme correspond done aa minimum de Uaclion. 

W. R. Hammron a considéré la variation de l’action, satisfaisant & la con- 
dition 'T — U =h, comme dans le principe de Mauprrrrurs, en supposant 
que les conditions aux extrémités de la trajectoire ne soient pas invariables, 
ni h. On a alors 


BA == [ }i m(dde + yey + 22)]° + 2h, 


. . e 
ou oh est une constante durant le mouvement naturel correspondant. L’action A“ 


devient fonction des coordonnées et de la variable h; on a 


oA : oA M oA : oA 
; == my, —~ — mi, : 
or oy oz oh 


wie 


Kn portant les valeurs de «, y, z résullant de ces formules dans Péquation 


+ (Jean 


de l’énergie T — U = h, on trouve 


: | (2A? ans 
(36). eae = oe 
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équation qui peut servir de point de départ, pour retrouver les équations du 
mouvement, et qui est 4 la base des recherches d’[amivron ct de Jaconr sur 
Vintégration des équations de la dynamique. 

L’équation (36) a conduit W. R. Hamiron & envisager, dans le cas d'un 
point, les surfaces d’égale action, obtenues en égalant 4 une constante la solu- 
tion la plus générale de cette équation. Les cosinus directeurs 4, p, v de la 
normale a unc telle surface ont pour expression 


> r: y Zz 
a = *— Shas Fo 
Hh! Me we? v 
dautre part, si l’on fait 6x = ed, cy = ev, 62 = ev, ona 
aA oA aA . 
6A = 6x +4 oy 4 oz == emv. 
Pino ay ° az 


Si Von considére les différentes trajectoires du point matériel partant nor- 
malement d’une surface arbitraire et correspondant & une méme yaleur de h, 
le point atteint avec des actions égales une surface orthogonale aux trajec- 
toires ; la distance entre deux surfaces d’égule action infiniment voisines est 
inversement proportionnelle a la vilesse. W. Kk. Hamumron a fondé sur ces 
mémes considérations une théorie générale de loptique géométrique, dont 
nous parlerons plus loin. G. Darsoux, dans ses Lecons sur la Théorie générale 
des Surfaces, a étudié d'une manitre approfondie, au point de vue géomé- 
trique, les idées déja anciennes de W. R. Haminros, sur lesquelles Lorn Ketvin 
et Tarr avaient déja insisté dans leur Treatise on Natural Philosophy. 

Dans ce qui préctde, le temps = regoit une variation, qui est déterminée 
par la condition 6f — cU = ch. Ce point est resté longtemps sans étre mis 
explicitement en évidence et a jeté quelque obscurité sur les principes précé- 
dents. Si, au lieu de la condition ¢T — 6U = ch, on prend simplement 
6: = 0, on trouve, avec des conditions invariables aux extrémités de la trajec- 
toire et en ayant égard aux équations du mouvement, le principre propre- 


ment dit d’]Hamitron 
Aly 
a | (T + U) dt =o. 
0 
C’est ce mode de variation que E. et I’. Cossrrar ont adopté dans les notes 


qwils ont ajoutées 4 cet ouvrage. Le cas ot c= n’est pas nul sera rattaché plus 
tard & la théorie de la relativité. 


> 
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CHAPITRE IV 


MOUVEMENT VIBRATOIRE HARMONIQUE 


4. Origine cinématique du mouvement vibratique harmonique. 
— Parmi les différents mouvements auxquels on a affaire dans l'étude des 
phénoménes physiques, les mouvements qu’on appelle périodiques jouent un 
role particulitrement important; ce sont des mouyements dans lesquels un 
point donné refait un nombre indéterminé de fois un méme chemin, en em- 
ployant chaque fois le méme temps T. Quel que soit l’instant o& nous dé- 
terminions la position du point, la grandeur et la direction de son mouve- 
ment, le point se trouvera, A la fin du temps T, au méme endroit et 
possédera la méme vitesse en grandeur et en direction. Les mouvements 
périodiques peuvent varier a l’infini soit par la forme de la trajectoire suivant 
laquelle se meut le point, soit par le caractére du mouvement lui-méme ; le 
mouvement périodique le plus simple est le mouvement circulaire uniforme. 

Mais de tous les mouvements périodiques, le plus important est celui que 
Von appelle mouvement vibratoire harmonique, car tout mouvement périodique 
peut s’obtenir, comme nous le verrons, par la composition d'un plus ou moins 
grand nombre (parfois d’une infinité) de mouvements vibratoires harmoni- 
ques. Comme leur nom lui-méme l'inaique, ces derniers mouyements ont le 
caractére des vibralions, c’est-i-dire que le point se meut dans un sens, puis 
dans l’autre, sur une portion de courbe entre deux points limites délerminés. 
Nous envisagerons d’ailleurs surtout les mouvements s’effectuant sur une 
portion de droite on sur un arc de cercle, et nous commencerons par éLudier 
le premier cas, c’est-’-dire le mouvement vibratoire harmonique rectiligne ;* 
pour abréger, nous supprimerons dans ce qui suit le mot recttligne. 

Nous allons d’abord indiquer les caractéres cinématiques de ce mouvement. 

Soit une circonférence ACBDA (fig. 46) et soit OA =a son rayon; un 
point N se meut avec une vilesse constanle hk sur cette circonférence, par le 
centre de laquelle nous menons le diamétre AOB. Nous appellerons le mou- 
vement, qu’exécute dans ce cas la projection M du point N sur le diamétre 
AB, un mouvement vibratoire harmonique. Son caractére général est défini 
comme il suit : quand N se trouve en C, le point M coincide avec O; tant 
que N parcourt le premier quart CB de la circonférence, le point M se dé- 
place de O en B, ct en ce point M et N coincident; quand ensuite N se meut 
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sur le second quart BD de la circonférence, M retourne alors de B en O: en- 
suite N parcourt le troisitsme quart DA en méme temps que M se déplace de 
O en A; enfin au mouvement du point N sur le quatriéme quart AC corres- 
pond le retour de M de A en O. Ce méme mouvement se répite ensuite un 
nombre indéfini de fois entre les points extrémes A et B. La plus grande dis- 
tance OA — OB =a, dont le point M s’é- 
loigne de sa position moyenne O, s'ap- 
pelle V'amplitude (demi-oscillation simple) 
du mouvement vibratoire. Désignons par T 
le temps nécessaire & une oscillation com- 
plete; on l’appelle encore période ou durée 
de vibration. Au commencement et a la fin 
d’un intervalle de temps égal 4 T, le point 
M se trouve au méme endroit et posstde la 
méme vitesse en grandeur et en direc- 
tion. Ainsi, par exemple, pendant le temps 
T, le point peut parcourir Je chemin OBOAO ou MBMOAOM; pen- 
dant le méme temps, N décrit une circonlérence enti¢re {CBDAC ou 


NBN,DACN ea 


Le nombre 2 T des oscillations exécutées pendant l’unité de temps s ‘appelle 


Fig, 46 


la fréquence de vibration. Nous désignerons par f la a ee La fréquence f 
et-la période T sont évidemment ie par la relation fT — 
Il existe entre l’amplitude a, la vitesse k du point N et le ay Tune re- 


lation simple, que nous obtiendrons en écrivant que le point N parcourt d’un 
mouvement uniforme avec la vitesse k, le chemin 2za pendant le temps T’, 


Ceci nous donne |’égalité 
(1) ana = kT. 
On peut encore introduire la vitesse angulaire w du vecteur ON ; on a alors 
k = aw et par suite 
(1,4) ane ite F 


pete anf. 


ca bl 


(1, b) wo = 


La vitesse angulaire w est donc égale a 27 divisé par la période, ou mul- 
tiplié par la fréquence; on lui donne quelquefois le nom de pulsation du 
mouvement périodique. 

Il existe de nombreux phénoménes ot le mouvement circulaire uniforme 
du point N et le mouvement vibratoire harmonique du point M ont tous les 
deux une signification physique. Ainsi, dans une lunette astronomique, 
limage d’un satellite de Jupiter éprouve une oscillation harmonique, quand 
on observe ce satellite dans le plan de son orbite. 

Dans le Tome IV, nous parlerons du champ magnétique tournant, oui la di- 
rection de la force magnétique en un point tourne constamment autour de 
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ce point; dans un champ tournant simple, la grandeur ct la vitesse angulaire 
du vecteur du champ sont constantes. Nous rencontrerons de méme ce qu’on 
nomme un champ alternatif, ou le vecleur a une direction constante, mais 
une grandeur périodique ; dans un champ alternatif simple, celte grandeur 
est harmonique. Nous verrons comment des vecteurs tournants produisent 
des vecteurs alternatifs et inversement. 


2. Ghemin parcouru et phase dans le mouvement vibratoire 
harmonique. Différence de phase. Décalage. — Désignons la dis- 
tance variable OM du point M a sa position moyenne O par s, et exprimons 
sen fonction du temps ¢t, compté a partir du moment ot le point M, se 
trouvant en O, se meut dans la direction OB; comptons les grandeurs s 
positivement dans cette direction. Désignons CON = ONM par 8. On voit 
sur la figure 46 que 


(2) S——@ sin 6. 


Pendant le temps ¢ le point N est passé de Gen N; comme il se meut uni- 
formément, l’arc CN doit étre a la circonférence entitre comme / est A T, 
Les arcs sont entre eux comme les angles au centre; par conséquent 


ioe 
“ 1: il en résulte 
(3) 8 — hr : == anfl —— tote 


Si lon porte celle valeur dans (2), il vient 


(4) S== anon - =a sin oxff =a sin wl. 

Cest la formule fondamentale de l'étude du mouvement vibraloire harmonique ; 
elle détermine la distance variable s en fonction du temps lt. 

La grandeur 8 s’appelle la phase et nous dirons que le point M se trouve 
dans une phase déterminée (par. analogie avec la phase de la Lune). La phase 
détermine la position du point M et la direction de son mouvement. A une 
méme position correspondent en général deux phases pendant chaque oscil- 
lation, c’est-a-dire pendant un intervalle de temps T. Ainsi par exemple, 
quand le point se trouve en M, se déplacant vers B,.sa phase est égale 4 CON ; 
mais quand ce point, parvenu en B, repasse ensuite par M, en se dirigeant 
vers O, sa phase est alors égale a CON,. Une variation de + 2nz dans ta 
phase, n étant un nombre entier, ne change ni la position du point M, ni la 
direction de son mouvement. C’est pour cette raison que des phases différant 
de = 2nz (d’un nombre entier de circonférences) sont souvent regardées 
comme des phases identiques. Les formules (3) et (4) donnent a é, § et s les 
valeurs correspondantes suivantes : 


Hi pa ee 
\ ro The h il 
(5) on T 3x 
| Be=o Pues 4 27(0) 
SS GG OK © 
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Des phases différant de x, ou ce qui est la méme chose, de + (an + 1), 
s'appellent des phases opposées. En prolongeant la droite NO jusqu’en N’ et 
en menant N’M’ perpendiculaire 4 AB, nous trouvons le point M’, qui, se 
déplagant vers la gauche, se trouve avec le point M, qui se meut vers la droite, 
dans une phase opposée. Les deux positions A et B, ou les deux positions O 
(pour des directions différentes de la vitesse) correspondent A des phases 
opposées. Il est clair que l’on passe, d’une phase quelconque correspondant a 


un instant donné, 4 la phase opposée, aprés un temps—. Comme s = 
2 


a sin (8 — x) = — asin 8, ilest évident qu’a des phases opposées doivent 
correspondre deux distances s, égales en grandeur, mais de signes contraires 
et en méme temps deux vitesses dirigées en sens inverses. 

Généralisons la formule (4), en supposant que l’on compte le temps a par- 
tir d’un instant arbitraire et que notre point 
se trouve en M, pour / = 0 (fig. 47); si Von 
mene M,N, perpendiculaire a AB et si l’on 
joint N, 4 O, nous obtenons ce qu’on appelle 
la phase initiale 8, = CON,. Supposons que 
dans le temps ¢ le point soit passé de M, en M; 
pendent le méme temps, le point qui se meut 
uniformément sur la circonférence a parcouru 
Yarc N,N, ou NM est perpendiculaire a AB. 
Soit N,ON = 8,. Désignons par $ la phase 
du-point M: nous avons 8 = CON = ONM 


et comme auparavant s = OM = a sin 8, 
Meee CON-= CON, + NON = 8, i 8,. Nous avons, pour 
Bis Fi, ; par conséquent 8 = 8, + 8, = on ++ 8,, En mettant cette 


valeur dans s — a sin 8, il vient 
é t 3 
(6) s.== Q sin (2 pt $4) = a sin (wt + §,). 


Si l'on compte le temps a partir de l’instant ot le point se trouve dans la 
position extréme B, on a alors 8, = = : 2, et par conséquent 


t 
(7) ; $= a COs 27 T 


d’ou l’on tire s =a pour t= o. La formule (6) montre que l’intervalle de temps = 
entre l’instant ou le point se trouvant en O, se meut dans la direction positive 
(vers B) et instant t = 0, a partir duquel nous comptons le temps /, est lié 4 
la phase initiale 8, et 4 la forme dela fonction s — f(d) de la maniére suivante 


a fo) f f 3T T 
= 4 2 4 
T 3x 
{8) (B= 0 = a rT 2m (0) 
2 2 
s—asinar U acos27 asin oT R acos 27 u asin 27 i 
ee iv T vend} T die 


Cuworsox, — Traité de Physique I, . 11 
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On peut présenter ce qui précéde sous une autre forme. Quand on compare 
deux mouvements harmoniques de méme période, tels que (4) et (6), om dit 
qu'il existe entre eux une différence de phase’$,. Cette différence de phase se 
nomme aussi, surtout en électrotechnique, décalage ou déphasage de la fonc- 
tion (6) sur la fonction (4) ; on dit, par exemple, que la fonction (6) est dé- 
calée ou déphasée d’un angle 8, sur la fonction (4). Dans cette manitre de 
s’exprimer, on imagine que les deux rayons ou les deux vecteurs tournants, 
auxquels correspondent les mouvements alternatifs harmoniques que l'on 
compare, sont fixés ou calés invariablement sur un arbre qui les entraine ; 
d’ot: le nom de décalage, donné a langle 8). 
tad ea — fol 
W 
vement (4); si 8, est négatil il y a retard. En introduisant le temps ¢, dans 
l’équation (6), on a en effet 


Le temps ¢, s’appelle l’avance du mouvement (6) sur le mou- 


(8,a) s =a sin w (t+ t,). 
La dérivée de la fonction (4) étant 
Ss = aw cos wt, 
peut s’écrire 


(eee . T\, 
s = aw sin Cae ei ; 


TT 3 ran 
elle est donc en avance d’un angle 5 08 d’un quart de période. 


La notion de différence de phase peut s’étendre 4 deux mouvements har- 
moniques de périodes légérement différentes. Considérons les deux moutve- 
ments 


Sia @ sin wl, —a sin (w/t + By), 


ou 8, est une constante. Nous pouvons aussi écrire ces équations de la ma- 
niere suivante 


! bel AN 
5, =asin (SS 14* = 1) 


fs w + w/! WwW —- a 
== — See ee : 
$5 a sin ( : t z = 85) , 


on peut donc assimiler les deux mouvements donnés A deux mouvements de 

a (as 2 ’ : 
méme période [Ty > présentant une différence de phase 

TT 
oth 
pan (w — w!)t — By, 

non plus constante comme précédemment, mais variable avec le temps. 

La transformation purement algébrique que nous venons de faire subir 


aux deux fonctions s, et s, est surtout intéressante, lorsqu’on peut considérer 
la différence de phase comme sensiblement constante pendant un court inter- 
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valle de temps; pour cela, il faut que la différencc » — w’ soit tres petite 
par rapport 4 ow a w’. L’instant t, ou les deux mouvements seront concor- 
dants (différence de phase nulle) est donné par |’équation 

P P q 


(w — w’)t, — By = 0, , = fo 
L’instant ¢, ou les deux mouvements seront en complet désaccord: (diffé 
rence de phase de 180°) est donné par |’équation 


| +8 
(a — o')t, — By ==, = ts. 


L’intervalle de temps t, qui séparera ces deux phénoménes est 


T i! 


Ui —— 7 — ——- = 


. , wo—wo a(T’ —T) 


Au bout d’un nouveau temps +, les deux mouvements redeviendront encore: 
coneordants, de sorte que cette concordance constitue a son tour un phéno- 


pte 
mene périodique de période 2+ = ee 7 En introduisant les fréquences. 


—— ie 7 sie a on aura simplement » = f — f’. Il résulte de ]& 


qu'il est en général possible de produire, au moyen de deux phénoménes a pé- 
riode trés courte, un troisitme phénoméne a période beaucoup plus longue. 
C’est le principe de la méthode stroboscopique dont nous parlerons dans la suite 


(3° Partie, Chap. VII). 


3. Vitesse, accélération, force et énergie du mouvement vibra- 
toire harmonique. — La vitesse v d’un point M animé d’un mouvement 
vibratoire harmonique peut s’obtenir de différentes maniéres. D’aprés la for— 
mule générale de la vitesse, (8) page 66, nous tirons de (4) 


27a t 

(9) V = “Pr 608 27 = wa cos wl. 

Si lon désigne d’une maniére générale la phase par 8, nous obtenons 
d’aprés (1), page 159, v = k cos 8. Nous avons, pour $ = 0, la vitesse 
V9 =k; ceci montre que la vitesse avec laquelle le point M (fig. 46) passe 
par la position moyenne O est égale a la vitesse du mouvement uniforme du 
point N sur la circonférence. La formule v = k cos # peut encore étre obtenue 
en remarquant que la droite MN (fig. 46) doit rester constamment perpendi- 
culaire 4 AB. Il en résulte en effet que la composante k, de la vitesse k, doit 
étre égale a la vitesse v du point M. Mais k,Nk = 8, par conséquent v = ky 
=k cos 8. En posant MN = p, nous trouvons 


(10) v == k cos B= 7 a cos B == 4 p = wp. 


it 
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Cette derniére formule donne une représentation trés claire de la loi sui- 
vant laquelle varie la vitesse d’un point animé d’un mouvement vibrotoire 
harmonique ; cette vitesse est proportionnelle a la perpendiculaire p au 
diamétre AB. 


Aux points A et B, la phase 8 = - et a et (10) donne v = o. 


L’accélération w du point M s’obtient d’aprés l’expression générale (27), 
if P 8 


page 72% 


Wig? fon a 
(11) 1) —— “TD sin am 7 = — o%a sin wt, 
La formule (4) donne 
2 
vid 
(12) yee eee, 


Nous voyons que l’accélération est proportionnelle a la distance du point a sa 
posilion moyenne O et est constamment dirigée vers ce point O, car pour s > 0, 
w est négatif, c’est-a-dire est dirigé de B vers O, et pour s << 0, w est 
posilif, c’est-a-dire est dirigé de A vers O. Nous avons au point O 
w = 0; cest aux points A et B que I’accélération est la plus grande; elle est 


2 
: na 
alors égale a = ake aie 7a. 


Les quatre grandeurs, a, T, v) = k et w sont liées par les deux équations 
(1) et (1, a). On en tire 


3 == k Sy 5 

(1 ) Vo 1 aw ; 
Comme (voir fig. 46) p? = a? — s?, 

(14) v? = w? (a? — sy 


Cette formule exprime la relation qui existe entre la vitesse v et la dis- 
tance s; (13) et (14) donnent encore 


(15) v? + ws? = v?. 


Nous avons considéré dans ce qui précéde les conditions cinématiques dang 
lesquelles un mouvement vibratoire harmonique prend naissance et nous 
avons examiné quelques-unes de ses propriétés. Nous pouvons maintenant 
déterminer facilement les conditions mécaniques, dans lesquelles un point 
matériel de masse m exécute un semblable mouvement, c’est-a-dire la loi 
suivant laquelle doit agir sur une masse m, une force extérieure f pour que 
cette masse prenne sous l’action de cette force un mouvement vibratoire 
harmonique. D’aprés la formule générale f = mw, voir (5), page 87, nous 
avons, voir (12) 


(16) f= —- w?ms. 


VITESSE ET AGCELERATION DU MOUVEMENT VIBRATOIRE HARMONIQUE 165 


Un point matériel M exécule un mouvement vibraloire harmonique autour d'une 
position moyenne O, quand il se trouve sous l’influence dune force constamment 
dirigée vers le point O, et proportionnelle a la distance du point M au point O. 
D’apres cela le point M doit a Vorigine ou bien se trouver au repos a une 
certaine distance a de O, ou s'il se trouve en O, posséder une vitesse v, arbi- 
traire en grandeur et en direction, ou enfin s‘il est en un point quelconque, 
avoir une vitesse coincidant en direction avec la droite OM. La durée 'T d’une 
oscillation csmpléte ne dépend que de la vilesse angulaire w, qui se trouve dans 
Pexpression de la force (16), tandis que l’amplitude a, voir (13), dépend de 
w? et de la vitesse vo. 

’équation (12) peut s’écrire sous la forme d’une équation différentielle du 
second ordre a coefficients constants 
d?s 2 


(16, a) a a 


s 4 , . . ao . . d 
Pour intégrer cette équation, il suffit d’introduire la vitesse v = * Ones 
= = v et par suite 
d? ds E 
v dv == W)-5 
doe : 
en prenant s pour variable indépendante. En intégrant par rapport 4 s, on 
_obtient l’équation (14) 


Se (a? oe s?), 


a désignant comme précédemment l’amplitude. On a donc, en tenant compte 
du sens du mouvement 


dt I 
Ww — SSS 
ds ja — s? 
et, en intégrant de nouveau, 
aa — are sin ~ 
wt +- B, = 5 ; eee a’ 
2 Ve—s 


d’ou 
s =a sin (wt + §8,), 


qui résulte aussi immédiatement de l’intégration de l’équation (16, a), par le 
procédé classique relatif aux équations linéaires & coefficients constants. 

On peut indiquer de nombreux exemples de forces agissant sur un point 
et proportionnelles 4 la distance de ce point a une certaine position moyenne. 
L’existence de telles forces peut étre trés souvent admise (dans une premiére 
approximation il est vrai), quand un point matériel M coincidant avec un 
point O dans la position normale de repos est éloigné de cette position et que 
des forces extérieures, s’opposant & l’écartement de M du point O, tendent a 
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Vy ramener. Nous avons un cas de cette nature dans les petits changements 
de forme d’un corps solide, quand des forces élastiques tendent a rétablir 
Ja forme primitive. Supposons, par exemple, qu'une tige élastique AO 
(fig. 48) soit solidement fixée au point A. Si 

ore M Von dévie l’extrémité O, de telle fagon que la tige 


prenne la forme AM, l’extrémité M tendra a re- 
venir vers G, tout comme si une force dirigée 
de M vers O agissait sur elle. Si l’arc OM = s est 
pelit, on peut admettre que la force f est propor- 
tionnelle 4 cette distance s, et l’extrémité M de la 
2 tige aura par conséquent un mouvement vibra- 
Fig. 48 toire harmonique autour du point O, si on la 
fléchit et Vabandonne ensuite A elle-méme. En 
réalité, ce mouvement ne s’effectue pas suivant une droite, mais suivant 
wn arc de cercle. 


L’énergie cinétique J, de la masse m, 4 l’instant ow elle passe par la position 


r yl : . 
de repos O, est égale & 5 muss ona [voir (13)] 


(18) i 


I 
mw?(a® —s?) = J, — = mw?*s?, 


‘Cette dernitre formule montre qu’en méme temps que le point s’éloigne* 
de sa position d’équilibre, il se développe une énergie potentielle J, et l’on a 


I 
(19) J, = — mw?s?, 

2 
puisque, d'aprés le principe de la conservation de l’énergie, nous devons avoir 


‘constamment J + J, = J,. L’énergie cinélique moyenne J, pour une oscil- 
lation compléte de durée T est donnée par la formule . ; 


i vdt 
pied bas 


2 
(20) =a 


(17) et (20) montrent que l’énergie du mouvement vibratoire harmonique 
cest-a-dire, par définition, l’énergie cinétique moyenne pour une oscillation 
compléte, est proportionnelle au carré de Vamplitude. Comme la relation 
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J+ J, = J, est vraie pour toute la durée du mouvement, (20) montre que 
les énergies cinétique et potentielle moyennes sont égales & J, : 2. 

Le caractére du mouvement vibratoire harmonique, qui est défini analy- 
tiquement par la formule (4), peut étre représenté géométriquement. Prenons 
a cet effet des axes de coordonnées ( fig. 49) et portons le temps sur l’axe des 
abscisses, et les distances s, calculées d’aprés la formule (4), sur les perpen- 
diculaires, paralléles a l’axe des ordonnées. Le lieu géométrique des points P, 
dont les coordonnées sont égales 
4 ft et a s, nous donne une ligne 
courbe OABCDEF... qui repré- 
sente avec clarté la loi du mouve- 
ment vibratoire harmonique. Les 


ordonnées maxima en valeur ab- 
-solue, qui correspondent aux ins- 
tants T : 4 et 3T : 4, sont égales a 
Pamplitude a. La courbe se com- 
pose d’un nombre indéfini de parties identiques. Quand il existe une phase 
initiale, c’est-a-dire quand pour ¢ =o la distance s n’est pas nulle, la loi 
du mouvement est alors représentée par la méme courbe plus ou moins déplacée 
vers la gauche. La courbe figurée en pointillé représente la loi du mouvement 


vibratoire dans le cas ot la phase initiale 8, = =: 2; nous avons donc pour 
On Su (1. 


4. Composition de deux mouvements vibratoires harmoniques 
ayant méme direction et méme période T. — Supposons que le point 
M exécute un mouvement vibratoire harmonique suivant la droite AB, autour 
-du point O de cette droite. Désignons la durée de I’oscillation par T et l’am- 
plitude par a. La distance y, du point M a O al'instant / est exprimée par 
la formule (6), voir page 161, 


(21) y. = asin (a= 7+ 61) 


ou 8, est la phase initiale. Admettons, en outre, qu’en méme temps le point 
‘O lui-méme exécute un mouvement vibratoire harmonique de méme période 
‘T, mais avec une autre amplitude b, autour d’un point O, immobile dans le 
plan, et que ce mouvement coincide en direction avec la droite AB. Sur la 


y figure 50, les points O et 
as ae ers O, coincident, c’est-a-dire 
ee Oo MO ng que le point O n’a pas en- 
0," core commencé son mouve- 
ne ment. On peut imaginer 
Fig. 50 


que la droite elle-méme os- 
«ille vers la droite et vers la gauche, tandis que chacun de ses points exécute 
une oscillation autour d’un point fixe de cette droite. Le point M, qui oscille 
autour de O, participe en méme temps 4 l’oscillation de la droite AB, qui 
entraine pour ainsi dire. Supposons qu’a l instant ¢ la droite entiére se soit 
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déplacée, a partir de sa position normale, de la grandeur y, ; le point O est 
venu en 0’, et l’on a 0,0! = y,. Nous avons la formule analogue a (21) 


(22) yo ==) Sit (25 r — 8.) 


ou 8, est la phase initiale du second mouvement vibratoire. ; 

Nous treuverons la position véritable M’ du point oscillant, en portant 
O'M’ = OM = y,. Désignons par y la distance de ce point au point O; 
fixe dans le plan, c’est-d-dire posons O,M’ = y. Le probléme consiste a déter- 
miner y en fonction du temps t. En comptant y, et y2 positivement dans la 
méme direction (vers la droite), nous avons évidemment 


(23) Ak 29 FP he 

Si l'on remplace y, et y, par leurs expressions respectives (21) et (22) ib’ 
vient 
(24) y = asin (an nq + B,) +b sin (20 4 + By). 


Cette relation entre la grandeur y et le temps ¢ est compliquée ; cherchons: — 


s'il n’est pas possible de ramener y a la forme suivante 
(25) y == Asin (ant T + 8), 


c’est-a-dire si le mouvement véritable du point M, résultant de la compositiom 
de deux mouvements vibratoires harmoniques, ne serait pas également un 
mouvement vibratoire harmonique d’amplitude A et de phase initiale 8. ha 
question est donc de savoir s’il existe deux grandeurs A et 8, telles que les. 
expressions (24) et (25) soient identiquement égales pour toutes les valeurs dw 
temps t. L’égalité 


Asin (az + 8) = asin (ar pf Bs) +b sin (am op + Ba) 
donne 
: l ; t 
A cos 8 sin am 7 + A sin 8 cos 27 
= (acos 8, + b cos 8) sin ann + (a sin 8, + 6 sin 8) cos aT 


Cette égalité devient une identité pour toutes les valeurs de ¢, si les coef-- 


t , L4 , x . . 
sont séparément égaux, c’est-a-dire si les. 


fb 


conditions suivantes sont remplies 


A : t 
ficients de sin ot T et.de cos oz 


( A cos 8 = acos 8, +- 6 cos 8, 
( Asin 8 = asin 8, + b sin 82. 


(26) 
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On peut satisfaire 4 ces conditions pour A et 8, et par conséquent on peut 
amener (24) a la forme (25). 
Les équations (26) donnent, en divisant la seconde par la premitre, 


> a — @ Sin Bi + 6 sin Bo 
(27) oP a cos 8; + bcos 8," 


La somme des carrés de ces équations donne 
(28) A? = a® + b? + aab cos (8, — 8,). 


Deux mouvements vibratoires harmoniques de méme direction el de méme 
période, mais ayant des amplitudes différentes a et b et des phases initiales diffé- 
rentes 8, ef 82, se composent en un mourement vibratoire harmonique, dont l'am- 
plitude A est délerminée par la formule (28) el la phase initiale 8 par la 
formule (27). 

On peut trouver l’amplitude A et la phase 8 par une construction due a 
Freswnev. Soient (fig. 51) COM = 8,, CON = 8,, OM =a, ON = 5, et soit 
OP la diagonale du parallélogramme construit sur a et b. On a dans ce cas 
OP = A et COP = 8; ceci résulte de ce que la longueur de la droite OP et 
langle COP satisfont aux deux équations (26). 

Dans cette construction de Fresnet, ou la composition des mouvement s. 
harmoniques considérés se fait suivant la méme régle que la composition deS 


Fig. 51 Fig. 52 


forces (Chap. II, § 14), la phase jouant le méme réle que la direction de la 
force, les trois vecteurs OM, ON, OP sont fives. Mais on peut aussi employer 
la représentation cinématique du § 2. Soient deux points P et P’ (fig. 52), 
qui exécutent des mouvements harmoniques de méme période sur la méme 
droite B'BCAA’. Soient Q et Q’ les points correspondants animés d’un mou- 
vement uniforme sur les cercles concentriques de rayons CA et CA’. Construi- 
sons le parallélogramme SQCQ’ sur CQ et CQ’ et abaissons de S une 
perpendiculaire SR sur la droite B/BGAA’. On a évidemment P’R = CP et 
par suite CR — CP + CP’; le point R exécule donc un mouvement qui est 
la résultante des mouvements de P et de P’. Or, la diagonale CS du parallé- 
logramme est constante, puisque les mouvements de P et de P’ ont méme 
période et que l’angle QCQ’ est constant; par conséquent, le mouvement 
résultant de R est un mouvement harmonique d’amplitude CS, dont la phase 
est en avance sur celle du mouvement de P et en retard sur celle du mouve- 
ment de P’, respectivement des angles QCS et SCQ’. 
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Dans l’Electrotechnique, la proposition cinématique que nous venons 
d’établir s’énonce de la maniére suivante : 

Le veeleur tournant dont la projection est la somme de deux vecteurs allernatifs 
harmoniques de méme direction est la diagonale du parallélogramme construit sur 
les vecteurs tournants dont les projections sont ces deux vecteurs alternalifs. On 
peut encore dire que deux vecteurs tournant dans la méme direction avee la 
méme vilesse sont équivalents a un seul vecteur tournant. 

Si l'on désigne les énergies des vibrations composantes et résultaniids par 
t,, ly et J, nous tirons de (28), d’aprés la remarque faite au sujet de la for- 
mule (20), 


(29) J=i; +i + 2 Visi cos (8, — By). 


aan une série de cas particuliers, auxquels conduisent les trois 
formules (27), (28), (29). 
1. Les ane sont égales : b =a; posons yj = i, =i. Ona 


| Be ae 
5 
(30) A = 2a cos ie ate 


Bey 
J == hi cos? aig ie 


2. La différence des phases 8, — 8. —o, ou plus généralement est 
égale & 2nz, n étant un nombre entier. Nous avons 


(31) . A=a+b; B=B=——%; J=(V¥i, +Va) 
Si 8B, — 8: =oetb—=a, ona 
(32) 3 oyu J. 


Dans ce cas particulier, l’énergie de la vibration résultante est donc quatre 
fois plus g grande que l’énergie oe chacune des deux vibrations composantes 
égales. 

3. La différence des phases 8, — 8. = =, ou plus généralement est 
égale a (2n + 1)z; les vibrations composantes ont des phases opposées. Nous 
avons 


(33) Ay ER Oe ee 
Si By — By = (an # 1)r eta = 5, ona 
(34) An ==/0% 320. 


La composition de deux mouvements vibratoires de méme amplitude et de 
phases opposces donne le repos complet. 
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4. La différence des phases 8, — 8, = -, = ou d’une maniére générale 
{n = i) an. Nous avons 
(35) A ee a? = 6,  — ly + ly. 


Dans ce cas l’énergie de la vibration résultante est égale & la somme des 
énergies des vibrations composantes. 

5. La différence des phases §, — 8, — +7: 2 et l'une des phases est 
nulle. 


(36) (7) B,=0, 8,= 
(37) (b) 8, = 0, 8, = 


Les formules (25), (27) et (28) donnent la solution analytique compléte de 
la question de la composition de deux mouvements vibratoires harmoniques 
_paralléles. Nous pouvous aussi résoudre cette question géométriquement. 
Construisons a cet effet deux courbes telles que celles qui sont représentées 
sur la figure 4g, page 167. Construisons ensuite une nouvelle courbe, dont les 
-différents points ont des ordonnées y égales 4 la somme y, + y» des ordonnées 
des points des deux premieres courbes 
correspondant aux mémes abscisses. 
La nouvelle courbe exprime la loi du 
mouvement résultant cherché. 
Sur la figure 53 sont représentés 
trois cas de composition géométrique 
-de mouvements vibratoires. En (I) on 
aa = 5, la différence des phases étant 
-quelconque. Les courbes abedef et 
_pab'c'd'e'f' représentent les mouve- 


ments vibratoires composants, et la 
-courbe prst le mouvement vibratoire 
résultant. A (Il) correspond le cas des 
formules (32), c’est-a-dire a = b et 
8, = 8,; les deux mouvements com- 
posants sont représentés par les courbes abcdef et ab’cd'ef’ qui coincident, 
“et le mouvement résultant par la courbe aBDF. Enfin (III) correspond 
au cas a = b et 8, — 8, — 7. Les courbes composantes ahcdef et ab‘cd’ef' 
-donnent la droite ace, qui montre que le point reste au repos, conformément 


& (34). 


5. Composition d’un nombre quelconque de mouvements vibra- 
-toires harmoniques de méme direction et de méme période T. — 
-Supposons que la distance y du point mobile M au point fixe O soit & chaque 
-instant égale 4 la somme des distances y;, auxquelles se trouverait le point, 
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s'il exécutait différents mouvements vibratoires harmoniques. Si l'on pose: 
d’une maniére générale 


Yj eset 7 + 8;) 


et 
3 a 
(38) r =) o 
ona 
: t 
(38) y =)3 a; sin (at i + Bi); 


on peut encore ramener cette somme 4 la forme 
: t 
(40) y = Asin (az T + 8). 


En égalant (3g) et (40), nous obtenons comme conditions de l’identité pour- 
toutes les valeurs de t 


At A cos 8 = a; cos 8; ; A sin 8 2£y a; sin §;, 
lad hal 
On en tire 
SS a; sin Bi 


(42) Sl 
> a; cos 8; 


(43) A? = RS a; sin gs) + OS a; COS B:) 


Les formules (42) et (43) permettent de trouver A et 8 a l’aide d’une cons— 
truction analogue a celle qui a été indiquée a la page 169. Nous reprendrons- 
cette question dans le tome II en étudiant les phénoménes de diffraction. 
(méthode de Cornu). Il est facile de voir que l’on peut encore écrire (43) de- 
la maniere suivante : 


(43, a) Ae =>)> a,a;, cos (B; — Bx), 
cal 


e 


ou i et k doivent prendre toutes les valeurs de 1 4 n, n étant le nombre des- 
mouvements vibratoires & composer 


6. Décomposition d’un mouvement vibratoire harmonique en: 
deux mouvements analogues ayant méme direction que lui. — 
Comme beaucoup d'autres problémes de décomposition (d’un nombre, d’une- 
force, d’une vitesse), celui-ci a une infinité de solutions, que l’on peut tirer- 
des formules générales (26). Nous devons considérer les grandeurs A et 8- 
‘comme données ; pour déterminer les deux amplitudes a et b et les deux. 
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phases initiales 8, et 8,, nous avons en tout deux équations : deux de ces 
‘quatre quantités peuvent donc étre choisies tout a fait arbitrairement, pourvu 
toutefois qu’elles satisfassent 4 la condition 


(44) a—b<=A<a+b. 


Le cas le plus important est celui ot les phases initiales 8, et 8, des oscilla- 
tions cherchées sont données; les amplitudes se déduisent alors de (26) par 
les formules 


kbs at) pat sin (8; — 8) 
(45) a=A sin (82 — Bi) b=A sin (B, — 8,) 


Si l’on désigne les différences des phases de la vibration donnée et des deux 
vibrations cherchées par ¢, et 2, c’est-a-dire si l’on pose ~, — 8 = ¢% et 
B. — 8B — %, nous avons 

SIN ©» sin % 
Se b —= See 
sin (% — 9) sin (9; — %2) 


(46) a 


Le cas ou l’on impose, en outre, la condition que la différence des phases 


Tv : . . 
24 — %, ==, a une importance particuliére ; si l’on pose pour simplifier 


= 9, =? — = nous aurons sin 9 = sin %;, sin 9,== — cos 9 et ala 
place de (46) : 
(47) a=Acos9; b= A sing. 

Ces formules déterminent les amplitudes a et b des deux vibrations dans les- 
quelles se décompose une vibration donnée d’amplitude A, sous la condition qu’une 
d’entre elles (d’amplitude a) ait une phase dépassant de ¢ la phase de la vibration 
décomposée et que la différence des phases des vibrations cherchées soit égale a 
m : 2 (la phase de la vibration d’amplitude a surpasse la phase de la vibration 
d’amplitude b de =: 2). 


Les vibrations elles-mémes sont représentées par les formules 


3 t 
oe Asin. 27 


T 
(48) ( ¥1 = A cos ¢ sin (2= 4 + ¢) 
. lt 
y2 = Asin ¢ sin (ang +¢— 5) =—Asin geos (225+ 8): 


La condition (23) yy; + J2 est évidemment satisfaite. Dans le cas encore 
Tv 
plus particulier ou ¢ =] c’est-a-dire quand 9, = 8, —8—8 — id reeea o— 
nous avons 


I 
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7. Composition de deux mouvements vibratoires harmoniques 
de méme période T et de directions rectangulaires. — Menons deux 
droites respectivement perpendiculaires PQ et SR (fig. 54) et supposons que- 
le point M exécute un mouvement vibratoire harmonique le long de PQ au- 
tour du point O, l’amplitude étant a = OA et la période T. Désignons sa 
distance & O par x. Supposons en outre que la droite entiére PQ exécute un 
mouvement vibratoire harmonique dans !a direction perpendiculaire a sa 
longueur, et soient b et T l’amplitude et la période de ce second mouvement. 
Désignons par y la distance variable de la droite a sa position moyenne PQ. 

Si l'on porte OC = OD = b 
et si l’on méne par C et D des 
droites paralléles & PQ, nous 
obtenons les positions extrémes 
de la droite oscillante. Le point 
<Q M oscillant sur Ja droite PQ 


est emporté en méme temps 


qu'elle et participe a la vibra- 
tion paralléle a SR. >a position 
a un instant donné ¢ est déter— 


bo- 


Fig. 54 minée, aussitot que l’on sait de 

quelle longueur «x ils’est écarté 

de O et de quelle longueur y la droite tout entiére s'est éloignée de sa posi- 
tion moyenne. Il est clair que x et y représentent les coordonnées variables- 
du point M; i faut délerminer la trajectoire qu’il décrit dans le plan. Comme 
en valeur absolue « <aety < J, il est clair que le point M reste toujours 
a Vintérieur du rectangle KFHGE. Si l'on suppose que pour ¢ =o les 


phases initiales sont B, et 82, nous avons . 


: < E A t 
(50) ci—vonsin (arm + Bi) y¥=Obsin (a=q-+ P| 
ou 
Be 3 t er, 
qo SIM 2TH COS 6, + cos 27 op SIM Bt 
y 5 t tas 
} — Sin am 7p Cos B5.-+ cos an Tn 8. 
On en tire * 


Bs 
< cos B2 — ; cos By == cos 27 T sin (Br ae B2) 


re ae : tae 

— sin = > SIT = Slh 27>, SIN — 

a Be b By ai (82 G1). 
En prenant la somme des carrés de ces égalités, nous obtenons 


2 2 
w+ Ya “ay cos (8, — fs) = sin® ( — By), 
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Supposons que la différence des phases des vibrations données soit 8, — 8», 
= 9, cest-a-dire que le mouvement vibratoire le long de Oy commence plus 
tard que le mouvement vibratoire le long de Ox, quand ce dernier, par exemple, 
a déja atteint la phase 9. En introduisant la phase ¢ nous obtenons la relation, 
suivante entre les coordonnées «x et y du point mobile M : 


2 
(51) . See te So Chg © = sin? 9, 


C’est, pour toutes les valeurs de l’angle ¢, |’équation d’une ellipse, dont le 
centre se trouve a l’origine des coordonnées. Deux mouvements vibratoires 
harmoniques de directions rectangulaires se com- 
posent donc, en général, en un mouvement sui- 
vant une ellipse, située 4 Pintérieur d’un rectangle 
EFHG, dont les cétés lui sont tangents. Ge mou- 
vement d’un point suivant une ellipse est représenté 
sur la figure 55. Le mouvement a d’abord com- 
mencé de O en b; puis & ce mouvement vers la droite 
s'ajoute le mouvement vers le haut; d’ow résulte 
finalement le mouvement bb'b’b”, etc., suivant 
Vellipse. Examinons des cas particuliers. 

1, —Ladifférerce des phases ° = 0; les mouvements de O vers Q el de 
O vers D (fig. 54) commencent simultanément. L’équation (51) donne: 


Fig. 55 


: : b als sk + 
(= _ r) = 0, c’est-a-dire y = qt ce qui découle immédiatement de (50) 


pour 8; = §8,. L’équation obtenue est celle de la diagonale GF (fig. 54). Le 
mouvement du point suivant cette droite sera un mouvement vibratoire har- 
monique, car sa distance A sa position moyenne O est égale A s = Vx? + y?, et 
si ’on remplace z et y par leurs expressions (50), il vient en posant 8; = 8, = 8 


s = a? + 6? sin (a7 se }: 


a. — La différence des phases 9 = x (fig. 54) ; les mouvements de O vers. 
D et de O vers A commencent simultanément. L’équation (51) donne: 


2 
(= Sa b) , Cest-a-dire y = — a ; cette équation est celle de la diagonale- 
a . 
EH ; le mouvement est de méme nature que dans le cas précédent. 
oe T 3r A a 

3. — La différence des phases ¢ = > ou —; (51) donne -5 + 75 = 1- 

Cette équation est celle d’une ellipse rapportée a ses axes. 
: ah T 3 kt ; 
4. — Un cas trés important est celui ou ¢ = pote tide b. L’équation 


(51) donne « + y? = a’. 
C’est l’équation d’une circonférence. 
Deux mouvements vibraloires harmoniques de directions rectangulaires ayant 


ae eae 
méme amplitude a et méme période T avec une différence de phase égale a 5 04 a 
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3x : ‘ 
— se composent enun mouvement circulaire. — Ce mouvement est en outre 
2 


uniforme, car les projgctions M, et M, (fig. 56) du point M sur les diamétres 
AB et CD exécutent des mouvements vibratoires harmoniques (voir § 4 et 
fig. 46, page 159). La vitesse k du mouvement du point est donnée par fa 
: asa) 4 
formule k = op Your (1), page 15g. | 

5, — En revenant au cas général de 9 arbitraire, montrons comment l’on 
détermine la direction du mouvement du point suivant l'ellipse, c’est-a-dire 
comment l’on reconnait s'il s’effectue, par exemple, dans le sens de la rotation 


des aiguilles d’une montre ou en sens contraire. Déterminons & cet effet ou se 
v7 


D y 


Fig. 56 Fig. 57 
trouve le point M (fig. 57), quand le second mouvement (dans la direction 
des y positifs) commence, et quelle est approximativement la direction de son 
mouvement & partir de cet instant. La condition que le centre de [ellipse coin- 
cide avec l’origine des coordonnées, nous donne la direction cherchée du mou- 
vement. ‘ 


Tt 


ajo<o = i ; le point M, entre O et B, va vers B; le mouvement s’effec- 
tue suivant MM,, c’est-a-dire en sens inverse des aiguilles d’une montre. 
b) : <9 <7; le point M, entre O et B, va vers O ; le mouvements'effec- 
tue suivant MMs, c’est-a-dire en sens inverse des aiguilles d’une mentee 
6) Be ; le point M, entre O et A, va vers A; le mouvement s’ef- 
fectue suivant MMs, c’est-a-dire dans le sens des aiguilles d’une montre, 
3x 


: e 
d) t= Pe 2 le point M, entre O et A, va vers O; le mouvement s’ef- 


fectue suivant MM,, c’est-a-dire dans le sens des aiguilles d’une montre. 
Nous voyons que si 


o<¢< 7, le mouvement s’effectue en sens inverse des aiguilles 
d’une montre. 

™< _ 9 < 27, le mouvement s’effectue dans le sens des aiguilles d’une 
montre. 


(52) 


© == = et 9 = 0 (ou a7) donnent des mouvements suivant des droites. 
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Sur la figure 58 sont représentés douze cas différents de mouvement cor- 


qi ‘ : : Fe T 
respondant 4 a = b et a des accroissements de 9, depuis 0 jusqu’a 27, de 5 
chacun. 

; Tt oT ; : : 
6. — Poura=bet¢ = 5 Ou on obtient des mouvements circulaires ; 


ils different par leur-direction : 


T : wes : 
a= bet o = = le mouvement circulaire s’effectue en sens inverse 


des aiguilles d’une montre. 


53 3r t : : 
(53) a= bet o = a le mouvement circulaire s’effectue dans le sens des 


aiguilles d’une montre. 
La phase du mouvement suivant l’axe des x est en avance. 


Sil’on pose dans (54) a—b et 8, = 8, — - Wabord, puis 8, = 8; — —, 


et si l’on remplace 8, par 8, il vient 


; : ; t 
\ Un cercle, direction du mouvement : | « =a sin (2% p+ 8), 


54 « 
(94) : ae ke : tf 
sens inverse des aiguilles d’une montre / y = — a cos | 27 qt By 
: : “ : t 

\ Un cercle, direction du mouvement : \ Sin) (27 T a 8), 
(55) < hep 

/ sens des aiguilles d'une montre. | ¥ = ACOs (a= tr 8). 

\ 


Dans ces deux cas on a évidemment x? + y? — a? (équation d’une circon- 
férence). 

Les formules (54) et (55) montrent immédiatement de quelle maniére tout 
mouvement uniforme suivant un cercle de rayon a, s’eflectuant avec une 
vitesse k, en sens inverse ou dans le sens des aiguilles d'une montre, peut étre 

* décomposé en deux mouvements vibratoires harmoniques, de directions 
rectangulaires quelconques Ox et Oy. La période T est déterminée par Péga- 
lité (1) de la page 159 : kT = 27a. La phase 8 peut étre choisie tout & fait 
arbilrairement. 


8. Composition de deux mouvements uniformes s’effectuant avec 
la méme vitesse, sur la méme circonférence, dans des directions 
opposées. — Supposons que le point M, (fig. 59) parcourt d’un mouve- 


Cuworsoy, — Traité de Physique 1,. 12 
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ment uniforme dans le temps T toute la circonférence de rayon a, dans le 
sens de rotation des aiguilles d'une montre; un autre point M, se meut avec 
la méme vitesse en sens inverse. Le probleme de la composition de ces deux 
mouvements circulaires consiste 4 déterminer le mouvement d’un point M, tel 
que ses coordonnées « et y soient égales 4 la somme des coordonnées corres- 
pondantes x;, y; et x2, y, des points M, et M,. Il est évident que le point M 
doit constamment se trouver a l’extrémité de la diagonale du parallélogramme 
construit sur les droites OM, et OM,. 

I] est facile de voir que le mouvement du point M sera rectiligne. Les points 
M, et M, se rencontrent en deux points C et D; aux instants correspondants 

y le point M se trouve en A et B, 
tels que OA = OBS 
Comme les points M, et My se 
trouvent toujours 4 des dis- 
tances égales de C et D, il est 
clair que la diagonale dont 
Vextrémité est le lieu du point 
M, coincidera toujours avec OA 
ou avec OB. 

Quand M, et M, coincident 
avec M; et M, (M;M, L BA), 
M se trouve en O. II est facile 
de voir que le mouvement du 
point M doit étre un mouvement vibratoire harmonique, car on Pobtient 
en composant deux mouvements vibratoires évidemment harmoniques ; les 
coordonnées sont « = 2%, + 2, ety = 71+ yr. 

Traitons la méme question analytiquement; désignons par 8, et 8, les 
phases initiales des mouvements vibratoires x, et x2 le long de l’axe Ox, qui 


‘Mg (xe¥2) 


Fig. 59 


ey ea Tw : 
donnent, combinés aux mouvements y, et ys (qui en different de 8 et de 3) 


les mouvements circulaires (M,) dans le sens des aiguilles d'une montre et 
(M,) en sens inverse, voir (53). Les formules (54) et (55) donnent 


oe «adi t 
#,—=asin (2t7.-+ By 


dans le sens des aigailles d’une montre. 
® 


a 


/ 
Y2—=acos (ate Bi 


; t 
y= a sin (2= y+ &) ) 
_ ) en sens inverse des aiguilles d’une montre. 
Y¥2== — acos (ann — Bs | 


(56) 


Posons pour abréger 


t 
an p+ Br = 0 eb am + B, = 6. 
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Nous avons, puisque « = a, + 1 ety —y, + yn: 


; : = 0 Wh == 
x =a sin 4 + asin 0, — 2a sin Sees art 


(57) : ; 


a is Say pea 
y = acos 6, — acos 6, == 2a sin ; y sith 2 a 


En divisant P’égalité inférieure par la supérieure et en tenant compte des 


valeurs des angles 8, et ,, nous trouvons y= 2m ig fen = = fut 


(58) yess ete. cies 


2 


C’est équation d’une droite. Si nous désignons la distance variable OM par 


$= V2? + y?, les formules (57) donnent s —.2a sin aaa c’est-a-dire 
(59) S == 20 Sin (an p+ BE"), 


On voit donc que le point Ma un mouvement vibratoire harmonique. Dési- 
gnons par « = AOz, l’angle formé par la direction de ce mouvement et l’axe 
des x, nous avons y = x tg a, et par conséquent, voir (58), 


(60) <= iets S28 Bs 
2 
Deux mouvements circulaires dirigés en sens inverses (de rayon a, et de 
g ; 
période commune T), dont les mouvements composants suivant l'axe des x sont des 
vibrations ayant pour phase initiale 8, (sens des aiguilles d'une montre) et 8, 
(sens inverse), se composent en un mouvement vibratoire harmonique d’ amplitude 


2a el de période T et sa phase initiale 8 = : (8. + B,); la direction de ces vi- 


(B2 — By). 


brations forme avec Vaxe des x un angle « = 


So) = 


9. Décomposition d’un mouvement vibratoire harmonique recti- 


ligne en deux mouvements circulaires. — Supposons que le point M 
exécute un mouvement vibratoire harmonique entre v 
les points A et B (fig. 60), dont l’amplitude est a et la Fi 


période T; la distance s = OM est donnée par 


; oe t s 
(61) s =asin (a7 7+ 8) =asin®, 
ou % a été introduit par abréviation. [1 est clair 
d’apreés ce qui précéde que les deux mouvements cher- 


chés doivent s’effectuer sur une circonférence dont le 


Fig. 60 


- : : P ? 
rayon r= =. Chacun de ces mouvements circulaires peut étre décomposé en 


deux mouvements vibratoires suivant des axes rectangulaires, dont l'un, 
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* 


l'axe des x, peut former avec la direction des vibrations données un angle 
BOx = « tout a fait arbitraire; on obtient ainsi quatre vibrations ay, ve 
Xz, Y, auxquelles s’appliquent les formules (56), en y remplacant toutefois. 


wa 
oH lS 


Les conditions « = : (B2 — By) et 8 — — (8, + 8,) donnent 8, = 8 aa. 


I 
a 
Be = 8 =to Oe ; 
En introduisant ces expressions dans (56), nous obtenons finalement le: 
résultat suivant : 
Un mouvement vibratoire harmonique peut étre décomposé en deux mouvements 


circulaires dirigés en sens inverses. 


Gan 
co : sin (8 — a) 
dans le sens des aiguilles d’une montre. . 
A 
r= 1C08 (0 — x) 
(62) ¢ 
a. 
== cp i 
dans le sensinverse des aiguilles d'une montre. 
a 
y= — £005 (9 + ») | 


a est ici langle formé par la direction des oscillations s avec Vaaxe des x, que 
l'on peut choisir tout 4 fail arbitrairement. On peut, par exemple, prendre = 0 
CULL CE igi 

Les résultats de ce paragraphe et du précédent peuvent encore s’énoncer de 
la maniére suivante ; 

Deus vecteurs égaux, lournant dans le méme plan en sens contratires avec la 
méme vitesse constante, sont équivalents a un vecteur alternalif harmonique unique, 
situé dans le plan de rotation des deux vecteurs tournants, et réciproquement, 
un vecteurs alternalif est équivalent a deux yecteurs égaux lournant en sens 
contraires. 

On en déduit trés facilement que deux vecteurs inégaux, lournant en sens 
contraires dans un méme plan, sont équivalents a un vecleur allernatif et aun 
vecleur tournant, et réciproquement, un vecteur allernatif et un vecleur lournant 

sont équivalents a4 deux vecteurs inégaux tournant en sens contraires. 

' Pour obtenir simplement ces propositions par voie analytique, on peut in- 
troduire la notion de quantilé imaginaire ou de quantilé complexe. Une telle 
quantité est de la forme A =a + b V —1, aet b étant des quantités réelles 
positives ou négatives. 

Le symbole / — 1, que nous désignerons par j pour simplifier l’écriture, 
représente une rotation d’un angle droit autour d’un axe, de sorte quune 
quantité complexe A = a -+ bj peut étre représentée géométriquement par un 
vecteur OM ayant pour projections a et b sur deux axes de coordonnées Oz, 
Oy, l’axe de rotation étant la perpendiculaire élevée en O sur le plan Oxy. 
Désignons par ® l’angle de OP avec l’axe des x et soitOP =p; ona 
ad =p cos 0, b — 9 sin 0, d’ou 


A = 09 (cos 6 + j sin 8). 
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Les quantités complexes peuvent se ‘représenter d’une manitre trés com- 
mode en remarquant qu'on a : 


. aie: at 
a e == cos § +7 sin 6; 
she! | TRY Fc a a 
( = cos § —jsin 6; 
on tire de Ja 
jo —Jjé 2 pete a 
(64) cos § = poet Sipe Bey eer of 
2 2) 


On voit que pe! peut élre envisagé comme le vecteur tournant ON de la 
figure 46, page 159, et que le vecteur alternatif OM sera alors p sin wt. Les 
formules (63) traduisent la composition de deux vecteurs alternalifs reclan— 
gulaires en un seul vecteur tournant, et les formules (64) ladécomposition d’un 


yecteur alternatif en deux vecteurs tournant en sens contraires. 


40. Composition d'un nombre quelconque de mouvements vi- 
bratoires harmoniques de méme période T, mais ayant des direc- 
tions différentes dans l’espace, — Soient 


x; = la; sin (wt + 8,) 
Yi = ma; sin (wt + 8;) 
2, = Na; sin (wt — B;) 


les trois équa tions de l’un des mouvements donnés, dont les cosinus de direc- 


tion sont l;, m;, n;. Les équations du mouvement résultant peuvent s’écrire, 
an répétant un raisonnement que nous avons déja fait plusieurs fois, 


xz = P sin wi + P’ cos wi, 
y = Q sin wt + Q’ cos wt, 
z=R sin wit + R’ sin ot, 


ou l’on a 


P m2 Lgaecost a y la; sin 8,, 
(ies By ma; cos.8;, Wo »S ma; sin 8;, 
R=» 


na; cosB;, Ri = ye na; sin 8,. 


| 


Le mouvement résultant, ainsi spécifié par six mouvements harmoniques, 
peut étre réduit & deux mouvements harmoniques seulement, en posant 


A? — p2 = Q? ae Rey A”? — p? a5 OQ? ae R22 


hag Sok 
(65) eae Gna © 
| ee 
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‘ 


le mouvement cherché sera donc la résultante du mouvement harmonique 
A sin wé dans la direction (2, », v) et du mouvement harmonique A’ cos wt 
dans la direction ()’, uw’, v’). On peut projeter le vecteur A de direction 
(A, wv) et le vecteur A’ de direction (}’, »’, v’) sur un plan choisi de telle 
sorte que les projections soient égales et rectangulaires : les deux mouve- 
ments projetés ayant une différence de phase égale 4 un quart de période 
auront pour résultante un mouvement circulaire (§ 7, p. 175). Le mouive- 
ment résultant des deux vecteurs harmoniques (65) sera donc un mouye- 
ment elliptique ayant pour diamétres conjugués les directions (A, p, v), 
(\’, w’, v’) de ces deux vecteurs; on voit de plus que le rayon vecteur de ’el- 
lipse décrira des aires égales dans des temps égaux. 

On peut obtenir une autre réduction, au moyen des théorémes que nous. 
avons énoncés & la fin du § 9, en tenant compte en outre du théoréme du 
§ 4, d’aprés lequel deux vecteurs, qui tournent dans le méme sens et dans un 
méme plan, sont équivalents % un seul vecteur tournant. On voit ainsi immé- 
diatement qu’en général deus vecteurs alternatifs inégaux peuvent étre rem- 
placés, dans leur plan, par un vecteur alternatif harmonique el un vecteur 
fournant. It suffit, en effet, de substituer aux deux vecteurs alternatifs quatre 
vecteurs tournants équivalents, puis de composer deux 4 deux ces derniers en 
deux yecteurs inégaux tournant en sens contraires. On remarquera l’analogie 
que présentent ces résultats et ceux qu’on obtient dans la réduction d’un sys- 
téme quelconque de forces dans l’espace (Chap. III, §). _ 


11. Composition des mouvements vibratoires harmoniques de 
périodes inégales T et T; = kT, ot k est un coefficient numérique. 
A. Les vibrations ont la méme direction. — La construction donnée dans te 
§ 4, page 169, s’applique a la composition de deux mouvements harrho- 
niques de méme direction, qu’ils aient la méme période ou non. Lorsqwils 
n’ont pas la méme période, la diagonale du parallélogramme n’est pas con- 
stante; a l’instant o les phases des mouvements composants sont con- 
cordantes, cette diagonale passe par un maximum égal a la somme des 
amplitudes composantes ; a l’instant ot les phases différent de =, elle passe 
par un minimum égal & la différence des amplitudes composantes. La direc- 
tion de la diagonale oscille de chaque coté du plus grand vecteur tournant 
composant et la période de cette oscillation est le temps dans lequel l'un des 
vecteurs composants gagne un tour sur l’aufre, Le mouvement résultant n’est 
donc pas simplement harmonique, mais son amplitude est, elle aussi, pério- 
dique, de méme que l’avance ou le retard de phase. 

Soit s le chemin dans le mouvement résultant et a la plus grande des deux 
amplitudes composantes ; on aura 


s == asin (wt + 8) + a’ sin (w/t + 8’). 
Si l’on pose ? = (w't -- 6") —_ (wt -- B), ona 


s = asin (wt + 8) +a’ sin(wt +? + 9), 


: 7 
' @ <i 
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ou 
s=(a+ a’ cos ¢) sin (wt + 8) + a’ sin ¢ cos (wt + 8). 
On peut écrire 


s =A sin (wi + 8 + 6) 


et ona 
A? = a@? + 2a a’ cos¢ + a? 
a’ sin » 
tang Oi ae 
ata’ cos ¢ 
. . * a . 
Le maximum de tang 6 a lieu pour cos ¢ = — —, et le maximum de 4 se 


produit par conséquent pour sin 0 = £ : 
Le résultat de jla composition de deux mouvements vibratoires harmoni- 
ques, d’amplitudes différentes a et b et de périodes différentes T et kT, s’ob- 
tient commodément par le procédé géométrique exposé au § 4, page 167. 
Tragons deux courbes représentant les lois des espaces parcourus dans les 
deux vibrations données et construisons une troisitme courbe, telle que ses 
ordonnées soient égales 4 la somme des ordonnées des deux premiéres courbes 
correspondant aux mémes abscisses (temps). Sur la figure 61 est représenté le 
cas ou b est petit en compa- 
J, raison de a eLouk—=1:2; 
Sorters os te A et B figurent les deux 
by b, B B mouvements composants,C 
“t le mouvement composé. La 
courbe A est reproduite en 
pointillé, pour montrer le 
changement survenu en 
elle. La vibration obtenue 
n’est -plus harmonique ; 
; l’inclinaison inégale des 
ees jc parties de la courbe montre 
ah: que le point effectue des 
vibrations plus rapides d’un cété que de l'autre. La courbe D correspond 
au cas ou la courbe B est déplacée vers la droite jusqu’a ce que é se trouve 
au-dessous de d,, c’est-a-dire au cas ot la phase zéro de la vibration A ne 
coincide pas avec la phase de la vibration B. 

. Sur la figure 62 est représenté le cas ok = 1: 3 et ot b est. petit relati- 
vement & a. On obtient une vibration périodique {mais non harmonique) C. 
La vibration D a lieu, quand la phase zéro de la vibration A coincide avec la 
phase = de la vibration B. 

On obtient des vibrations beaucoup plus compliquées quand 6 n’est pas 
petit en comparaison de a. Sur Ia figure 63 sont représentés trois cas de com- 
position de vibrations, dans lesquels on a pris k = 1 : 2, c’est-a-dire qu’une 


e 
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des vibrations est exécutée le double plus vite que l’autre. Les vibrations 
composantes sont représentées en pointillé, On peut se rendre compte nette- 
ment ici de l’influence du rapport de ba a. La premitre courbe est obtenue 


Ae a ; 
pour b = aa, la seconde pour b =a, la troisiéme pour b = = Dans les trois 


cas la phase 9 de la vibra- 
tion la plus rapide ‘est 
égale & zéro, quand. la 
_ Phase de la ple lente est 
P nulle. Sur la figure 64, 
les courbes montrent l’in- 
fluence de la phase ¢; dans 
les deux cason ab=a: 2. 
La premiére courbe s’ob- 
tient quandona o—7: 2, 
la seconde quand 9 =z. 


Nous voyons dans le cas 
des deux premiéres courbes 
de la figure 63, que deux petites oscillations dans un sens puis dans l’autre 
alternent avec deux grandes. La troisiéme figure 63 et la seconde figure 64 ; 
sont au fond les mémes. 


Fig. 62 


On peut faire une inté- 


ressante application de ce 
qui précéde a la compo- 
sition de la marée lunaire et 
de la marée solaire, qui 
obéissent trés approximative- 
ment a la loi harmonique. 
En vue de prédire la marée 
pour une époque donnée, 
Lorp Ketvin a imaginé un 
appareil que l’on peut em- 
ployer pour composer trés 
rapidement un nombre quelconque de mouvements harmoniques. Cet appa- 
reil est constitué par une série de poulies folles dont les axes sont animés 
ESS Sea-2 respectivement des mouvements 
= =a 7 harmoniques composants. Un fil 
passe alternativement par dessus 
ou par dessous chaque poulie ; l’une 
de ses extrémités est fixe, l’autre, 


tendue par un poids, porte un 

Fig 64 crayon qui trace sur une feuille de 
papier enroulée sur un tambour vertical le mouvement résultant. Une sem— 
blable machine existe au service hydrographique de la Marine, ou elle ‘Sert 
4 calculer les annuaires de marée pour les ports des mers de Chine et de 
l’océan Indien. 


ea 
ve > 
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B. Les vibrations ont des directions différentes. — Dans le cas des mouve- 
ments harmoniques de périodes et de directions différentes, le mouvement 
résultant est, avec des notations analogues a celles du § 10, 


aa > la, sin(wt+ 8), y== > ma;sin(wt+ ,), z = ing, sin (w,t + 8;). 


Il est évident qu’au temps ¢ + T, les coordonnés 2, y, z reprennent les 
mémes valeurs, lorsque les w;T sont des multiples de 27, c’est-’-dire quand T 


est le plus petit commun multiple des =. Quand il existe un tel commun 
i 


multiple, les fonctions trigonométriques peuvent étre éliminées, et les équa- 
tions (ou l’équation, si le mouvement est plan) de la trajectoire sont algé- 
briques ; sinon, ces équations sont transcendantes. 


Plagons-nous dans le cas du mouvement plan, et considérons deux vibra- 
tions rectangulaires. Les équations des deux vibrations sont 


2 a sit (22 - - 3) 
(66) 
y = bsin (on ts + 6,). 
. 4 i 


Si l’on élimine entre elles le temps ¢, on obtient |’équation de la courbe 
suivant laquelle le point se déplace. 


Cette courbe peut étre construite géométriquement de la maniére suivante. 


Soit =7 ou pet gq sont des nombres entiers. Prenons A’OA et B’OB 


1 
(fig. 65) pour axes de coordon- M_ 4 B20 


nées et décrivons de O comme 
i 
Ren 
id | |Nea/t 


centre deux circonférences de 
rayons OA =a et OB = b. Di- 
visons-les 4 partir de A et de B 
en 4n(n est un nombre entier) 
parties, égales par exemple en 32. 
Joignons les points de division de 
la circonférence (OA) par des 
cordes perpendiculaires 4 OA, et 
les points de division de la cir- 
conférence (OB) par des cordes 
perpendiculaires 4 OB. Les par- 
ties, dans lesquelles sont divisées 
A’A et B’B, correspondent a des 
chemins, qui seraient parcourus 
durant les vibrations x et y dans 
des temps égauz, si l'on avait T = T,. Mais en réalité 


par conséquent, le point parcourt p divisions dans la direction B’B pendant 
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le temps qu'il met & se déplacer de q divisions dans la direction A’A, et plus 
la durée de la vibration est petite, plus est grand le nombre de divisions 
dont le point doit se déplacer dans un temps donné. Si l’on connait la posi- 
tion du point & un instant donné, on peut facilement construire les positions 
qu'il occupe aprés des intervalles de temps égaux. Sur la figure 65, est repré- 
senté le cas ou T : T, = 2: 3 ; la position initiale est o (zéro) ; les positions 
Sulvantes 1, 2, 0, ..%..... , 30, 31 et 32, s’obtiennent en avangant chaque fois. 
de trois divisions parallélement & A‘A et de deux divisions parallélement  B/B. 
Sur la figure 66, sont représentées les courbes que l’on obtient pour trois 
valeurs différentes du rapport T : T, et pour cing valeurs différentes de la 


vis 115 3 


T 3x ™ 
4 8 2 
Fig. 66 
i} 
T ™ 30 rd 
ora a 12 6 12 3 . 
Fig. 67 


phase ¢ de la vibration d’amplitude a (horizontale), correspondant & l’instant 

ou la phase de la vibration d’amplitude b (verticale) est zéro. Les valeurs de © 

placées en haut de la figure se rapportent aux deux premiéres rangées, celles. 

placées en bas A la troisisme rangée. On démontre facilement que la troi- 

sitme courbe de la seconde rangée est un arc de parabole, en posant dans (66) = 

8, 0, B—7:2etT, = oT. Sur la figure 67 est représenté le cas ow 
wT Tw 3n Tv 


sie aN SN vig a? gear ee 
T: 1, 3:4, pour les valeurs » = 0, pate eae 
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Pour des raisons que nous ferons connaitre dans l’acoustique, les courbes 
représentées dans les figures 66 et 67 se nomment figures de Lissasous (+). 
Riew1 (*) a étudié les courbes de |’espace qu’on obtient en composant trois 
mouyvements vibratoires harmoniques rectangulaires. 


42. Mouvements vibratoires amortis. Mouvements vibratoires 
forcés. Résonance. Mouvements apériodiques. — Dans beaucoup de 
parties de la Physique, un cas trés intéressant de mouvements vibratoires, 
celui des mouvements amortis, joue un role important. Imaginons sur une 
droite un point fixe O et soit s = OM, la distance du point O a un point 
mobile M, qui s’exprime en fonction du temps par une formule de la forme : 


(67) $= ae ~* sin qi 


ou a est une grandeur linéaire, e == 2,718281..... est la base des logarithmes. 
naturels que nous désignerons par le symbole Log, p et q des grandeurs posi- 
tives, dont les valeurs numériques dépendent du choix de l’unité de temps 
(elles lui sont inversement proportionnelles), On peut obtenir une notion 
du caractére général du mouvement amorti en étudiant ]’expression (67). 
-Comme sin qi varie constamment entre — 1 et + 1, lorsque ¢ croit, il est 
clair que s sera alternativement positif et négatif, et par conséquent le mou- 
vement sera vibratoire. Comme p > 0, le facteur e — ?! décroit constamment 
et par conséquent (67) représente un mouvement vibratoire dont l’amplitude 
décroit indéfiniment, c’est-i-dire tel que les écarts successifs 4 droite et a 
gauche deviennent de plus en plus petits. 
On obtient, d’aprés la formule (8) de la page 66, pour la vitesse v, 


(68) v = ae—?! (q cos qt — p sin ql). 


Nous avons pour ¢ = 0, s = 0 et la vitesse initiale v, = aq. 
Désignons par /,, t,, t,, ... ¢ ...., les instants de passage du point M en O, 
ou s = o. Nous avons sin gl; = 0, par conséquent qi = 7, ql, == at, ql; = 


— — fx E a - 
3m, etc, ; le niéme passage en O a lieu a I’instant 


(69) pipe 


Il en résulte que le point M passe par le point O 4 des intervalles de temps + 
égaux et que 4 


1 


(70) Oe 


(4) Lissasous. — Ann. de chim. et de phys. (3) BA, p. 147, 1857. 
(?) Ricur. — Sulla composizione dei moti vibratori, Bologna, 1873. 
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Désignons par T;, T,, Ts, .... T;, ...., les instants d’arrét, quand la vitesse 
v == 0; (68) donne 


q cos qT; — psingT; =o ou fg ql: = 4. 


q 


Si l’on convient que arc tg désigne le plus petit arc dont la tangente est 

égale a 1 ona ql, =are tg = qT, =are tg 1 3, ql, = arc lg 7 4. or et 
P P | eo P 

d’une manitre générale qT; = arc lg ; + (i — 1)x. L’instant T,, ou le point 


M s’arréte pour la niéme fois, est déterminé par la formule 
I q ™ 
7 Yr, == - are tg 4 — I)>;. 
(71) - pe Pie 1) 7 
Il s’ensuit que le point M s’arréte & des intervalles de temps egaux 


(72) vi 


Si l’on compare cette formule avec (70), on voit que le temps qui s’écoule © 
depuis un passage en O jusqu’au suivant, est égal au temps qui s'écoule entre 
deux arréts consécutifs. Les expressions (69) et (71) montrent que les ms- 
tants d’arrét (v = 0) ne se trouvent pas pour cela au milieu des intervalles 
de temps entre les passages successifs de M en O (s = 0). 

Désignons par s1, so, $3, «+++, Sies+e, les écarts successifs ou les amplitudes, 
c’est-a-dire les distances OM aux instants d’arrét T, La formule (67) donne 


q 


(73) s == ve — PT sin GI: 


En 


; f 
Mais nous avions tg qT; = g. par conséquent sin qT; = = —— ; 
P JP gi 
tenant compte de ce que les signes alternent quand q1 augmente de z, et en 
se servant de la formule (71), on a pour la niéme amplitude, l’expression 


aq ~-? are tg ee (n —21)r P 
ah ees (No = FO P eA 
(74) n ( ) la ae 
Te 
Si on laisse de cété le signe, c’est-a-dire {si l’on ne considére que les 
valeurs absolues des amplitudes, on voit que 


P 
(79) Sn = Sn—1€— * g° 


Chaque {amplitude se déduit donc de la précédente en la multipliant par 
‘un méme facteur constant. II est clair par conséquent que les amplitudes sue- 
cessives forment une progression géométrique décroissant indéfiniment ; théori- 
quement, une vibration amortie ne cesse jamais. Le logarithme naturel du 
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rapport de deux amplitudes successives s’appelle le décrément logarithmique 
du mouvement vibratoire ; désignons-le par 4, nous tirons de (75) 


Ses! Sn—1 Tp 
(76) A = Log = bree 
On se rend facilement compte que les vitesses v; de passage du point M en 
O forment une progression géométrique absolument identique a celle des 
amplitudes s;, [comparer (68) et (70)}. 
La formule générale (27) de la page 72, donne pour l'accélération w du 


point M 
w= ae = Pt [ (p? — q?, sin ql — 2pq cos qt. 
On peut donner a cette expression la forme suivante 
w = — (p* + 7) ae—* sin qt — 2pae —»' (q cos qt — p sin ql). 

En la comparant alors avec (67) et (68), on voit que 
(77) w == — (p* + q's — apv. 

Si m est la masse du point M, la force fa laquelle est soumis ce point est 
(78) f =— mp? + q?)s — ampv. 


Cette formule montre qu'un point matériel M effectue un mouvement vibra- 
toire amorti, quand il est soumis a@ la résultanle de deux forces, dont l'une est 
durigée vers le point O et proportionnelle a la distance s du point M a O, et dont 
Pautre a une direction opposée a celle de la vitesse v du point M, c’esl-a-dire a la 
direction de son muuvement, et esl en grandeur proportionnelle a cetle vitesse. 
(Juand cette seconde force constamment opposée au mouvement n‘existe pas 
(p =0), le mouvement est un mouvement vibratoire harmonique. La pré- 
sence de cette seconde force, dépendant de la vitesse méme du mouvement, est 
la cause de l’amortissement progressif des vibrations. Nous ferons connaitre 
dans la suite plusieurs cas de mouvement géné par des forces de cette nature 
(par exemple la résistance de I’air). 

Tair ('), en étudiant les applications de lThodographe d’Hamruron 
(page 75), a été conduit a un mode de représentation cinémalique du 
mouvement vibratoire amorti, qui généralise celui que nous avons indiqué 
au § 4 du présent Chapitre pour le mouvement vibratoire harmonique. 
Au lieu de considérer le mouvement uniforme d’un point sur un cercle, Tair 
envisage un vecleur de longueur variable tournant autour d'un pole O avec 
une vitesse de rotation w uniforme, l’autre extrémité décrivant !a spirale loga- 


(4) Voir en particulier Maxwett, Trailé d’Electricité et de Magnétisme, Tome HU, 
p. 430, édition francaise, Paris, 1887; Lorp Ketvin et Tarr, Elements of Natural Phi- 
losophy, p. 95, Oxford, 1873; J. Ayprape, Le Mouvement, Bibliothéque scientifique 
internationale, Paris, 191r. 
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rithmique de Descartes. L’une des propriétés fondamentales de cette courbe 

est qu’elle coupe le vecteur tournant sous un angle constant «, ce quiexplique 

cette autre propriété curieuse découverte par Bernouttt qu’elle peut se repro- 
duire elle-méme de diverses maniéres, ainsi que nous allons le voir. 

Soit OP le vecteur tournant et PT la tangente 4 la spirale fig. 68 ; v étant 

la vitesse au point P, on a v sin x =w OP. En menant OP’ paralléle 4 PT 

x et égal 4 OP, la vitesse au point P sera 

définie en grandeur et direction par 

Ww 


vi se SP’; P’ peut donc étre re- 


gardé comme un point de l’hodographe 
mais OP’ n’est autre que OP ayant tourné 
de l’angle = — a, c’est-a-dire que ’ho- 


dographe décrit par P’ n’est autre que 


.. la spirale primitive ayant tourné au- 
tour de son pdle de l’angle x — a. 
L’accélération de P est représentée en 
grandeur et direction ‘par la_ vitesse 
de P’, multipliée ‘par le méme facteur 


Si danc on fait subir a OP’ 


my 
sin a 


a mém i 5 ae 
] e rotation d’un angle « 

jusqu’a la position OP’, l’accélération de P sera égale, en grandeur et en 
w? 


sin2o, 


direction, a OP", ot OP" est égal 4 OP ayant tourné de langle 


3m — 2a. 
2 
f x x rye : we % 
Menons [PR égal et paralléle a OP", V’accélération vera Sinta PR; nous 


w2 . 


PO"et — 


pouvons la décomposer en — PQ.. La premitre de ces compo- 
P P sin2a e”” sin2a Q i Ds 


santes est une force centrale dirigée vers O et proportionnelle a la distance. 
La seconde est dirigée en sens contraire de la vitesse et, puisque 


sin x COS % 
PO= 2 cos a PO = — 2 Tt aL coat 
am W COS a 
cette force peut s’écrire — 2 ——— v. 
sin a ® 


Ainsi, l’accélération du point P se compose de deux parties: l’une est une 
force attractive — nr dirigée vers O et proportionnelle a la distance r, l'autre 
est une résistance au mouvement — 2pv proportionnelle a la vitesse, avec 


Ww cos & 


sin % P sin @ 


3 
| 
€ 


. . . Tv ° . . 
Si, dans ces expressions, nous faisons 4 == 57 ia trajectoire devient un 


+ 


cercle, comme au § 1, et nous avons n, = w, et p 0; lorsque la loi d’attrac- 


Nt al 


VIBRATIONS AMORTIES 1gt 


tion reste la méme, on a donc n = ny, mais w = w, sin x; autrement dit, 
pour la méme loi d’altraction, la vitesse angulaire sur des spirales différentes 
est proportionnelle au sinus de l’angle de la spirale. 

Considérons maintenant le mouvement d’un point qui est la projection du 
point P sur un axe passant par le pole O. Nous voyons que sa distance au 
point O et sa vitesse sont les composantes paralléles 4 cet axe des mémes 
éléments pour le point P ; l’accélération de cette projection se compose donc 
aussi d’une accélération vers O égale 4 n? fois la distance & O, et d’un effet 
de retard égal & 2p fois la vitesse. Nous pouvons donc construire entitrement 
le mouvement rectiligne d’un point, qui est soumis A une attraction propor- 
tionnelle 4 sa distance 4 un point fixe et a une résistance proportionnelle a la 
vitesse. Le mouvement d’un tel point n’est autre que la composante suivant 
une direction fixe du mouvement dun autre point, qui décrit une spirale 
logarithmique avec une vitesse angulaire constante. 

L’équation (77) peut se traduire, en posant n? = p? + q?, par l’équation 
différentielle du second ordre a coefficients constants 


AS oe 2 e 
de — Lae 
ou 
d?s ds 5 
(79) qe be, TR 8 0: 


Il est facile de voir, en effectuant la différentiation du premier membre, 
que l’on a 
ad, d*s ds 
dp (sep!) == & + 2p di Sis pis er 


de sorte que l’équation (79) peut encore s’écrire 
d? 
(80) oy (seh!) + (n® — p) ser! = 0; 


nous obtenons une équation de méme forme que l’équation différentielle 
(16, a) du §3. 


En supposant p < net en faisant n? — p? = q?, on a donc 


: sin (qi + 4 
(81) oa a ek 

sin 2 
en prenant l’origine du temps & l’instant ou le rayon tournant est a et en dé- 
signant comme précédemment par « l’angle de la tangente 4 la spirale avec 
ce rayon. On a alors, en remarquant que p = n cos 2, q =n sin a, 


(82) 7 nae—Pt ; 
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ee ee ic 1 : seen 2 é 
Quand qi = iss Ue e point passe 4 l’origine O avec une vitesse. 


sy 
mae 
sin x 
y . . erie eee Tv . Fe 
Pour revenir 4 sa position initiale, au bout du temps ¢ = — oad il doit 
avoir en OQ une vitesse 
Tp 
nae*4 
sin 


Il faut donc, pour entretenir la vibration avec_une amplitude constante a, 
communiquer au point mobile, lorsqu’il passe en O, une vitesse impulsive 


GP pe ED 
pce (. ag Se "), 
sin 2 


\ 


On peut se proposer d’entretenir la vibration par une force périodique 


produisant une accélération E cos ft; l’équation différentielle du mouvement 
devient 


: 
(83) we 2 2p = + n’s = E cos ft. 


Nous allons voir qu’elle peut étre satisfaite par une solution, appelée vibration 


: ; 
forcée, qui est de la forme ‘ 


s =F sin (ft + ¢). 


En effet, en substituant dans I'équation (83) et en égalant a zéro les coefli- 
cients de sin pl et cos pt, on obtient les deux relations 


= E 2 2 af2 
ee ae nV ee Ap ype. 


qui déterminent F et ¢. Le radical ¥(n? — f?)? + hp?f? est appelé Pumpe 
dance dans le langage électrotechnique. La solution complete de I’équation 
différentielle (83) s’obtiendrait en ajoutant & la vibration forcée la vibration 
libre amortie, mais celle ci diminue rapidement et n’a besoin généralement 
d’étre considérée qu’au départ et a larrét du mouvement, au moment ou se 
produit, par exemple, une charge ou une décharge oscillaloire clectrique. 

Sim est la masse du corps vibrant, le travail par unité de temps de la 
force périodique extéricure est 


mE cos ft i yes iy Epes 4 au oa ER ae ¥) , 
al 2 y(n? mas ye = Apefe 
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de sorle que la puissance d’entretien, dans une course suffisamment longue 
pour qu’on puisse négliger le terme périodique, est 
F2 2 f2 
m ef cos 9 eee Dh Kis 
2 V(n? — f?)? + App (n? — f?)? + Apf? 


Cette puissance est maximum, quand 9 = 0, c’est-a-dire n = f; on dit alors 
qu'il y a résonance entre la vibration forcée et la vibration libre, 

Quand le coefficient d’amortissement p dans (79) est plus grand que n, 
l’équation s’écrit, en posant p? — n? = q’, 


a? 3 
TB (se?') — q?se?' = 0 
et la solution est 
ser! — Aegt + Be-1 ou s = Ae(e—a)t 4 Be-(p+4)t, 


représentant un mouvement, dans lequel le point mobile se rapproche d’une 
fagon continue de sa position d’équilibre sans la dépasser jamais. Ainsi, 
lorsque s = a pour ¢ = 0, on trouve a un instant ultérieur / 


s=a a e—(p—g)t ss | Peel | enter), 
aq 


et s = 0, apres un temps t = co. Un tel mouvementest dit apériodique ; il a 
été particulicrement étudié par Pierre Curie (*). 


13. Le développement de Fourier. Le noyau du développement. 
Les fonctions orthogonales (7). — L’intérét que présente le mouvement 
harmonique dans la Physique, le sens lui-méme de la dénomination de ce 
mouvement peuvent étre mis en évidence dés maintenant par une étude plus 
approfondie de l’équation 

2 
(84) oe Hos ==10, 
sur laquelle reposent les considérations élémentaires que nous avons déye- 
loppées jusqu’a présent. 

Cette étude permet de présenter, sous une ferme particuli¢rement simple, 
un certain nombre de notions aujourd’hui essentielles dans tous les domaines 
de la Physique théorique, qui ont été primitivement introduites par Fourrer 


(1) P. Curm, — Equations réduites pour le calcul des mouvements amortis. La lu- 
miére électrique, 44, 1891, p. p. 201, 270, 307, 356; Ouvres publiées par la So- 
ciété de Physique, p. 158, Paris, 1908. 

(2?) Le mode d’exposition adopté dans ce paragraphe est identique & celui indiqué 
dans une note de E. et F. Cosserar, Sur les équations de la théorie de l’élasticité C, R. 


426. p. 1089, 12 avril 1898. 


Cuworson. — Traité de Physique Ei : 13 
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et Green, mais ‘se sont trouvées considérablement élargies par les travaux 
récents de E. Picanp et H, Porncaré, suivis des recherches fécondes de 
Frepuoim et Hirzerr sur les équations intégrales.. 

L’équation (84) est envisagée en Physique d’une tout autre manitre que 
dans ]a mécanique proprement dite. Dans cette derniére, on se pose le pro- 
bléme de déterminer s, "connaissant 4 un instant initial t, la position fet_la 
vitesse "du mobile; on cherche done & prédire, pour un instant ultérieur 
quelconque, cette position et cette vitesse. Dans la Physique s‘offre un autre 
point de vue, qui est évidemment suggéré par l’idée de vibration ; il s’agit de 
la détermination d’une solution de l’équation (84) par la valeur initiale et Ta 
valeur finale de s. 

Pour que cette seconde question se trouve bien posée, il faut d’abord 
chercher sous quelle condition la solution est unique. Soient deux solutions s et 
s, prenant la méme valeur finale; la différence s) — s, vérifiera aussi ’équa—, 
tion (84) mais s’annulera aux instants ¢, et t,. Dans quelle circonstance cette 
différence sera-t-elle identiquement nulle ? Envisageons, dans Vintervalle de 
temps donné, T’aclion ; 


"( ds\2 ) ds}"! tt eal2ss é P 
all (baa eal ah (a+ 
elle sera nulle en vertu de (84) et de la supposition que s est nul aux instants 
t, et 4, ; pour que s soit identiquement nal, il suffit que iA cat (6) 
Ce résultat conduit 4 regarder s, dans l’équation (84), comme une fonction 
de ¢ et de &, et a envisager un développement tel que le suivant : 


(85) See ied . a 


Il est facile de voir que ce développement salisfait 4 l’équation (84), si.S; est 
une fonction de ¢ s’annulant aux instants ¢, et /,, et k; un nombre tels que 


aS; 
dl? 


(86) + kS;= 0, 


et si S est d’autre part une solution de l’équation 
85 oe: =A) 
( 7) dt? * 
prenant aux instants t) et 4 les valeurs prescrites pour s et telle que 
(88) s=— va k:AjSi. 
. u 


Proposons-nous de déterminer effectivement les fonctions S; et les nombres 
k;. D’aprés le § 3, page 165, S; est de la forme 


S; = q; sin oe B,); 
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si on exprime que cette solution de I’équation (86) s'annule aux instants 4, et 
t,, on trouve, pour déterminer k;, équation 


sin Vk; (t, —%) =o, 


es Lar 
Vk; == t i 
oe <0 
i étant un nombre entier quelconque ; de 14 le nom de mouvements harmo- 
niques donnés aux mouvements représentés par Sj. 
Le calcul que nous venons d’indiquer est extrémement simple, mais il est 
Z Se Lae 5 . . 5 
tres intéressant de rattacher la détermination des fonctions S; et des nombres 
yi eee ae h ay ? : : 
k,& une méthode générale que nous allons exposer et qui est applicable, 
comme nous le verrons dans la suite, & tous les problémes analogues de la 
Physique. 
Nous allons d’abord introduire la notion de fonction de Green. Cette 
fonction, qui est due dans le cas actuel A Burxuarnr (!) et que nous dési- 
gnerons par G (ft, t), est une fonction de * ainsi définie 


G (1, +) — Kt — #) & —4,) 


ae, , pour t variant de é a t, 
0 


GG, ea — ) (t — 1,) 


, pour variant de / a ¢,. 
f, —— ty : 


Elle est finie et continue dans tout l’intervalle (/,, ¢,), méme pour 7 = ¢; 


her, = dG : : ; : 
sa dérivée premiere — est continue aussi, sauf pour + = #, ou elle possede 


dt 
deux valeurs distinctes, dont la différence est égale a — 1; elle satisfait al’é- 
‘ ie : PG ; hes . 
quation différentielle “ie = oetsannule aux deux limites de l’intervalle. 


On peut ajouter qu’elle est syméirique par rapport 4 ¢ et t et constamment 
positive a l’intérieur de l’interyalle. 

La force, qui modifie le mouvement d’un point, est quelquefois considérée 
comme une impulsion, dont les actions successives sont séparées par des inter- 
valles de temps insensibles et produisent chaque fois un saut infiniment petit 
de Ja vitesse; Laptace, dans son exposition des principes de la mécanique 
est notamment placé a ce point de vue (*). Dans le mouvement représenté 
en fonction de « par la fonction de Green, le point mobile prend un mouye- 
ment uniforme & partir d’une certaine position initiale correspondant a l’ins- 
tant f, et, pour qu’il revienne a la méme position a Vinstant t,, sans que son 
mouvement cesse d’étre uniforme, il subit une impulsion égale a — 1 a 
Vinstant ¢; la fonction de Green est donc l’expression analytique d’une im- 


(1) Borsuannr. — Sur jes fonctions de Greex relatives 8 un domained'une seuledi- 
mension, Bull. de la Soc math. de France. 22, page 71, 1894. 
(2?) P. S. Lartace. — Traité de Mécanique Céleste, Livre I, Chap. II. 
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pulsion égale & Punité. Il est dés lors intuitif que, si la loi d’accélération 


est 
¢ 


= S(; 


le mouvement, dans lequel s s'annule pour ¢t = 1, et pour t = ¢,, est donné 
par la formule 


(89) r=— | GG NsSOe. 


; , ; d , 
C’est ce que montre d’ailleurs le calcul suivant. Puisque ue fait un saut 


dt 


égal 4 1 pour t = , il faut écrire 


ds ‘dG dG 
na TIOe— | GIO e: 


2 . 
pour avoir oe il suffit alors d’expliquer la régle de différentiation sous le 
. e 1 . . . 2 
signe d’intégration, les limites étant variables, et de remarquer que qa On 


on trouve bien 


¢ 


n=l: 


Appliquons ce résultat aux fonctions S; qui satisfont 4 (86) et s’annulent 
aux extrémités de Vintervalle considéré; en assimilant pour un instant 
— kS; af (¢), nous aurons l’équation fonctionnelle 


t 
(go) Si (t) + k; {‘c (é,.t) S;(*) de = 0. 
t 


v7 0) 


Une telle équation ot Vinconnue est S; a été appelée par Hitserr (1904) 
une équation intégrale linéaire homogéne ; il a donné le nom de noyau de 
Péquation intégrale a la fonction de Green G (t, 7). On peut faire remonter 
cette notion d’équation intégrale jusqu’a Fourier (1811); mais elle parait 
n’avoir commencé a étre employée d’une maniére consciente que par ABEL 
(1823) et Liouvitre (1837). Les recherckes de Green ont été publiées 
en 1828.’ 

Nous verrons plus tard comment on résout une équation intégrale telle 
que (go), qui tient lieu a la fois d’une équation différentielle et des conditions 
aux limites. Comme nous avons trouvé directement, dans le probléme actuel, 
la solution de cette forme d’équation, nous nous bornerons ici 4 établir que, 
lorsque le noyau G est symétrique et continu, les solutions S; forment un 
systtme de fonctions orthogonales. De tels systemes se rencontrent constam- 
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ment dans la Physique. Pour nous limiter aux fonctions d’une seule variable, 
nous voyons qu’en ce moment nous avons affaire au systéme suivant 


ELCOSHGNE (COSM2V.. COSISL. s+. 


sing sin oe sin 3x . 


qui est orthogonal dans J’intervalle o < x < 2. Dans la suite, nous ren- 
contrerons les polynomes de Lecenpre. 


P(x), Pi(@), P, (x) ence 
gui sont orthogonaux dans l’intervalle — 1 << « < + 1. Nous aurons aussi, 
a fe 

2 2°) 


en désignant par J,(x) la fonction de Bessen 1 ..+, a parler 


des fonctions 


Jolarya), Jo(aaya)...., 


ou 4, %, ... sont les racines de l’équation transcendante J,(x) = 0, qui sont 
orthogonales dans l’intervalleo <a <1. 

Voici ce qu’on entend par orthogonalilé. Soient deux fonctions §;, 5; corres- 
pondant respectivement aux nombres ki, i; ; nous avons 


t 

Si) =k [ 'G¢ t) Si(<) dz, 
fo 
at 


1 
S,(!) =k, GE, =)S,(2) dz; 


J 
Lo 


multiplions la premiere de ces équations par kjS;(t), la seconde par k;S;(t) et 
intégrons de {, 4 ¢,, nous obtenons 


at 


ty an n 
bf, S,() S(t) dt = yh | Spat | G(t, t)S;(*)dz, 
bo tg ‘9 
ty ty ty 
lo lo ty 


Les fonctions G et S;, $8; étant continues dans lintervalle (), (,), on peut 
permuter les intégrations de droite, et on voit ainsi immédiatement que 


by 
(k; — Kf S,()S8,(t)dt = o. 
lo 
Puisque les nombres k;, k; sont, par hypothése, différents, on a donc 


t 
(91) I LSS oii dh au: 
lo 


On donne A cette relation le nom de relation d’orthogonalité et on dit que 
les fonctions §;, S;, lorsque h; kj, sont orthogonales. 
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Nous avons vu que la solution du problime étudié au début de ce para- 
graphe exige, d’aprés (88), le développement de la fonction S suivant les 
fonctions orthogonales S;. On est ainsi conduit & se proposer, plus générale- 
ment, de développer une fonction arbitraire f(t) en une série de la forme 


(92) S(t) a kA;8;. 


Une telle série s’appelle un développement de Fourier. Nous ne pourrions, 
sans sorlir du cadre de cet ouvrage, envisager cette question d’une maniere 
complete ('). Nous admettrons l’existence d’un tel développement, en suppo- 
sant que la série (92), aprés multiplication par une fonction continue quel- 
conque, peut étre intégrée terme & terme, et nous montrerons simplement 
comment on peut procéder A la détermination formelle des coefficients Aj. 
Multiplions (g2) par S; et intégrons terme a terme de {, a ¢,. Tous les termes 
de la série sauf un disparaissent, en raison de la relation d’orthogonalité (91), 
et nous obtenons 


ee t)d t 


(93) VW ees 
hy kS2(t dt 


Les formules usuelles pour la détermination des coefficients d’une série 
trigonométrique ou d’une série de polynomes de Lecrnpre ou de fonctions 
de Bessrt ne sont que des applications particuliéres de (g3). En multipliant 
les fonctions S; par des constantes convenables, on peut en effet donner au 
dénominateur telle valeur que l’on veut, par exemple la valeur 1. 

Un probleme beaucoup plus élémentaire (?) que celui du développement 
dont nous venons de parler est d’obtenir la meilleure représentation appro- 
chée, au sens de la méthode des moindres carrés (3° Partie, Chap. 1), d’une 
fonction f(t), au moyen d’un nombre fini de fonctions orthogonales §;. Soit 


F(t) — A,k,S, te AsksS, = eee + Atk Sp 
cette représentation approchée, qui doit rendre minimum I’intégrale 
* 6 — F(t)}? dt. 


Nous avons 


Se ok, POF (i yee F2(1) 


(*) Voir tout particuliérement le Trailé d’Analyse de E. Picanp, qui a constamment 
en vue les applications 4 la Physique. 
(?) Prarr, C, R., 44, p. 985, 1857. 
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mais, d’aprés la relation d’orthogonalité (91), 


ty ty 
f, 1 (2) at == ij (Ay? k,? Sy Tar ales + Ap? kee S,.”) dt ; 
0 t9 


par conséquent. 


od ie eS dea oa. | R2S%¢ 
ay Se ee t 19; a0-+ 2A; ff Fe HAC 
2 ic ft 


0 


En égalant & zéro la dérivée a , nous retrouvons la formule (93) ; d’ail- 
i 


oe 


oA? oAjoA; 


CHAPITRE V 


PROPAGATION DES VIBRATIONS 
PAR RAYONNEMENT 


61. Origine du rayonnement. — Nous avons appelé,a la page 32 
miliew isotrope, une substance remplissant une partie de l’espace et. possédant 
les mémes propriétés suivant toutes les directions. Imaginons que cette 
substance (qui peut étre aussi bien la matiére que |’éther) soit formée d'un 
trés grand nombre de petites parties, ou comme-on a l’habitude de le dire, 
de points matériels. A chacune:de ces particules correspond un point. déter- 
miné de:l’espace: qu'elle occupe, quand elle se trouve aw repos, c’est-a-dire: 
quand toutes les forces agissant sur elle se font équilibre. Supposons en outre 
que les particules agissent l’une sur l'autre de telle facon que si l'une d’elles 
A s'éloigne de sa position d’équilibre, les forces agissant sur les particules 
voisines cessent de se faire équilibre, et que par suite ces particules, se 
mettent en mouyement, en se déplagant du méme coté que la premitre 
s était déplacée. Il en résulte alors que les particules voisines de celles que 
nous venons de considérer commencent aussi 4 se. déplacer, puis celles qui 
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sont encore plus loin, etc. L’état de mouvement, en se transmettant pour 
ainsi dire d’un point a un autre, se propage & travers le milieu, de sorte que 
les particules de plus en plus éloignées de A se mettent en mouvement. Ad- 
mettons en outre que le caracttre du mouvement de toutes les particules soit 
le méme, 

Supposons que la particule A commence a effectuer un mouvement vibratoire 
harmonique, d’amplitude a et de période T, et que ce mouvement se trans 
mettant progressivement d'une particule a une autre, se propage toujours de 
plus en plus loin dans le milieu donné. Considérons les particules situées sur 
une certaine droite et qui commencent |’une aprés |’autre leurs mouvements 
oscillatoires harmoniques. Nous appellerons rayonnement un mouvement qui 
se propage ainsi suivant une telle série de particules, et rayon la droite le long 
de laquelle se propage le mouvement. Le terme rayonnement est encore em - 
plové dans le cas ou le mouvement qui se propage n’est pas un mouvement 
vibratoire harmonique, mais a un caractére plus compliqué, par exemple, 
dans le cas d’une vibration amortie ou d’un mouvement apériodique. La trans- 
mission des mouvements par rayonnement joue un réle trés important dans les 
phénoménes les plus divers : la propagation des ondes a la surface des li- 
quides, la propagation des vibrations transyersales dans les fils, la propagation 
du son dans Ies corps solides, liquides et gazeux, celle de la lumiere et enfin, 
dans le milieu éthéré. la propagation d’une espéce particulitre de mouve— 
ments, que l’on range parmi les phénoménes électriques, en raison de leur 
caractére et de certains signes extérieurs. 

Nous nous bornerons, pour I’instant, a l’examen du cas de la propagation 
des mouvements vibratoires harmoniques dans un milieu isotrope. 

La distance a laauelle se transmet l'état de mouvement, dans l’unité de 
temps, sert de mesure pour la vitesse de propagation des vibrations ou du 


2 : r Ba % 
rayonnement (vitesse du son, vitesse de la lumiére); nous la désignerons par 


la lettre v. Il ne faut pas confondre cette vitesse fictive, qui est un vecteur 
idenlique en tous les points et dans toutes les directions, pour un milieu iso- 
trope, avec la vitesse du mouvement des particules elles-mémes, dans leurs 
vibrations ; cette derniére varie sans cesse dans le cours du temps, pour chaque 
particule prise isolément, et différe en général, & tout instant donné, pour les 
diverses particules qui se trouvent le long d’un méme rayon. La vitesse de 
propagation v dépend des propriétés du milieu lui-méme ; elle differe en gé- 
néral, avec les milieux. Il faut distinguer deux ‘modes de propagation des vi- 
brations par rayonnement. Dans le premier, la direction des vibrations est 
perpendiculaire & celle de leur propagation, c’est-a-dire au rayon; on appelle: 
transversales ces vibrations. Dans le second, la direction des vibrations coin- 
cide avec celle du rayon; on dit alors que les vibrations sont longitadinales. 


2. Propagation des vibrations transversales,— Soit AB( fig. 69) une 
ligne droite, le long de laquelle se trouvaient disposées & l’origine les parti- 
cules, et le long de laquelle se propage le mouvement vibratoire. [a particule 
Aad’abord commencé & se mouvoir, puis, quelques instants plus tard, la 
particule voisine de droite, etc. Ona représenté, sur la figure 69, la disposi- 
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tion des particules a l’instant ¢= T : 4, Je temps étant compté a partir du 
début de la vibration de la particule A. A Vinstant {= 'l': 4, cette particule 
a atteint sa position extréme : les suivantes sont restées en arriére de A, car 
elles ont commencé leur 


mouvement plus tard ; les 
fléches indiquent la di- 
rection du mouvement de | i A : CG 
chacune d’elles. Toutes les 


particules 4 droite de B Fig. 69 Fig. 70 
se trouvent encore au repos. 

Sur la figure 62, ont été représentées la disposition des particules et la di- 
rection de leur mouvement & I’ins- 
tantt=T: 2; A a alors effectué 
une demi-vibration, B un quart de 


vibration, et le mouvement vibra- 
toire s’est propagé jusqu’en C. 

La figure 71 montre la disposition 
des particules et la direction de leur 


XY ” 3 . . . , . 
mouvement A l’instant {=~ T; & cet instant Aa alteint son élongation 


4 

maxima négative, B a effectué une demi-vibration, C un quart de vibration, 
et D est sur le point de commencer son mouvement. Enfin la figure 72 re- 
présente ce qui s'est passé au bout du temps T, compté & partir du début 
du mouvement de A. Cette particule a alors effectué une vibration complete et 
va commencer la seconde, C a effectué une demi-vibration et le mouvement 
lui-méme s’est propagé jusqu’a la particule E, qui est sur le point de com- 
mencer sa premictre vi- 
bration. Nous voyons 
que les points A et E 
sécartent simultané- 
ment de leur _posi- 
tion d’équilibre et que 
leurs vitesses ont la 
méme direction. II est évident que leurs mouvements resteront dans la 
suile complétement identiques et qu’ils se trouveront toujours dans les 
mémes phases. La distance AE s’appelle longueur d’onde; on a Vhabitude de 
la désigner par la lettre i. 

On appelle longueur d’onde (2) la distance des deux points les plus voisins d'un 
rayon, qui se trouvent dans des phases identiques ; l'un d’eux commence son mou- 
vement quand l'autre a déja effeclué une vibration complete. Pendant le temps 
T la vibration s’est propagée de A en E;; il en résulte cette nouvelle définition : 

La lengueur d'onde > est la distance 4 laquelle se propage le mouvement vibra- 
toire pendant la durée T d'une période, c’est-a-dire pendant qu’une particule 
effectue une vibration complete. 

On comprend facilement maintenant, comment continue a seffectuer 
la propagation des vibrations et quel est le mouvement des différentes parti- 


Fig. 72 
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cules pour ¢ > T. Sur la figure 73 par exemple, la ligne ondulée représente 
la. position des particules a Vinstant. t => T, sur la figure: 74. est représentée: 


é Se bes ‘ 5 = he Lh cee 
une partie du rayon, & l’instant ou la particule A a effectué (x as 5 vibra- 


tions, n étant un nombre enlier. Posons AE = EJ — JL = LN = NP =, 
nous voyons que deux particules quelconques, distantes l'une de Vautre d'un 
nombre entier de longueurs d’onde, ou d'un nombre pairde demi-longueurs d’ onde 


i 
| 2n | se trouvent dans des phases identiques, par exemple Ket L, J et P.Quelle 


“ . que soit la particule X, a 


acd D - 
B € < A partir de laquelle on par 


.& court, dans un sens ou 

Fig. 73 dans l'autre, sur le rayon, 
un nombre pair de demi-longueurs d’onde, on tombe toujours sur une , 
particule Y, qui se trouve dans laméme phase que X. 


: : d 
Au contraire, deux particules distantes l'une de l'autre de (2n + 1) Pi cest- 


a-dire dun nombre impatr de demi-longueurs d’onde, se trouvent dans des 
phases opposées, c’est-a-dire que leurs phases different d'un multiple impair de x, 


ou ce qui est la méme chose de x. Ces particules. passent simultanément. par leur. 
position d’équilibre, mais avec des vitesses directement opposées. On peut 
donner comme exemples A et C sur la fig. 70, B et D sur la jig- 71, & et. G 
% 
sur la fig. 73, A et K e ut Grst.P (2 r), etc., sur la fig. 74. 

Les grandeurs }, v et T sont évidemment liées par la formule 


(1) A=—vfF, 


qui exprime que, pendant le temps T, le mouvement se propage sur la lon- 
gueur X avec la vitesse constante v. La formule (1) montre que la longueur 
d’onde est d’autant plus pelite que les vibralions sont plus fréquentes et qu elles 
se propagent' plus lentement, Elle dépend done de la nature des vibrations et des 
propriélés du milieu. Si l’on désigne par N le nombre des: vibrations effectuées 
par chaque particule pendant l’unrté de temps, on a 


(2) NF = 1 
et la formule (1) donne 
(3): y = NA. 


La premitre particule effectue N vibrations dans Iunité de temps ; pendant 
ce temps, la vibration se propage & N Jongueurs d’onde et, d’aprés Ia _défini- 
tion, & la distance v. 
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Le nombre N est identique a la fréquence, que nous avons désignée par f 


dans le Chap. IV, § 4, 


3. Equation du rayon. — Admettons que du poids A (fig. 75) émanent 
des vibrations transversales d’amplitude a et de période T, suivant la direc- 
tion AB ; soit 4 la longueur d’onde. Convenons de compler le temps t a partir 
de Vinstant ow le point A a commencé son mouvement vibraloire. Une particule M, 
qui se trouve a la distance AM = a de A, occupe a l’instant / une certaine 
position M’ ; soit MM’ = y. La grandeur y est, pour une valeur de x donnée, 
une fonction du temps /; pour une valeur donnée du temps ¢, elle differe 
avec les points, c’est-a-dire qu’elle est aussi une fonction de 2. D’une ma- 


niére générale, on a donc y — f(z, t); 


cherchons la forme de cette fonction. Dé- 
signons par 7 le temps pendant lequel la : 
vibration s’est propagée de A en M ; le Am B 


point M a commencé a se mouvoir au bout 
du temps + aprés A, el par conséquent si 
A se meut depuis un temps /, M ne se meut que depuis un temps ¢ — +. 
En vertu de la formule (4) de la page 160, nous avons 


Fig. 75 


ee Gis 2 — in ax (— 7) 
=> rnc 7 =" 4p qv sie 


Les temps = et ’ sont entre eux, comme les distances auxquelles s’est 

propagé pendant ces temps le mouvement vibratoire, c’est-a-dire comme le 
; 4 : ; % x 

chemin x est a la longueur d’onde 4. La proportion 7, = x donne pour 


expression de y 
: t x 
(4) y =a sin at (> = x) 


Cette formule s’appelle ’équation du rayon ; elle donne l'écart @un point M 
quelconque du rayon 4 partir de sa position d’équilibre, en fonction de sa distance x 
@ un certain point origine A, et du temps t compté a partir de Vinstant ou a com- 
mencé le mouvement de ce point A. Si l’on introduit les notations 


t aa a a 
on peut écrire léquation -du rayon sous les formes suivantes : 
(6) y =asin 0 
(7) y =a sin (2 : a B 
(8) y =a sin an (> — m): 


Nous appellerons la grandeur m = . la longueur optique du rayon ; c’est un 
‘ 
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‘ 


nombre qui indique combien de fois la longueur d’onde }, est contenue dans 
la longueur géométrique de Ja portion de rayon considérée. 

On a mis en regard dans le tableau suivant, dont la trés grande utilité sera 
reconnue plus tard, les changements correspondants des prundeuts “iB eieat 
et 0 et de l’équation du rayon; il est évident que A8 — — Ad, si At =o. 
Les changements Az, At du tableau (g) sont indépendants ; ils sont corr respon 
danls, en ce sens que, appliqués sépar¢ment, ils donnent le méme AO. 


Ag Ag Am Al Ad Equation du rayon 


(0) fe) fe) Oo fe) y¥ =asin 8 
n = I 4h z Paps 
= = a aaa 's od 
4 2 4 4 2 ¢ 
ik I A ; 
(9) ™ —— re Vv == —— desinne 
2 2 2 “ 
3, oye oH OL Si ’ 
=> — - ——- — — y =acos 8 
4 ‘ 4 4 2 
d DY I ee ac y =asin 6 


Des variations des grandeurs x, 8 et m, respectivement égales a), 27 et 1, 
n’entrainent aucun changement de l’expression y = f(a, t). La méme dias 
a lieu pour des variations des grandeurs «, 8 et m respectivement égales & 
+n), + anz et +n, n étant un nombre entier. Il en résulte que si l’on 

d a A Shan h 
donne A Az les valeurs + — et — -, ; et : et — ces valeurs mo- 
2 2. by pl alt 4 
difient de la méme maniére |’équation du rayon. 

Il résulte de ce qui vient d’étre dit, que l’on peut imaginer le point initial A 
déplacé dans un sens ou dans l|’autre d’un nombre entier de longueurs 
d’onde, sans que l’expression de la grandeur y en soit changée. Il s’enguit 
donc encore que l’on peut loujours rapprocher le point initial A d'un point quel- 
conque donné OQ du rayon jusqu’d une distance moindre que la longueur d’onde 4 
et méme, — si A peut se trouver indifféremment d'un célé ou de Vautre de 0, — 


jusqwa une distance inférieure a 5: Enfin le point initial A peut étre aussi 


déplacé d’une longueur quelconque, ne renfermant pas un nombre entier de 
longueurs d’onde, pourvu que la grandeur x de Ja formule (4) regoive un 
changement correspondant ou que, dans les cas particuliers, la forme de 
’équation soit modifice conformément au tableau (9). 
* 

4. Propagation des vibrations longitudinales. —- Nous avons appelé 
longitudinales les vibrations qui s’eflectuent dans Ja direction suivant laquelle 
elles se propagent, c’est-a-dire dans la direction du rayon méme. Dans les 
vibrations longitudinales, les particules distribuées au début uniformément, 
suivant une ligne droite, restent constamment sur celle droite ; seul le carac- 
tére de leur distribution change ; elle cesse d’étre uniforme. 

Dans l’établissement de la formule ‘4) page 203, la direction des vibra- 
tions n’a joué aucun role, l’équation du rayon (4) s'applique done ég galement 
aux vibrations longitudinales. 
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Quand nous avons considéré les vibrations transversales, nous avons pu, 
pour chaque instant donné, tracer une courbe (fig. 69 & 74) passant par 
toutes les particules vibrantes et représentant d’une maniére claire la loi de 
leur distribution, en méme temps que l’écart de chacune a partir de sa posi- 
tion de repos. On ne peut rien faire de semblable pour les vibrations longitu- 
dinales : les particules restent sur la droite, sur laquelle elles étaient au début. 

Le professeur Tu. Pernouscuewsky a imaginé une représentation graphique 
qui indique avec clarté les modifications successives de la distribution des 
particules, dans les vibrations longitudinales ; elle est reproduite dans la 
figure 76. Les particules sont indiquées par des points. Sur les lignes hori- 

LD Si eh I I a Sa: ee SC ie © 


I 
Il II 
Ie il 
Iv IV 
Vv Vv 
VI VI 
VIL | VII 
VIII VIII 
Ix to IX 
% i X 
XI XJ 
XI xn 
a0 te > Gee LS 
XIV XIV 
XV + ++ = XV 
XVI XVI 
XVIL XVII 
XVUI tH XVIII 
XIX T XIX 
XXI XXI 
XXII “th XXII 
XXIII XXI 
XXIV XXIV, 
XXV XXV. 


[emcees 5) Gl€lCU7lCUCSCUC CC) 12:18 «14 15 16 1t18, 
Fig 76 
zontales numérotées de [a XIII en chiffres romains on peut voir la distribu- 
tion des particules apres des intervalles de temps égaux 4 T : 12. Chacune 
des lignes verticales, numérotées de 1 & 13 en chiflres arabes, correspond a la 
position d’équilibre d’une des 13 particules. 
Ligne I (¢ = O) : toutes les particules sont au repos. 


Ligne II (1 = x) : la particule 1 s’est déplacée, toutes les autres restent 


au repos. 
- : 2T : ; : 
Ligne II (« = =) : la particule 1 s’est avancée vers la droite ; 2 a com- 


mencé a se déplacer. 
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aT 


Ligne IV (i = = ; I aatteint son élongation extréme, 2 s’est encore 


\ 


awancée vers la droite, 3a commencé a se déplacer. 
Ligne V wal i 1 tee : i 
1gne a ral poe revient en arriere, 2 est a son élongation extréme, 


3 est encore allée loin, 4 a: commencé i se déplacer. 


_ 5T 
Ligne VI i = a) 3 a atteint sa position extréme, 5 a commencé A se 
déplacer. 
oT : Meee ; : - 
Ligne VII =) : ta effecbtué une demi-vibration, 4 a attemt sa posi- 
tion extréme, 7 va se déplacer. Il est clair que la distance 1 — 7 est égale a 


une demi-longueur d’onde et que les particules 1 el 7 s’écartant simultané - 
ment, mais dans des directions opposées, de leur position d’équilibre, se 
trouveront constamment dans des phases opposées. Ainsi, par exemple, 4 la, 
ligne X les particules 1 et 7 ont atlteint leurs positions extrémes, l'une & 
gauche, l’autre a droite. La ligne XIII correspond & l’instant == T ou 1 a 
effectué une vibration compléte, 7 une demi-vibration et ou 13 va seulement 
se déplacer. La distance 1 — 13 est égale 4 la longueur d’onde } et les parti- 
cules 7 et 13 se trouvent constamment dans des phases opposées. 

La ligne XIV montre la distribution des 18 premiéres particules 4 l’instant 


mip == = T, n étant un nombre entier supérieur 4 un. Pour les particules 


1 — 14, la ligne XIV peut étre considérée simplement comme la suite des 
lignes précédentes ; mais les particules 15 — 18 dans les lignes XIV a XXV 


continuent en quelque sorte des mouvements déja commencés auparavant. 
Des points distants l'un de l’autre de 3 ont une différence de phase égale 


Az; ils atteignent simultanément leur écartement maximum (égal a V’am- 
plitude a) & partir de la position d’équilibre, mais dans des directions oppo- 
sées. Ce fait se produit Ades intervalles de temps égaux aT: 2, les deux 


: : ; : Pe 
points considérés se trouvant alors allernativement aux distances = + 2a et 


4 


ee Lr de sorte que leur distance varie de 4a. Quand cette distance est in- 


férieure de 2a A la distance normale, les distances des particules intermé- 
diaires doivent ¢tre également plus petites que pour les positions normales 
(ligne J), c’est-a-dire qu’entre les deux particules considérées doit se produite 
une condensation; quand au contraire leur distance est supérieure de 2aa la dis- 
tance normale, il se produit entre elles une dilatation. Si A, B et C sont trois 
particules, dont la distance normale est AB = BC = ) : 2, 4 une condensa-— 
tion entre A et B, a un instant donné, doit correspondre une dilatation 
entre B et C. Apres un intervalle de temps égal aT: 2, nous auroms, au 
contraire, une dilation entre A et B et une RoeteneaLOn entre B et C. Nous 
avons, par exemple, sur la figure 76, dans la ligne X, une dilatation entre les 


: : I 6 
t ] re 4 he r i ée par une 
particules 1 et 7, qui, aprés le temps x T = T, est remplacé pa 
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condensation, comme cela se voit sur la ligne X VI, ot nous avons en outre a 
cété une dilatation entre les particules 7 et 13. Aprés un nouvel intervalle de 
temps T: 2, nous voyons au contraire sur la ligne XXII une dilatation entre 
1 et 7 et une condensation entre 7 et 13. Sur les lignes XVI, XVIIT, XX 
et XXII, les condensations sont indiquées par une série de traits paralléles. 
Les intervalles entre deux condensations correspondent a des dilatations. La 
figure montre clairement que les condensations et les dilalations se déplacent 
dans le sens de la propagation des vibrations, et ce déplacement se fait évidem- 
ment avec la méme vitesse que la propagation du mouvement vibratoire 
lui-méme. 

La longueur d’onde > est égale a la distance entre les centres de deux condensa- 
tions ou de deux dilatations voisines. 

Dans la figure 77 les points (non marqués par des lettres) désignent des 
particules distantes de 4 : 2. Le mouvement vibratoire se propage de P vers 

—> A <—— 32 —»+ B << b — C + 
| eS SSL a ee 


Bees inet eg Ae | Og: By —— & — > ©, 
Fig. 77 


Q. A un certain instant les mouvyements des particules ont les directions in- 
diquées par les fléches supérieures. I] y a alors condensation en A, B, @......, 
dilatation en a, b,...... Aprés un intervalle égal 4 T: 2 les particules se dé- 
placent dans des directions opposées, indiquées par les fléches inférieures ; les 
condensations A, B et C sont alors passées en A,, B, et ‘C, et les dilatations a 
et ben a, et b,; en a, s'est formée une nouvelle dilatation venant de la 
gauche, si P n’est pas l’origine du rayon. 


5. Equation d'un rayon quia traversé une série de milieux. — 
L’équation du rayon (4), page 203, peut étre généralisée pour le cas ou le 
rayon traverse successivement une série de milieux, dams lesquels il me se 
propage pas avec la méme vitesse, de 


sorte que si la période T est la méme I ant TT IV 
pour tous les milieux, la longueur d’onde ye 7 iG he M’ 
différe avec les milieux. Supposons que a B 6 D E 
le mouvement vibratoire ait commencé zs Xe 2g X4 

au point A (fig. 78) et traverse suc- ty tp 3 4 
cessivement les milieux I, II, III, etc. | 

Désignons par.2,, 2, X3....... les lon- Fig. 78 

gueurs des portions du rayon qui se trouvent dans ces milieux, par 
i, Ae, Az, «..-., les longueurs d’onde et enfin Part, Te, Ty, ..0.., les temps 


nécessaires 4 la propagation du rayon dans les milieux successifs ; c’est-a-dire 

pour passer de A en B, de Ben GC, de Gen D, etc. Nous avons ici, comme 

= ne Nous comptons 
i 

le temps ¢, comme précédemment, a partir de l’instant ot le point A com- 

mence ses vibrations ; le déplacement y = MM’ de la particule M durant le 


dans l’établissement de la formule (4) a la page 203, 
. J 
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temps ¢ est déterminé aussi bien pour les vibrations longitudinales que pour 
les transversales, par la formule générale (4) de la page 160, dans laquelle 
cependantil faut remplacer / par £ — 3t;, car la particule M a commencé ses 
vibrations avec un retard sur A, égal au temps Et; employé parle mouvement 
vibratoire pour se propager de A en M. On a donc 


, t— rn; : fi eee } 
yY = a451In 2% —_, =a 8M 2k | m — zp I 


T T T 


La proportion indiquée ci-dessus nous donne la formule généralisée cher- 
chée du rayon, 


: t x; : t xy Ly Xs ) 
1 Ke) ==) S00 ax(p— 25) asin an (i z cacticenls 
( ) Jy I ) [ Mo X53 
Si l’on appelle longueur optique du rayon le nombre des ondes qui se , 
trouvent dans la portion du rayon de longueur égalea a, + 22 —+- 3 + -seeee 
et si on la désigne par m, l’équation du rayon (10) prend la forme 


(10, @) y¥=asin 26 Gi — m) 


identique A (8). 

. On peut encore donner une autre forme a V’équation (10). Soient A la 
longueur d’onde et v la vitesse dans un milieu déterminé, qui peut étre un 
des milieux traversés par le rayon ou un autre milieu quelconque. D’aprés 
la formule (1) de la page 202, nous avons A= vT, et par conséquent on peut 
écrire (10) sous la forme 


y —a sin ~- AD) I eh bh a To XL; eseeeie . ' 
: d Ay AG 


Si l’on introduit maintenant la grandeur 


A 

1O b Gp = — 7 
(10, b) ras 
on obtient I’équation du rayon sous la forme 

. oT 
(to, ¢) y =asin = (vl — a). 
: * 
Nous avons supposé jusqu’ici que l’amplitude a était la méme en tous les 


points du rayon. Mais il se peut que l’amplitude diminue quand x croit. Le 
cas ou I’équation du rayon peut étre écrite sous la forme 


: t x 
(10, d) y = ae sin a7 (in — 5), 
p étant une constante, a une «mportance particuliére. C’est le cas dans lequel 
le rayon, ou plus exactement son énergie cinétique, est absorbée peu a peu 
pendant la propagation. 
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Un autre cas important est celui ou l’amplitude a bien & chaque instant 
donné la méme valeur en tous les points du rayon, mais ot elle décroit sui- 
vant la loi des vibrations amorties (Chap. IV, § 42) quant le temps croit. 

Conformément a la formule (67) de la page 187, nous obtenons dans ce 
cas l’équation d’un rayon amorti sous la forme 


= ° t 4 
Tae t ee . 
(10, e) y = ae P* sin 27 (F 4 


6. Interférence de rayons dont les vibrations se propagent dans 
la méme direction. — On appelle interférence, dans le sens le plus large 
du mot, le phénoméne qui se passe quand deux mouvements vibratoires par- 
viennent en un méme point M ou, en d’autres termes, quand deux rayons 
passent par M. Nous admettrons que les périodes des deux vibrations sont 
égales. Deux rayons de ce genre interférent au point M ; le résultat de l’inter- 
férence est un mouvement de la particule qui se trouve en M, mouvement 
qui differe en général de celui qu’elle prendrait, si l’un ou l’autre des rayons 
interférents parvenait seul au point M. 

Pour résoudre le probleme de linterférence, nous partirons du principe 
que Von appelle principe de la composition des petils déplacements ; en vertu 
de ce principe la distance réelle M,M du point M & sa position d’équilibre M,, 
4 un instant donné, est déterminée en grandeur et en direction par la diago- 
nale du parallélogramme construit sur les deux déplacements M)M, et M,Mp, 
que le point considéré aurait éprouvés 4 ce méme instant, si la premiére 
vibration ou la seconde était seule arrivée jusqu’a lui. En d’autres termes, 
nous obtenons le mouvement cherché du point M en ajoutant les deux mou- 
vements vibratoires qui l’ont alteint, comme on l’a indiqué en détail aux 
§§ 4 et 7 du chapilre tv de cette 2° partie (pages 167 et 174). 

Nous verrons plus tard qu’il existe dans la nature toute une série de cas ou 
un rayon change de direction (réflexion, ré- 
fraction) et ou l’amplitude change aussi en 
général. Sans chercher 4 approfondir les 4 


ety gp 


causes d'un tel phénoméne, supposons que 
les vibrations partant d’un certain point A x aM 
(fig. 79) dans deux directions différentes 
soient arrivées en un méme point M, ou 
se produit l’interférence de deux rayons. 


D 
Fig 79 


Désignons par 2, la longueur du chemin ABCM, par «, celle du chemin 


ADM. Nous appellerons la différence 
(11) 6 == Wy —- ay 


la différence de marche des rayons interférents. Désignons les amplitudes par 
a et b et supposons que les vibrations aient dans les deux rayons une meme di- 
rection. Les déplacements y, et y, que le point M aurait subis, si le rayon 


Cuworson, — Traité de Physique I,. i 1h 
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ABCM seul ou le rayon ADM seul étaient parvenus jusqu’a lui, somt déter— 
minés par les équations (Voir (4), page 203): 


ts 


yi asin an (»—- 5) et ya = bein ax (7 — 54); 


En comparant ces équations avec (21) et (22), pages 167, 168, et en; se 
servant de la formule (28) de la page 169, on vort que le résultat de I’nter- 
férence des vibrations est un mouvement vibratoire harmonique du point M, 
d’amplitude A, et l’on a 


(42) A? — qa? + lL? + 2ab cos ane, 


5 


TF ah ia A wor a r E 
% étant la différence de marche des rayons. La quantité 27 ; représente donc 


ila différence de phase des vibrations interférentes et joue ici le réle de la 
‘quantité 8, — 8, dans (28), page 169. L’énergie J des vibrations. du point M 
s’exprime en fonction des énergies 1, et i, des vibrations des deux. rayons par 
la formule [comparer (29), page 170] : 


>I o2 


(23) f= +S 2 V ints COS 2T 


La grandeur 6 a des valeurs différentes aux différents points de l’espace ; 


d 6 : 
par suite, le facteur cos 2x ; prend toutes les valeurs possibles de — 14 


+ 1. Dans.une région de espace, dont les dimensions sont trés grandes: par 
rapport a la longueur d’onde }, nous rencontrons, pour ce facteur, autant de 
valeurs positives que de valeurs négatives, qui sont égales en valeur absolue. 
Tl est clair, par conséquent, que dans. cette partie de l’espace la valeur 
moyenne J,, de l’énergie des vibrations est 


(14) Tin — ly = ie in. 


L’énergie moyenne est égale 4 la somme des énergies des vibrations inter- 
{érentes. Ceci confirme la loi de la conservation de l’énergie dans les phénoménes 
d'interférence, ou ne se produit qu’un simple changement dans la répartition 
de l’énergie, sans variation de sa provision totale. K 

Si les rayons ont traversé différents milieux, il faut écrire leurs équations 
sous Ja forme : 

Via sin az (a —m) et y, =O sin az (4 — ma) 
\ 

Soit m = m, — m, la différence des longueurs optiques des deux rayons ; 
ce nombre est égal a la différence des nombres d’ondes contenues dans chacun 
des rayons. Nous aurons alors 


(4, a) A? = a? + b? + 2ab cos 2 mn. 
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] 
| A= a0cos= j= a0 en mar 


o2 


(15) 


2 


. : Sie eG) p 
] J = 4i cos? x r= hi cos? mn, 


; r : . 
a. La différence de marche 6 = an z est égale a un nombre pair de demi- 


longueurs donde; m = n (nombre entier). 


(16) A=a+b; J = (Vi, + Vi.) 


ie d 
Si¢ = 2n>;m—=neta= 6, on a alors 


apt x } : Mie: 
3. La différence de marche 6 = (2n + 1) = est égale dun nombre unpar 


“oN I 
de demi-longueurs d’onde ; m =n + ot 


(18) A=a—b; F= (vi, — Vin)” 
oh ’ Xs | 1 
Sié=(an+1)>, m=n-+ >eta—b, on a alors 


{19) eee Oy 


Deuz rayons inter férents donnent une amplitude maxima, quand leur différence 
de marche 6 est égale a un nombre pair de demi-longueurs d’onde (ou quand leur 
différence de marche optique m est égale a un nombre entier); ils donnent une 
amplitude minima, quand 6 est égale a un nombre impair de demi-lonqueurs 
Wonde (ou quand m est égale a la moitié d'un nombre impair). Deux rayons 
interférents se détruisent, quand 6 est égale @ un nombre impar de demi-lonqueurs 
donde (ou quand m est égale a la moitié d’un nombre impair) et qu’en méine 
temps les amplitudes des rayons sont égales. 

Quand les amplitudes sont égales, l’énergie oscille entre 4i et 0; sa valeur 
moyenne est égale 4 21, voir formule (14). 

Il arrive parfois que deux vibrations émanant d’un point A (fig. 80) et 
parvenant par des chemins différents ABP et ACP a un méme point P, se 
propagent ensuite dans la méme direction PQ. Dans ce cas la dillérence de 
marche 6 a la méme valeur en tous les points P, de la droite PQ, car 
6 = ABPP, — ACPP, = ABP — ACP. Par conséquent le résultat de 
Vinterférence sera le méme pour tous les points de la droite PQ. Si 


== 2n i le long de PQ se propage une vibration avec amplitude el 


. : p . dei he 7 ay ° ae 
énergie maxima, Si 6 = (2n + 1) is l'amplitude et l’énergie sont minima ; 


212 MECANIQUE. ——- CHAP. V 


si de plus les amplitudes a et b sont égales, le rayon PQ newiste pas, voir 
formule (19). 

Nous avons admis jusqu’ici que les deux vibrations qui se rencontraient 
en un point, émanaient d’un méme point A (fig. 7y et 80). Il peut cepen- 
dant arriver que les vibrations interférentes proviennent de points différents: 
A et A, (fig. 81). Pour calculer l’amplitude de la vibration au point P, nous 
pouvons nous servir de la formule (12) de la page 210, ol 6 =, — a, 


Rieter = de 


Fig. 80 Fig. 81 


mais seulement dans le cas ou les points A et A, se trouvent dans des phases 
identiques. Si A et A, se trouvent au contraire dans des phases différentes, il 
faut rechercher d’un coété ou de l’autre de l’un d’eux, par exemple de A,, un 
point B qui se trouve dans la méme phase que I’autre point (A dans le cas. __ 
donné). C’est & partir de ce point B qu'il faut compter la distance x,, qui 
entre dans l’expression de la diflérence de marche 6 = x, — @,. 

Le phénoméne d’interférence considéré dans ce paragraphe se rapporle- 
aussi bien aux vibrations transversales qu’aux vibrations longitudinales. 


7. Interférence de rayons dont les vibrations sont dans des. 
plans perpendiculaires. — Ce cas ne se rapporte qu’aux vibrations trans- 
versales. Supposons que le long de PQ (fig. 82) se propagent deux vibrations 
d’amplitudes a et b et de méme période T ; la premitre vibration est située- 
dans un plan passant par PQ et l’axe Ox (perpendiculaire au plan de la. 
figure), la seconde dans un plan passant par PQ et l’axe Oy. Soit 6 la diffé- 
rence de marche des deux rayons; la différence de phase des deux vibrations- 
sera par suite, tout le long du rayon, » = a7 -: La présence de ces deux. 


vibrations peut étre due a dif— 


‘ férentes causes; ou bien, & 

B_ x, © b pee partir d’un point A, se propa— 

eee. ee eo —»@q gent dans des directions dif- 
Mie en e férentes A,BCP et A,P (cette- 
Xo derniére ligne pouvant d’ail-. 

Fig. 82 leurs ne pas étre une ligne: 


droite) deux vibrations, qui & 
partir de P continuent dans la méme direction PQ (6 = x, — x, = A, BCP’ 
— A,P); ou bien, & partir de deux points A; et A, qui se trouvent dans des. 
phases identiques, se propagent suivant la méme direction A,A,PQ (6 =A,A,) 
deux vibrations; ou enfin, a partir d’un point A, se propagent suivant.la 
méme direction A,PQ deux vibrations perpendiculaires, mais ces vibrations- 
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pour certaines raisons (qui se rencontrent effectivement dans la nature) pos- 
sédent le long de A,P des vitesses différentes et par suite aussi des longueurs 
-d’onde inégales. I] en résulle que les vibrations auront déja au point P une 
-certaine différence de phase » (il ne peut étre question dans ce cas d’une diffé- 
rence de marche), qui sera la méme pour tous les points de la droite PQ, sila 
vitesse de propagation des deux vibrations le long de cette droite est la méme, 

En tous les points de Ja droite PQ les particules doivent effectuer simulta- 
mément deux*vibrations perpendiculaires d’amplitudes a et b et ayant une 


différence de phase ¢ = ans (si 6 existe). Le §'7 du chapitre IV, page 174, a 


été consacré & la composition de deux vibrations de ce genre. La formule (51), 
page 179, nous monire que toutes Jes particules du rayon PQ doivent se mou- 
voir suivant des ellipses. Les inégalités (52), page 176, montrent que pour un 
observateur placé en Q, le mouvement des particules paraitra s’effectuer en 
sens inverse de la rotation des aiguilles d’une montre, si 


A 
(20) o<e<r ou Oreos 
dans le sens de celte rotation, si 
(21) Te OO ou ot ee 


On obtient un mouvement circulaire en sens inverse de la rolation des aiguilles 
d’une montre quand ona 


sla 
) 
-] 
oO? 
| 
it 


(22) a=b et o—— 


On obtient un mouvement circulaire dans le sens de la rotation des aiguilles 


dune monire, quand on a 


(23) a=—b et ¢= > ou B= 9), 


Sie =nrousc=—n é, le long de PQ se propage un simple mouvement 


vibratoire elliptique d’amplitude (/a? + 62 (voir les cas particuliers 1 et 2, 
page 175); la direction positive des vibrations forme avec Ox (amplitude a) 
un angle aigu quand n est pair et un angle obtus quand nest impair. 

Les particules accomplissent, comme nous |’avons vu, dans le cas général, 
des mouvements, suivant des ellipses égales et diposées de la méme fagon 
(car @ est partout le méme), dans des plans perpendiculaires 4 PQ. Il en 
résulte que les particules se meuvent sur la surface d'un cylindre elliptique, dont 
Vaxe est la droite PQ. Mais comme elles se mettent en mouvement l’une 
-aprés l’autre, il est clair qu’& tout instant donné, elles sont disposées suivant 
‘une certaine ligne en forme d’hélice, qui pour a = b devient une hélice ordi- 
naire sur la surface d’un cylindre circulaire. Pour un observateur placé en Q, 
la ligne hélicoidale qui se dirige vers lui parait s’enrouler autour du cylindre 
dans le sens de la rotation des aiguilles d’une montre ou dans le sens inverse, 
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suivant que les particules se meuvent respectivement en sens inverse ou dans 
le sens de cette rotation. 


_8. Interférence de vibrations qui se propagent dans des direc- 
tions opposées. Ondes stationnaires. — Supposons que le long d’une 
droite MN (fig. 83) se propagent deux mouvements vibratoires harmoniques 
de méme période, dans des directions opposées ; la vibration I d’amplitude a 
de gauche & droite et la vibration II d’amplitude b de droite a gauche. Admet- 


» tons que les deux vibr ations se propagent 
1 3 U sans obstacle dans ces directions opposées. 
M i errs On demande quels mouvements accom— 
2 pliront les points situés sur MN. Prenons 

Fig 83 


un certain point P et supposons que les 
deux vibrations considérées ont en ce point une différence de phase 8 (phase IL 
moins phase [). 

Si l’on se déplace de la distance x jusqu’au point P’ dans la direction de N, 
la différence de phase en ce point sera changée; soit 8’ sa valeur. La phase de 


la vibration II en P’ est supérieure de la quantité ax celle en P, et la phase 


de la vibration I en P’ est moindre que celle en P, de la méme quantité ax —. 


Il enZrésulte que 
(24) g/ — 6 = hn 


La différence de phase des deux vibrations varie deux fois plus vile dans le 
passage d’un point dun autre, que la phase de chacune des deux vibrations. 

Considérons d’abord le cas de vibrations transversales dans un méme plan. 
La différence de hase 8 des deux vibrations est une grandeur constante pour 
tout point donné, car les vibrations ont la méme période. Les points de la 
droite MN accomplissent donc des mouvements vibratoires harmoniques dont 
Vamplitude A varie de a— baa- b, voir (31) et (33). page 170. Afin de 
représenter plus clairement la distribu- 
tion des vibrations le long de MN, choi- a <a 
sissons jun point O (fig. 84) pour le- 


quel la différence de phase pO) La vil- M ns be M N 
bration a alors son amplitude maxima aoe 

. . ac, f 
A —a + b.Au point M qui se trouve aR 


Avune distance x deO, la diflérence des phases 8 = 47 ~. Nous avons vw 


A 
(page 170) que A—=a-+ b quand $B = onz ou quand x —n : == ON ts 
Cest-a-dire 
i 3 
(35) A=-a-+ 6, poure =o, >,+i,+ = 4, =£ a), sce 
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Nous avons le minimum d’amplitude, pour la différence de phase 


‘ is F 
8 = (an + 1) z, ou pour x = (an + 1) he c’est-a-dire 


(26) A=a—6, pure =+ 7,= 92,4?) ete... 


Il se forme donc le long de MN une vibration, dont lamplitade varie périodi— 
quement entre a + b et a — b. 

Les points d’amplitude maxima s’appellent des ventres, les points d’amiplitude 
minima s’appellent des neuds. La distance de deux ventres ou de deux neuds 


re AD : : es d 
voisins est égale a oe la distance d’un ventre au ned le plus voisin est égale a re 


L’ensemble d'un ventre et d’un neud s’appelle une onde stalionnavre. 

Si a = b, lamplitude aux ventres est égale 4 2a; aux neuds elle est nulle, 
c’est-a-dire que les particules qui se trouvent aux neuds sont dans un repos 
complet. 

Les deux lignes ABCDEF et abcdef ( fig. 85) nous montrent entre quelles. 
Inites les particules accomplissent leurs vibrations ; les ventres et les nceuds 


[Fig. 85] 


sont désignés respectivement par les lettres n et y. Dans la figure 86 on a re= 

présenté les mémes limites pour le cas de a = b; aux ventres (n;) l’amplitude 

des vibrations est égale 4 2a; aux neeuds (¥;) les particules sont immobiles. 
Occupons-nous maintenant de la question importante des phases, dans. 


Fig. 86 


lesquelles se trouvent 4 un instant donné les particules, dont les vibrations- 
forment une onde stationnaire, et notamment du cas a — b. Considérons le: 
ventre n, (fig. 86) ; la différence de phase des deux vibrations données est ict 
égale a zéro; la phase cherchée est donc égale a la phase commune des vibra- 
tions composanies. Considérons l’instant ou toutes ces phases sont nulles, 
c’est-a-dire ou la particule P placée au centre du ventre se trouve sur la 
droite MN. Si nous nous éloignons de ce centre d’une-quamtité quelconque -,. 
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la phase de l'une des vibrations composantes augmente de az 5 > comme nous 


lavons vu, et la phase de l’autre diminue d’autant; aux vibrations compo- 
santes correspondent donc des déplacements identiques, mais en sens con- 
traires. Il en résulte qu’une particule, située & une distance quelconque « du 
ventre, se trouve a l’instant considéré sur la droite MN. 

Toutes les particules passent simultanément par leur position d’équilibre, et par 
consequent, alteignent aussi simultanément leur dislance exlréme & partir de tes 
positions. 

Cependant les particules qui appartiennent a deux ventres voisins se trouvent 
toujours dans des phases opposées, car si P se déplace de P vers G, les vibra- 

‘tions données étant dirigées de P vers C a cet instant, Q se déplace au méme 
instant de Q vers D; comme PQ = = les vibrations se trouvent en P et Q 


dans des phases opposées et par conséquent les mouvements composants sont * 
dirigés en Q de Q vers D, 

Toules les parlicules situées entre deux neuds se trouvent dans les mémes 
phases ; celles qui sont de part et d’autre d’un neud se trouvent dans des phases 
opposées. 

La figure 87 explique encore mieux ce que l’on vient de dire. Les deux 
courbes montrent la distribution des particules dans les vibrations données, a 

: Vinstant ou, dans le mouvement 
résultant, toutes les particules se 
trouvent dans leur position d’équi- 
libre ; les fléches indiquent les direc- 
tions du mouvement a Jinstant 
donné ou a linstant suivant. La 
figure montre clairement que toutes 
les particules situées a l'instant con~ 


sidéré entre y, et y, se déplacent vers 
le haut, et celles situées entre y, et 
y, vers le bas. : 

A un certain moment les particules sont disposées le long de la courbe 
ABCD (fig. 86): au bout du temps T : 2 leur position est déterminée par la 
courbe EFGH. Mais le passage de la premiére position a la seconde ne se fait 
pas du tout comme dans la propagation d’un rayon. Dans ce dernier cas 
toutes les particules s’écartaient & des distances égales a de leur position * 
d’équilibre et les distributions intermédiaires s’obtenaient géométriquement 
par un déplacement latéral de la ligne ondulée (en tout de d : 2). Ici au con- 
traire on passe d’abord de la distribution ABCD a abed, puis a la ligne droite 
MRPQN, ensuite A efgh et enfin 4 EFGH. Dans les ondes stationnaires nous | 
n’avons affaire 4 aucun déplacement de translation, le long du rayon, d’un 
état déterminé du mouvement. Les ventres et les nceuds ne se déplacent pas ; 


aux premiers a lieu continuellement le mouvement le plus actif, aux seconds 
un repos complet. 


oe 
Fig. 8 


7 


Considérons maintenant les ondes stationnaires relatives aux vibrations longi- 


ie. 
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tadinales. Ici aussi les ventres et les nceuds alternent entre eux et sont distants 
lun de l'autre de A : 4. Toutes les particules qui se trouvent entre deux 
neeuds yoisins y, et y2, yz et yz, etc. ( fig. 88) ont a un instant donné un mou- 
vement commun, indiqué par les fléches supérieures ; les particules qui se 
trouvent au centre des ventres sont celles qui se déplacent le plus. La figure 
montre qu’autour des neeuds y, et y, doivent se produire des condensations, 
autour des nceuds y, et y, des dilatations. Au bout du temps T : 2, la direc— 
tion des mouvements est indiquée par les fléches inférieures. Toutes les parti- 
cules passent simultanément par leur position d’équilibre; 4 cet instant la 
substance du milieu, le long de MN, est dans son état normal : il n’y a nulle 
part ni condensation, ni dilatation. Aussitot apres, des dilatations ont lieu 
autour des neeuds y, et y,, et des condensations autour de y, et y3;. Le passage 


t 
pues > cesses: Se Seema 
M —+ s+" + +~ — — N 
yy Dy Yo No Ys Tg Y4 
——— eee <a =e 
Fig. 88 


d'une condensation ou d’une dilatation d’un nceud a un autre dans le temps 
T : 2 a un tout autre caractére que le méme passage dans la simple propaga- 
tion des vibrations longitudinales, représentée sur la figure 76, page 205. La 
la condensation passait successivement d’un endroit 4 un autre ; ici au con- 
traire, elle disparait d'un endroit pour se produire en un autre, mais sans 
avoir lieu dans les endroits intermédiaires. 

On reconnait facilement que la densité du milieu ne change pas aux ventres, 
ou les particules ont le mouvement le plus actif; au contraire, aux nceuds ot 
il n’y a pas de mouvement, se produisent alternativement des condensations 
et des dilatations. Les ventres sont les endroits ow les déplacements sont les plus 
grands ; les neuds sont les endrotts ow les variations de densité sont les plus fortes. 

Les propriétés des ondes stationnaires peuvent étre établies aussi analyti- 
quement. Bornons-nous au cas de a = b et considérons la figure 84, ou O est 
un point pour lequel les phases des vibrations qui se rencontrent sont égales 
et pour lequel par conséquent A = 2a. Soit y; = y. = asin an 7 l’équation 


des deux mouyements vibratoires au point O. Au point M, pour lequel 
OM = 2, nous avons les deux mouvements vibratoires, 


= asi : eS t SUL ee EE 
Yu = 4 Sin 2 t—i) e€ 1 \T x)? 
d’ou 
x 


(26, a) | y= yi + Yo = 24 cos am > sin an fa 


C’est l’équation cherchée d'une onde stationnaire. L’amplitude est 


L 
A == <b 24 cos ary ; 
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le double signe signifie que, si le cosinus est négatif, il faut prendre pour A 

le signe moins, car l’amplitude est une grandeur essentiellement positive. Mais. 

en méme temps, pour un cosinus négatif, nous devons attribuer le signe moins. 
have: id: 

qe est-a-dire en. 

ajoutant a la phase l’angle x, ou encore en la remplacant par la phase pea 


; Bes. “ t : : 
au sinus, en écrivant sin (a7 7 + m) a la place de sin a 


sée. L’équation (26, a) montre que A = 0, pour # = + he me 5 ee sont 


eye Bel vs: 
les neeuds d’apres (26). En outre A = 2a, pour « == + 7 2 ce sont 1a wee 


d’apres (25). Pour /==nT, nous avons y = 0 ; ceci montre que tous les points. 
passent simultanément par leur position d’équilibre. Tous les points, pour 


lesquels la grandeur cos 27 5 est positive, se trouvent dans la méme phase ; 


tous ceux pour lesquels elle est négative se trouvent dans la phase opposée.. * 


F : iN A fe 5 
Les premiers sont compris entre « —=— — et « =— Lez == 
Rene ent 9 j : cm, 7 
a—/retxz—2, etc. ; en outre entre x =— ~ }etw —— ~ i, r= —-+ Det 
4 4 : 4 he 4 
—— : A, etc. Tout ceci concorde parfaitement avec les résultats obtenus:. - 
précédemment. 


Nous dirons ici quelques mots sur ce qu’on appelle les ondes progressives. 
Considérons avec Sroxes et Lorv Rayieran deux mouvements vibratorres. 
d’amplitudes égales, mais de périodes et de longueurs d’onde différentes, se- 
propageant dans la méme direction, Le mouvement résultant s’écrira 

. aT pees 
y = sin > (vl — x) + sin aU (vit — a). 

Par une transformation analogue a celle que mous avons déja indiquée am 

Chap. IV, § 2, nous aurons 


At 2 rs F I ze 
y= acos x} t (+ x7) 2 (5—g) {sin {1(3+5)—2(5 +y)p 


\ 
Nous mettons ainsi en évidence deux phénoménes périodiques, l'un relatif 
a amplitude et l’autre & la phase du mouvement résultant, qui se propagent 
avec les vitesses différentes 


v v! v v! 8 
eo eae ea 
we-7i es ar eg 
ero em os 


les périodes ©, 6’ et les longueurs d’onde A, A‘ dans ces phénoménes sont 
données respectivement par les relations simples 


(1 I rat Tr) 
(p+) Wea Tt Ty’ 


oer ee I Lael (; *) 
ecratcnsy Kom a 


Sole 


— 
= 
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Des expressions, qui donnent V et V’, on déduit la relation 
avy’ — (vn + 0') (V + VY’) + 2VV' 0; 


on voit que lorsque V = V’, on doit avoir v = v’ et réciproquement. 
Supposons que 
yy —v— dp, x —i=— dad; 


alors les parties princrpales de V et V’ seront 


> af V=o—az: 


formule qui est due 4 Lorp Rayteren (1877). Nous avons ainsi un mouvement 
vibratoire, dont l’anmrplitade varie lentement d’un point a un autre entre les 
limites o et 2, et qui est constitué par une série de groupes que séparent des 
régions nodales. 

Govy (1880), en étudiant de son coté les rayons, qui donnent dans les. 
milieux doués d’une grande dispersion un spectre d’étendue petite, a recherché 
la vitesse de transport de l’intensité lumineuse et a obtenu l’expression ci- 
dessus de Lorn Rayteicu. Nous reviendrons, dans le Tome II, sur les con— 
clusions du travail de Gouy, aucun mouvement vibratoire réel, méme le moins 
complexe qu’on puisse supposer, ne rentrant rigoureusement dans le cas du 
mouvement simple que considére la théorte ondulatoire. 


9. Surface d’onde et ligne donde ; énergie et amplitade. — Nous. 
n’avons considéré jusqu’ici que la propagation des vibrations dans la direction 
@une droite donnée. Exammons maintenant ce qui se passe dans la propaga- 
tion simultanée des vibrations suivant différentes directions a partir d’un 
point O. Etudions d’abord la question au pornt de vue géométrique ; nous wmdi- 
querons ensuite quelles restrictions il faut introduire pour passer a l’examen 
des cas physiquement possibles. 

Supposons qu'une particule O d'un milieu tsotrope (page 32) commence a 
vibrer et que ses vibrations se propagent dans toutes les directions. Nous 
appellerons surface d’onde le lieu géométrique des points auxquels sont par- 
venues les vibrations 4 un instant donné. Comme dans un milieu isotrope les 
vibrations se propagent dans toutes les directions avec la méme vitesse v, il 
est clair que dans un milieu isotrope la surface d'onde est la surface d’une sphere. 
Son rayon R = vt, ¢ étant le temps compté a partir du début des vibrations 
de la particule centrale O. Chaque vibration particuliere du centre O provoque 
aprés un temps ¢ une vibration des particules de la surface S de la sphere, 
et aprés un temps ¢, une vibration des particules de la surface S, d'une autre 
sphére dont le rayon R, — vi,. En vertu du principe de la conservation de 
énergie, I’énergie totale réellement présente aux instants / et ¢, doit étre la 
méme, sil ne se produit aucune perte d’énergie pendant la propagation des 
vibrations, c’est-a-dire si aucune partie de l’énergie des particules vibrantes 
du milieu ne change de forme. 

Le nombre des particules situées sur une surface d’onde, et par conséquent 
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leur masse totale, sont proportionnels au carré du rayon de la sphere ; l’énergie 
vibratoire des diverses particules ou de l’ensemble des particules qui se 
trouvent sur l’unilé d’aire est donc inversement proportionnelle au carré du 
rayon de la sphére. Il s’ensuit que l’amplitude des oscillations est inversement 
proportionnelle @ la premiére puissance du rayon ; voir la formule (20), 
page 166, et la conséquence qui en découle. Quand des vibrations se propagent 
dans toutes les directions a parlir d’un point O dans un milieu tsotrope, l’ampli- 
tude de ces vibrations varie en raison wwerse de la premiére puissance de. la 
distance au point O, et énergie en raison inverse de la seconde puissance. 

Il y a des cas ot les vibrations partant du point O ne se propagent que 
dans les directions situées dans un plan passant par O. Nous appellerons dans 
ce cas ligne d’onde le lieu géométrique des points, auxquels est parvenue a 
un instant donné la vibration. Dans un milieu isotrope, la ligne d’onde est 
une circonférence et il est facile de voir que, quand les vibralions se propagent 
ainsi dans un plan, leur énergie est inversement proportionnelle a la premiére~ 
puissance de la distance au point O, mais l’'amplitude est inversement proportionnelle 
a la racine carrée de cetle distance. 

Dans un milieu anisotrope, la surface d’onde n’est plus une sphere ; elle 
peut étre par exemple un ellipsoide. 


40. Principe d’Huygens. — Quand des vibrations partant d’un point O 
quelconque se propagent dans toutes les directions et parviennent en particu- 
lier 4 un autre point M, les vibrations en ce second point ne different pas 
essentiellement de celles du premier point O. Mais de méme que le mouve- 
ment du point O a produit des vibrations se propageant de tous cdtés, 11 n’y 
a aucune raison pour que les mouvements du point M ne produisent pas 
également dans le milieu qui l’entoure des vibrations qui se propagent a partir 
de ce point, comme a partir d’un centre, dans toutes les directions. 

C’est en effet ce qui a lieu et ceci nous permet, en utilisant une méthode 
géométrique particuli¢re, connue sous le nom de principe d’Huyeens, de 
construire la surface d’onde S a un instant quelconque ¢, lorsque l’on connait 
les instants précédents ¢), différents ou non, ot les points d’une surface quel- 
conque s ont commencé a vibrer. Quand fy est le méme pour tous les points 
de c, il est clair que ¢ est la surface d’onde correspondant a l’instant ). 

La construction d’Eluyeens est la suivante : il faut considérer tous les points de 
la surface + comme de nouveaux centres de vibrations, qui commencent a se pro- 
pager dans toutes les directions 4 partir de Vinstant ty, ow les points correspondants 
M entrent en mouvement ; on construit autour de chaque point M ce que Von 
appelle des surfaces d’onde élémentaires (spheres, ellipsoides) et on leur donne les 
dimensions qu’elles atleignent dans le temps t — t). L’enveloppe de toutes ces 
surfaces élémentaires (c’est-d-dire leur surface tangente commune ), située du cété 
de c, vers lequel se propagent les vibrations, est la surface d’onde cherchée S a 
Pinstant t. 

Nous envisageons uniquement le principe d’'Huyerns, pour le moment, 
comme une méthode de construction géométrique. 

Dans la figure 89, AB représente la surface s, aux points de laquelle est 
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parvenu un méme mouvement vibratoire a des instants différents 1, dans les 
directions marquées par les fléches. On prend tous les points de la surface ¢ 
comme étant de nouveaux centres de vibrations, et l’on décrit autour d’eux 
des demi-sphéres de rayons égaux a v(t — t). La surface CD tangente com- 
mune a ces demi-spheres est la surface d’onde cherchée a l’instant ¢. Nous 
avons dit qu’a partir de tous les points de la surface > se propageaient des 
vibrations vers chaque point de l’espace; voici comment il faut entendre ces 
mots. Ces vibrations se 
détruisent mutuelle- 
ment par interlérence, 
en premier lieu, en tous 
les points de l’espace 
situés en arriére de la 
surface o (ou se trouvent 
les fléches). Le mouve- 
ment vibratoire ne se pro- 
page pas vers larriere ; 
nous pouvons donc ne décrire que des demi-sphéres. En second lieu, toutes 
les vibrations des points situés entre « et S se détruisent pendant le temps 
t — t; a instant considéré il ne se trouve en mouvement que les particules 
situées sur la surface S. 


Si le milieu avait été anisotrope, il aurait fallu construire au lieu de demi- 
sphéres, des demi-surfaces d’onde élémentaires d'une autre forme, par exemple 
des demi-ellipsoides. 

La question se simplifie quand la surface ¢ est elle-méme une surface 
d’onde ; /, est alors le méme pour tous ses points et les demi-sphéres ont le 
méme rayon. Sur la figure go est représenté le cas trés simple de la construc- 


tion d'une surface d’onde sphérique S (centre en O), connaissant la surface 
donde ¢ & un instant précédent. 

Si le centre des vibrations se trouve 4 une trés grande distance de l’endroit 
ou nous considérons les vibrations, une partie de la surface d’onde sphérique 
peut alors étre regardée comme un plan; nous l’appellerons une onde plane 
(bien que l’on emploie parfois aussi cette expression pour désigner ce que 
nous avons appelé ligne d’onde & la page 220). La figure gt donne la cons- 
truction géométrique tres simple d’une onde plane CD = S, connaissant sa 
position AB = ¢ & un instant quelconque auparavant. 
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IL y a lieu de remarquer la proposition suivante : dans un milieu isotrope le 
rayon. est la normale a la surface d’onde ; ainsi dans la figure gr, la surface 
d’onde est. un plan et PQ un des rayons. 

Le principe d’Huycuns, s’applique sans restriction aux lignes d’onde. Les 
figures 89, go et gt peuvent étre rapportées immédiatement A ce cas, en 
supposant que a et S représentent non des surfaces, mais des hgnes. situées 
dans le plan de propagation des vibrations. Nous avons alors des demi-— 
ccirconférences au lieu de demi-spheres, etc. 


41. Propagation rectiligne des vibrations. — L’introduction de la 
notion de surface d’onde, dont tous les points sont animés de mouvements 
vibratoires qui se propagent dans toutes les directions, et de la notion de pro- 
duction successive de nouvelles surfaces d’onde que lon peut construire a 
Taide du principe d’Huyeens, fait pour ainsi dire complétement disparaitre 
du nombre des phénoménes & considérer, la propagation dun mouvement; 
vibratoire le long d'une ligne droite appelée rayon. On ne doit pas considérer 
le mouvement vibratoire d’un point quelconque A (fig. 92) comme résultant 
simplement de la propagation des vibrations de P en A, P étant um point 
intermédiaire de Ia droite OA, qui relie 
A au centre initial des vibrations O; 
mais envisager le mouvement du point 
A comme le résultat de Tlinterférence 


des vibrations de tous les points de 
la surface d’onde QR parvenues en A. 
Néanmoins on peut conserver la no- 
tion de rayon, qui est d’un grand secours 
dans les constructions géométrigues, 


surtout dans le cas oti Tes vibrations se 
propagent librement dans un milieu homogéne. C’est & quoi Von arrive en 
s'appuyant sur les considérations suivantes, qui ne supportent pas une crilique 
sévére, mais peuvent donner une idée approchée de ce qui se passe. Menons a 
partir du point A une série de droites, Am, Am’, Am" ..., dont les longueurs 
forment avec la Jongueur AP une progression arithmétique de raison 2 : 2, 
‘de sorte que: Am — AP — Am’ — Am — Am’ — Am —...... =o. Si 
l'on fait tourner toute la figure autour de la droite OA, on obtient une série 
de surfaces coniques, qui découpent sur la surface d’onde QR des zones annu- 
laires et un segment central (calotte) mM. ’ 

Si l’on désigne par r, la longueur de I'aréte du ni®™e cone, de sorte que 


Ie Se ; é 
Ty = To + >, OU Ty = AP, on voit que la n*™* zone est. comprise entre les 
- ; : : x 
surfaces coniques, dont les génératrices sont ry et aii = nt a la zone 


zéro sera le segment central. Désignons par S,, la surface de la niéme zone. La 
figure 85 montre que 8, == axRh, o& h = R [cos « — cos (a + 8)| ; par 
conséquent. : 


(a) Sn = anR? $ cos « — cos (« + 8) }. 
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La figure 85 donne en outre 


1\2 
(4 a ) = (K++ rm)? + R? — 2R(R + mp) cos (a + 8) 
r, = (R + rm)? + R? — aR(R + 1%) cos «. 


En retranchant on obtient 
‘ i 
(0) i (mm + 7) = aR(R-+ my) | cos # — cos (x — 8). 


Si l’on divise (a) par (6), if vient 


mRA 
Rr 


TRA 


(27) _ n i ern ; 


, X ; 
Nous. avons fait r,, ry -+ nv A et désigné par Sy la surface du segment, 


savor 
. RK 
(28) pee G aa iy. 
0 


La formule (27) montre que les surfaces des zones forment une progression 
arithmétique et que par conséquent chacune d’elles est égale 4 la moyenne 
arithmélique des deux zones voisines. Partant de la, on peut présenter les consi- 
dérations suivantes : 4 chaque point M (fig. 93) situé sur une des zones, on 
peut faire correspondre deux points M, et My, situés sur deux zones voisines, 
tels que AM, et AM, différeront de AM de A : 2. La vibration qui se propage 
de M vers A est donc détruite par une des vi- 
brations qui partent de M, ou de M,. Nous pou- 
yons donc nous représenter toutes les vibrations 
qui partent de la n'®™* zone comme détruites 
par celles qui partent d’une moitié de la 
(n — 1)'®me zone et d’une moitié de la (n 4+- 1)i®me. 
Ainsi les vibrations de la troiziéme zone sont 
détruites par les vibrations de la moitié de la 
quatriéme et d’une moitié de Ta deuxiéme : 
les vibrations de la deuxiéme par une moitié 
de la premiére et une moitié de la troisiéme ; enfin les vibrations de la pre- 
miére zone par une moitié de la deuxiéme et une moitié du segment. Il ne 
reste donc de non détruites. que les vibrations qui partent d'une moitié du segment 
central. Il faut ajouter 4 ceci, que les vibrations, qui se propagent des zones 
éloignées vers A (fig. 92), ont & parcourir un chemin plus long et (ceci revét 
une importance particuliére dans une analyse plus approfondie de la question) 
partent de Ia surface QR avec une inclinaison sur la normale. On peut par 
suite ne pas tenir compte des vibrations qui parviennent en A des zones plus 
éloignées que le segment central. 

En considérant le mouvement vibratoire en A comme résultant de la com- 
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position des vibrations issues de la surface du segment central, égale & S, : 2, 
voir (28) et disposée autour du point P, nous revenons par la méme en 
quelque sorte a la propagation recliligne des vibrations et a la représentation par 
des rayons. 

Les considérations précédentes sur la destruction mutuelle des effets de 
différentes zones de la surface d’onde, ne sont évidemment applicables qu’au 
cas oi toute la surface QR existe réellement, c’est-a-dire dans ce que Von 
appelle la propagation libre des vibrations. 


42. Diffraction. — Nous avons vu dans le paragraphe précédent que 
seules les surfaces d’onde ont une signification physique réelle, tandis que la 
notion de rayon ne peut étre maintenue et encore non sans artifice, que dans 
le cas de la propagation libre dans toutes les directions des vibrations. Ceci se 
confirme d’une maniére particulitrement frappante dans le cas de la propa— 
gation contrainte des ondes, ¢’est-a’-dire quand une onde rencontre sur son che- 
min un obstacle, qui arréte la propagation de l’une quelconque de ses parties. 
Il se produit alors des phénoménes de nature particuliére appelés phénoménes 
de diffraction ; la considération de ces phénoménes enléve toute possibilité de 
conserver la représentation des rayons. Toutes les particularités relatives & ces 
oe seront examinées dans l’étude de la Jumiére ; nous ne donnerons 
ici qu’une idée de ces phénoménes 

Supposons que la surface d’onde PAQ (fig. 94) rencontre sur son chemin 
un écran AB, qui retient une de ses moitiés AP, Si le mouvement vibratoire 

B se propageail a partir du point O dans toutes 
les directions sous forme de rayons, le rayon 
extréme serait OAC: les vibrations se transmet- 
taient seulement dans la partie de espace GAQ, 
et dans la partie CAB les particules devraient 
rester au repos. Or on obtient tout autre chose, 
quand on consideére tous les points de la surface 
AQ comme de nouveaux centres de vibrations. Il 
est clair que des vibrations peuvent alors par- 
venir au point M, situé dans la partie BAC. 
Des calculs assez compliqués montrent, que ces vibrations ne se détruisent 
pas en général et que le mouvement qui se propage a partir de O contourne 
en quelque sorte en partie l’écran AB. Le phénomeéne de lapparition de Vi- 
brations dans la partie de l’espace BAC appartient aux phénoménes de dif- 
fraction. 


Fig. 94 


Un second cas du méme genre est représenté sur la figure 95 ; sur le chemin 
parcouru par la surface d’onde PQ, se trouve un petit corps AB, par exemple, 
un petit disque circulaire ou une petite bande étroite (un fil par exemple), 
dont la largeur est AB. Dans l’espace CABD parviennent des vibrations issues 
des parties AP et BQ de la surface d’onde el en particulier elles ne se détruisent 
pas au point central M. 

Nous avons un troisitme cas de diffraction, quand sur le chemin de la, sur- 
face d’onde PQ (fig. 96), se trouve un écran AB avec une trés pelile ouver- 
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ture ab. Ici, en s’en tenant a la propagation des vibrations sous forme de 
rayons, nous arriverions a ce résultat tout a fait faux, que les vibrations se 
propagent seulement a l’intérieur de la partie CabD de l’espace. En réalité, 
les vibrations issues des différents points de la petite partie ab de la surface 
d’onde, se propagent dans toutes les directions et atteignent des points tels 
que M relativement éloignés de OC et de OD. De ce troisiéme cas de diffrac- 


P C 


Q 
Fig. 95 Fig. 96 


fion surtout il ressort que, d’une manitre générale, on ne peut pas parler 
dune propagation rectiligne des vibrations et qu’il ne faut se servir par con- 
séquent des rayons dans les constructions géométriques qu’avec une extréme 
circonspection. 

Les phénomenes de diffraction se produisent également dans la propagation 


d’une ligne d’onde (page 220), qui rencontre des obstacles quelconques sur 
son chemin. 


43. Conception physique de la surface d’onde. — Nous sommes 
arrivés ala notion de la surface d’onde sphérique dans un milieu isotrope 
libre, en supposant qu’un seul point commengait d’abord a vibrer, et que son 
mouvement vibratoire se transmettait de tous cotés a toutes les particules qui 
lentourent. Un tel cas n’est pas possible physiquement. Les vibrations prim1- 
tives proviennent toujours de particules qui occupent une partie finie, bien 
que parfois petile, de l’espace ; en outre, dans beaucoup de cas, les vibrations 
des différentes particules ne posstdent ni la méme direction, ni la méme 
phase et les vibrations provenant de chaque particule isolée ne se trans- 
mettent pas de la méme maniére dans toutes les directions. Si le milieu est 
tel, que des vibrations transversales peuvent s’y propager, la propagation 
s’effectue de préférence dans un plan perpendiculaire a la direction des vibra- 
tions; si le milieu est capable de transmettre des vibrations longitudinales, 
la propagation se fait dans la direction de la vibration primitive. 

Il résulte de tout ce qui vient d’étre dit, qu'une surface d’onde complete, 
fermée, entourant de toutes parts le siége de |’excitation primitive des mou- 
vements et représentant le lieu géométrique des points, auxquels parviennent 
simultanément les vibrations et qui se trouvent tous dans les mémes phases, 
n’existe pas en réalité. Toutefois, une petite partie d’une surface d’onde géo- 
métrique peut étre considérée physiquement comme un lieu de points se 
trouvant dans la méme phase. Nous devons done, dans brangcerien des phéno- 


Cuworson. — Traité de Physique J,. x8 


226 MECANIQUE.. — CHAP. V 


ménes physiques, nous limiter a la considération de petites parties seulement d'une 
surface d’onde, et visibles dans tous les cas sous un trés petit angle du lieu 
@excitation des vibrations primitives. En effet on procéde toujours ainsi. 

Pour les lignes. d’onde la question se simplifie dans le cas des vibrations 
transversales. Des lignes d’onde fermées, dont tous les points se trouvent dans. 
la méme phase, sont. alors physiquement possibles (par exemple, les anneaux 
a la surface de l’eau). 


44. Réflexion des ondes et des rayons. — Quand un mouvement vi- 
bratoire arrive & la surface de séparation de deux milieux différents, il se 
propage en partie dans le second milieu, mais revient en partie aussi dans le 
premier, et de nouvelles surfaces d’onde se forment, qui vont en s’éloignant 
de la surface de séparation. C’est ce phénoméne que !’on appelle réflexion. Le 
principe d’Huycens nous permet de construire l’onde réfléchie et d’établir 
pour un milieu isotrope la loi élémentaire de l’égalité des angles d’incidence 
et de réflexion des rayons, c’est-a-dire des droites normales aux surfaces 
d’onde. 

Supposons que MN (fig. 97) représente le plan de séparation des deux mi— 
liewx ; sort ST une portion d’une onde plane qui, comme le plan MN, est 
perpendiculaire au plan de la figure. Les droites perpendiculaires 4 ST sont 
des rayons. La figure 91, page 221, montrait déja de quelle maniére onde ST 

parvient en S,T,, et d’wne manitre 


Sf 


générale comment elle se déplace pa- 

_ rvallélement a elle-méme. A un instant 
_ déterminé, le point extréme T de la 
partie considérée de l’onde plane par- 
vient en A, aw plan de séparation MN ; 
Yonde a alors la position AB. A cet ins- 

yw tant, A devient un nouveau centre de 


vibration, 4 partir duquel se propage 
en sens inverse dans le premier milieu 
une surface d’onde élémentaire en forme. 
de demi-sphére. Ce que l’on vient de 
dire s'applique 4 tous les} points de la droite A, c’est-d-dire de la droite 
perpendiculaire au plan de la figure passant par A. L’enveloppe des surfaces 
en forme de demi-sphéres sera évidemment la surface d’un demi-cylindre 


dont l’axe est Ia droite A. Un peu plus tard, le mouvement atteint la droite C; 
& cet instant la position de onde plane est déterminée par la droite CD et. 
une surface d’onde demi-cylindrique commence précisément alors & se for- 
mer. Les vibrations parviennent ensuite aux droites KE, G, etc. Enfin elles. 
atteignent les points de la droite J. A cet instant une quantité innombrable 
d’ondes demi-cylindriques ont déji eu le temps de se former autour des 
droites passant par les différents points de la droite AJ et perpendiculaires. 
au. plan de Ja figure. Plus I’un de ces points est prs de J, plus le rayon du 
demi-cylindre correspondant est petit. On détermine facilement ce rayon. Les 
points A et B ont commencé 4 vibrer en méme temps; un demi-cylindre 
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s'est formé autour de A pendant le temps employé par les vibrations A se pro- 
pager de B en J; il en résulte que le rayon du demi-cercle décrit autour de A, 
cest-a-dire AP = BJ. Ona de méme CQ = DJ, ER = FJ, etc. 

Le plan de séparation MN représente un cas particulier de la surface 
o = AB de la figure 89, page 221, & l’aide de laquelle nous avons expliqué 
le principe d’Huycens. La surface tangente 4 tous les demi-cylindres dont 
nous venons de parler est la nouvelle surface d’onde cherchée formée par 
réflexion. Démontrons que c’est un plan qui passe par J ou que la droite JK 
est tangente commune a toutes les demi-circonférences, A cet effet, considé- 
rons la figure 98 ou AG est une portion d’une onde plane incidente, et ou SA, 
SB, SM sont des rayons incidents. A l’instant ou le mouvement atteint le 
point M, nous avons donc dans le plan de la figure, autour de A, une demi- 
circonférence de rayon GM et, autour du 
point intermédiaire B, une demi-cir- 
conférence de rayon RM. Menons de M 
les deux tangentes MR’ et MG’ A ces 
demi-circonférences ct démontrons qu’elles 
coincident, c’est-a-dire que M, G’ et R’ 
sont en ligne droite. Dans ce but joignons 
Ga A et R’aB. Les triangles MG’A et 
MGA sont égaux, car G’ = G = go’ et le 


rayon AG’ = MG, Il en résulte que G’MA : 4 PN 
== GAM. De méme de I'égalité des triangles <itae : 
ME’B ct MRB, il résulte que R' MB—BRM. a 


Mais GAM et RBM sont égaux entre eux, car GA || RB; donc GMA = RMB, 
c’est ce qu'il fallait démontrer. La nouvelle onde plane MR’G’ formée de 
cette manitre continuera a se déplacer paralltlement a elle-méme, Les 
droites AG’'S, BR’S sont des rayons réfléchis. 

I] résulte de la construction, que le rayon incident SA, la normale AP a la 
surface de séparation et le rayon réfléchi AS’ sont dans un méme plan. Hl 
reste 4 démontrer l’égalité des angles d’incidence SAP et de réflexion PAS’. 
Or Végalité des triangles MG’A et MGA nous donne G’AM = GMA = SAN; 
par conséquent go° — SAN = go? — G’AM, c’est-a-dire SAP = PAS’. 


45. Réfraction des ondes et des rayons. — La vitesse de propagation 
des mouvements vibratoires de période donnée n’est pas la méiae dans les 
milieux isotropes différents. Supposons que, dans le milieu situé au-dessus du 
plan de séparation MN (fig. 97), cette vitesse soit égale a v, et égale a v, dans 
le milieu situé au-dessous, et soit v; >> v2. Introduisons la notation 


Ve 
(29) “=n. 


Le nombre n est plus grand que l’unité dans le cas considéré. II est trés 
important de supposer les deux milieux isotropes. Nous verrons plus tard 
qu'il faut distinguer dans un milieu anisotrope la vitesse du rayon et celle de 
Vonde. La formule (29) ne se rapporte dans ce cas qu’aux vitesses des ondes. 
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Quand le mouvement vibratoire atteint le point A, celui-ci devient égale- 
ment un centre de vibrations pour le second milieu, et il se forme par suite 
aussi autour de la droite A (perpendiculaire au plan de la figure) une surface 
demi-cylindrique dans le second milieu. Mais 4 l’instant ot la vibration a 
atteint le point J et a formé dans le premier milieu un demi-cylindre de 
rayon AP = BJ, nous avons dans le second milieu un demi-cylindre dont le 


rayon inférieur a AP = BJ est avec AP dans le rapport 2 — -. La méme 
1 3 


chose a lieu pour les rayons de linfinité de demi-cylindres, qui au méme 
instant se trouvent formés dans le second milieu autour des droites perpen- 
diculaires 8 MN et au plan de la figure. 

Démontrons que la surface tangente commune a ces demi-cylindres est 
également un plan. A cet effet, considérons 4 nouveau la figure 98. On a dé- 
crit autour de A une demi-circonférence de rayon AL (elle passe par exemple 
par B) et une autour de B de rayon BK; ona 


AL ORK eee 
(ee CU SRM tae 


Menons de M les tangentes MU et MO aux deux demi-circonférences et 
démontrons que ces tangentes coincident. Les triangles BMU et AMO sont - 
semblables, car O == U = go’, et les cotés sont propor hoo car il résulte 
de la figure et de (30) que 


AM GM AU acAO 
BM — RM ~ BK BU’ 


Par conséquent on a AMO = BMU, ce qu’'l fallait démontrer. L’onde plane 
formée dans le second milieu continue a se déplacer parallélement & elle- 
méme ; il est évident que les droites AS’, BS" représentent les rayons réfractés. 
L’angle S’AF est l’angle de réfraction. 

Déduisons maintenant les lois de la réfractioa. D’abord il est évident 
que le rayon incident SA, la normale PF et le rayon réfracté AS" sont dans 
un méme plan, Mais de plus AG’ = MA sin G’MA = MA sin GAM = 
MA sin SAP ; en outre AO = MA sin AMO = MA sin SAF. Par conséquent 


ona: 


sin § SAP n AGS OTRERN 
sino AT eo OA mw aerA Lia * 


L’égalité (30) donne 


sia Dee, 
oe) sin TAF — 9 


Nous yoyons, que le rapport du sinus de V'angle d'incidence au sinus de Vangle 
de réfraction, pour des vibrations de période donnée, est une grandeur constante, 
pour deux milieux donnés caractérisés par des vilesses de propagation v, et v2; ce 
rapport est égal au rapport de la vitesse dans le premier milieu a la vitesse dans le 
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second. On l’appelle.l’indice de réfraction relatif au passage du premier milieu 
dans le second. Si l’on compare tous les milieux a un milieu déterminé choisi 
arbitrairement, dans lequel la vitesse est égale 4 vp, on appelle simplement 
indice de réfraction d’un milieu quelconque donné, celui qui se rapporte au 
passage des rayons du milieu choisi dans ce milieu donné, Soient n, et nz les 
indices de réfraction de deux milieux, dans lesquels les vitesses sont v, et v2. 


v dey : , : 
Nous avons alors ny = at et n, = —*. Lindice de réfraction n relatif au pas- 

1 2 
sage du premier milieu dans le se- 


cond est, comme nous l’avons vu, 


S Ss 


(32) ——— — : —= 


Lindice de réfraction relalif au pas- 
sage d’un rayon d'un milieu dans un 
autre esl égal au rapport de Vindice de 
réfraction du second milieu a celui du 
premier. 

La figure gg représente le passage 
de rayons d’un milieu a vitesse plus er 
petite v, dans un milieu 4 vitesse plus 
grande v,. On a ici AF > CE et 
BG > DE; en outre 

AF BG _v 
Ch aD ieies ca 


Comme on le voit, le rayon apres réfraction s’écarte de la normale. Si nous 
tracons la normale NN, nous avons l’angle d’incidence » = SAN et l'angle 


. : ‘ v ree eA 
de réfraction ) = S,AN. Si nous posons + = -, oun > 1, il vient 
Ute n 


ge eee 5) 
snd vy, an : 


et par conséquent, 
(33) sin) =nsin 9g. 
Nous obtenons } = go” pour une valeur particulitre @ de 9, qui est dé- 


terminée par |’égalité 


(34) inte Sak 


n 


Pour » = ® le rayon réfracté a la direction AE; son amplitude devient 
d’ailleurs infiniment petite, quand » se rapproche de ® et 4 de go°. Quand 


© >®, sino > ~ et la formule (33) donne sin ) > 1, ce qui n’est pas pos- 


sible. Dans ce cas le rayon n’est pas réfracté du tout, c’est-a-dire qu'il n’entre 
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pas dans le second milieu et se réfléchit sans changement de la valeur de son 
amplitude, On appelle ce phénoméne réflexion totale : il se produit & la surface 
de séparation de deux milieux et 4 l’intérieur de celui ot la vilesse de propaga- 
tion des ondes est la plus faible. L’angle & déterminé par l'équation (34) s’appelle 
Vangle limite pour la réflexion totale. 

Tout ce qui vient d’étre exposé dans les derniers paragraphes s’applique 
aussi bien aux vibrations transversales qu’aux vibrations longitudinales. 


46. Perte d’une demi-longueur donde dans la réflexion. — 
Occupons-nous maintenant de la question de la phase des ondes réfléchies. 
Demandons-nous d’abord si le rayon réfléchi forme la continuation directe 
du rayon incident, en entendant par la 
que les phases varient d'une maniere con- 
tinue. Soit AB (fig. 100) le rayon incident, ‘ 
BN le rayon réfléchi. Comptons le temps / a 

jy partir de Pinstant ot les vibrations d’un 
Fig. x00 point quelconque A ont commencé, L’élon- 
gation y d’un point arbitraire M du rayon 
incident au temps ¢ est déterminée par la formule (4), page 203, 


/ 
(35) y asin an (F a x) 


ou x représente la distance de ce point M a A. Il s’agit maintenant de savoir, 
si nous obtiendrons |’écartement y au temps ¢ pour le point N situé sur le 
rayon réfléchi, en faisant dans (35) « = a + ¢ ou AB = a, et BN =. 
L’étude théorique de cette question, qui ne peut étre exposée ict en toute 
rigueur, conduit au résullat suivant. 

Il faut distinguer deux cas: 1° la densité 4, du second milieu est plus petite 
que la densité 6 du premier milieu, et 2° elle est plus grande que 6, 

I. — Le second MILIEU EST MOINS DENSE: 6, < 6. Dans CE CAS LA VIBRA— 
TION REFLECHIE EST LA CONTINUATION DIRECTE DE LA VIBRATION INCIDENTE et 
la phase au point N est la méme que celle que l’on aurait obtenue sur le pro- 
longement direct du rayon AB a la distance § de B. Le déplacement y du 
point N, c’est-a-dire I’équation du rayon réfléchi sera: (en supposant a, < a) 


(36) y= Oy SID AT (7 = ak 5), * 


Sur la figure ror, la droite MN représente la limite des deux milieux a 
laquelle’est parvenu le mouvement vibratoire a un certain instant ¢. A cet 
instant la disposition des particules est représentée par la courbe abede de. a 
ligne rt (chaque vibration commence par un mouyement vers le bas). Les 
courbes en traits continus des lignes suivantes donnent la position des parti- 

nie 3 : l ge 3 
eules du rayon incident aux instants £ + h eet St - PR i Liebieieeie 
On a figuré en pointillé & gauche de MN Ja disposition des particules de la 


4 
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vibration réfléchie. On Y’obtient en prolongeant la courbe du rayon incident, 
a droite de MN, de ; A, : i, ; et 4, puis en faisant tourner la figure autour 
de M, de telle sorte que la moitié 
droite vienne recouvrir la moitié 
gauche. Les amplitudes dans le 
rayon réfléchi sont plus petites que 
dans le rayon incident. 

Il n’y a aucune perte de phase 
dans la réflexion. 


I]. — Le sreconp MILIEU EST LE 
PLUS DENSE : 0, > 6. In se pRopUIT 
DANS CE CAS, DANS LA REFLEXION, UNE -_ 
PERTE DUNE DEMI-LONGUEUR D’ONDE 
et la vibration réfléchie ne forme 
plus la continuation directe de la 
vibration incidente. Le déplacement 
y du point N (fig. 100) est le méme 
que celui que l’on obtiendrait sur 


: ; 1 5 
Ie rayon prolongé sans réflexion a la distance xy + § + > A du point A. 


L’équation du rayon réfléchi est 


fee Eds. ao ate 
y = a sin an \ 7, — = 
ou 
(37) 7 == ay sin 2% (4 = a ae 3) 
ou encore 
{38) y==—a,sin ar (p=). 


Le changement de signe de l’amplitude exprime qu’une demi-onde a été per- 
due ici; voir le tableau (9), page 204, ligne 4. 

Sur la figure 103, les courbes en traits continus 4 gauche de MN ont la 
méme signification que sur la figure ror. On a figuré en pointillé la disposi- 
tion des particules du rayon réfléchi. On l’obtient en prolongeant la courbe 
en traits pleins 4 droite de MN, en supprimant une demi-longueur d’onde 
et en rabattant encore la partie droite de la figure sur la partie gauche. C’est 


ainsi par exemple gu’a la deuxieme ligne (corespondant a Vinstant ¢ + i) 


la demi-onde def a été supprimée et la partie fg a été transportée dans la posi- 
tion f’c. A la troisiéme ligne la demi-onde cde a été supprimée et la partie 
efg placée dans la position ef’a, etc. L’amplitude du rayon réfléchi est encore 
ici plus petite que celle du rayon incident. © : 
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Tout ce qui vient d’étre dit sur ces deux cas de réflexion s’applique aussi 
bien aux vibrations transversales qu’aux vibrations longitudinales. 
En rapprochant tout ce qui vient d’étre exposé, on obtient le résultat sui— 
vant : ; 

1. Dans la réflexion sur un milieu moins dense, il ne se produit ni change— 


Fig. 102 


ment de signe de l’amplitude, ni perte d’une demi-longueur d’onde. Si 
’équation du rayon incident a la forme 


(39) y =asin 6 
; t i : ne: 
ou § = an (+ — x): ’équation du rayon réfléchi sera 
; E % 
(40) y = a sin (6, =e +). 
Teo. 
2. Dans la réflexion sur un milieu plus dense, l’amplitude subit un change— 


ment de signe ou, en d’autres termes, il y a perte d’une demi-longueur d’onde.. 
L’équation du rayon réfléchi sera 


Ona ici a, <a et % = an (7 — 5); a= AB (fig. 100). 


; 4 
(41) y= oy Sin (, ax; —2) =a, sin (0 — ar *). 


Nous ne pourrons expliquer complétement que plus tard la cause de la 
perte d’une demi-longueur d’onde dans un cas et non dans |’autre. L’expli- 
cation donnée habituellement, et peut-¢tre incomplétement satisfaisante, est. 
basée principalement sur une certaine analogie entre le phénoméne de la. 
réflexion des rayons & la surface de séparation de deux milieux différents et 
celui du choc des corps élastiques. Nous verrons, dans la suite, que si une 
sphére élastique rencontre une autre sphére élastique au repos, la direction 
de sa vitesse ne change pas, si la masse de la seconde est plus {petite que celle 
de la premiére ; mais si Ia masse de la seconde sphére est plus grande que 
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celle de la premiere, celle-ci rebondit, c’est-a-dire que sa vitesse change de 
signe. D’une manieére analogue la direction de la vitesse d’une particule qui 
rencontre la surface de séparation de deux milieux de densités différentes, 
éprouve un changement, quand elle appartient au milieu le moins dense. 

Examinons la question d’une maniére plus détaillée et plus précise. 

Si le mouvement vibratoire en se propageant se transmet successivement 
d'une particule 4 une autre voisine, voici ce qui doit se produire & la limite 
de deux milieux. Soit A la derniére particule du premier milieu, B Ja pre- 
miére particule du second milieu voisine de A. 

Si A et B ont méme masse, toute |’énergie de la particule A se transmet 
intégralement a la particule B, 

Si la particule B posstde une masse moindre que A, la transmission de 
énergie se fait tout autrement; une partie seulement de l’énergie de la 
particule A passe a la particule B, qui, si l’on peut s’exprimer ainsi, céde 
trop facilement a l’impulsion avec laquelle A agit sur elle. Cette derniére 
particule conserve une partie de son mouvement dans la direction primitive et 
ce mouvement non transmis constitue l’impulsion initiale qui donne naissance 
a une nouvelle vibration, laquelle se propage a partir de A en revenant dans 
le premier milieu. Quand en B arrivent d’une manitre continue des vibra- 
tions d’amplitude a, il est clair, que la particule A est en vibration avec une 
amplitude b plus grande que a; \’amplitude du rayon réfléchi sera b — a. Dans 
le cas limite ot la densité du second milieu est nulle, nous obtenons b = 2a; 
les amplitudes du rayon incident et du rayon réfléchi sont égales entre elles 
(b—a=2a—a=—a). 

Si au contraire la masse de la particule B est plus grande que la masse de 
la particule A, la premiére n’obéit pas a l’impulsion provenant de la seconde ; 
elle ne suit pas le mouvement de cette particule dans les vibrations transver- 
sales et, dans le cas des vibrations longitudinales, elle ne se déplace pas dans 
la direction du rayon. Dans un cas comme dans I’autre, la particule A regoit 
de B une impulsion dont la direction est opposée 4 celle de son mouvement. 
Cette impulsion contraire est la cause de la production d'une vibration 
réfléchie, qui n’est pas par conséquent la continuation de la vibration inci— 
dente. L’amplitude 6 du point A sera plus petile que a; la différence a — b 
est l’amplitude de la vibration réfléchie. Dans le cas limite, ot la particule B 
ne peut pas étre du tout mise en mouvement, nous avons b = 0; le mouve- 
ment de la particule A est complétement détruit par la particule voisine B. 
Dans ce cas les amplitudes du rayon incident et du rayon réfléchi sont encore 
égales entre elles. 


47. Ondes stationnaires formées par réflexion. — Si le rayon inci- 
dent est normal a la surface de séparation des deux milieux, le rayon réfléchi 
se propage suivant la méme droite que lui, mais dans Ja direction opposée. 

Nous ayons vu au § 8, que dans ce cas doivent se former le long de la 
droite des ondes stationnaires, la distance d’un ventre au noeud voisin étant 


de 


des vibrations incidentes et réfléchies. 


X. Ces ondes stationnaires se forment en fait par suite de l’interférence- 


234 MECANIQUE. —- CHAP. V 


Les positions des nceuds et des ventres sont faciles 4 trouver. 

Si le second milieu est le moins dense, il doit y avoir un ventre a la surface 
de séparalion, car, comme nous l’avons vu, la particule limite A vibre avec 
l'amplitude 6 > a (dans le cas limite 6 = 2a). Si au contraire le second 
milieu est le plus dense, on a pour l’amplitude b < a (dans le cas limite 
b = 0) etil doit y avoir un neud a ta surface 
de séparation. r 

On peut raisonner plus rigoureusement 
comme il suit : 

1. Réflexion sur un milieu moins dense 
(6, <6). Au point M (fig. 103), situé a une 
distance MP — z de la surface AB, interfé- 
rent deux rayons, dont la différence de marche 
est évidemment MP -+- PM = 22. Nous 
savons (page 211) que des renforcements 
des vibrations, c’est-di-dire des ventres se 


; ; \ i “aaa 

forment aux points pour lesquels 22 = 2n 5 out = nse est-a-dire aux 
. Z i > 3 - . - . ? 

points « —o0, eR OF eo tee Des affaiblissements des vibrations, c’est- 


a-dire des noeuds se forment aux points ou la différence de marehe 


mi ie teak ‘ a. 3, Sau 
2% = (on + 1)- our = n--+-, cest-a-dire pour 7 =—, —X, en 
ea FF aa ks ce eee yt ie Ma 
2. Réflexion sur un milieu plus dense (6, > 6). Si l’on a NQ = aw, en N 


; ; ahi FM 
interférent deux rayons, dont la différence de marche est 2” + 37 car une 
‘demi-longueur d’onde est perdue au point Q. 
% 
Kd A + 
Les ventres s’obtiennent pour 22” +- . == pay 3 On en A ee c’est-a-dire 


4 


2-135, 75 : : ore 
Pea pg i, h 2, 7A, etc. ; les noowds se forment JA ou la différence 
d I A 1a Ss 
de marche 22 + — = (2n + 1)- ou cz =n -, c’est-a-dire pour 2 = 0, 
2 \ 2 2 


x 
She 3 h, 2A, etc. 
2 2 


On a représenté sur la figure 103, la position des ventres (n) et des neeuds 
(y) dans ces deux cas, 

On a représenté sur la figure ro4, a l'aide d’une courbe en trait contina, 
mais plus fin, la disposition des particules du rayon incident pour neuf ins— 
tants successifs, ¢, t ++ “6 PP ie ~ T, etc., jusqu’a ¢ + eh Ls + Le 
(par exemple abed dans les lignes | et II). La courbe est prolongée dans le 
second milieu en pointillé et rabattue sans perle d'une demi-longueur d’onde 
(8; <6) @ gauche, ot le pointillé représente la vibration réfléchie, qui coin— 
cide dans les lignes I et IX avec la courbe de la vibration incidente, La courbe 
du trait plus fort représente la distribution des particules de la vibration 
résultante; dans la ligne V cette courbe coincide avec la droite O'O. Nous 


‘ —— a 
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voyons que la particule qui se trouve 4 la limite accomplit des vibrations 
d’amplitude double, il en est ainsi aux points M et N des lignes I et IX; ils’y 
trouve un ventre. Le point O qui est a la distance jh de la limite de deux mi- 
lieux (la lettre O doit se trouver sur la ligne I] au point ot b'd' coupe la droite 
horizontale) reste au repos; c'est un noeud. 


En 0’ (lignes I et Il) il ya de nouveau un ven- 
tre, en O' un neeud. 


Nous n’ayons considéré jusqu’ici qu'un 
rayon incident unique et obtenu des ventres 
et des neeuds en des points séparés. Si l’on 
considére au contraire une onde plane inci- 
dente on obtient altermativement des surfaces 
de mouvement maximum et des surfaces de 
repos ; ces dernitres s’appellent des surfaces 
nodales. 


2 


16) 


Quand des vibrations ne se propagent que 
dans deux dimensions en formant des lignes 
donde (page 220), et se réfléchissent sur une 
ligne délimitant le mifieu donné, il se forme 
par suite de l’interférence des vibrations pri- 
mitives et des vibrations réfléchies des régions 
A mouvement plus ample (ventre) limitées par 
-des-lignes de repos relatif ou méme complet. 
Ces dernitres s’appellent des lignes nodales. 

La formule (26,@) nous permet d’écrire 
Péquation des ondes stalionnaires formées par 
une réflexion tolale, c’est-a-dire quand on 
suppose que les amplitudes des vibrations in- 
-cidentes et réfléchies sont les mémes (a). 
Dans ce cas l’amplitude aux ventres est 
A = 2a, aux neeuds A — 0. Si le second mi- 
lieu est le moins dense, il y a un ventre a la 
‘surface de séparation (comme par exemple au 
point O sur la figure 84), et par conséquent 
Véquation de Ja vibration a la distance x de 
cette surface s’exprimera par la formule 


(26, a) de la page 217. 


(41, a) ¥ == 20 COs on = sin an a 

Le temps est compté ici 4 partir du début de l'une des vibrations du point 
«= 0, 0u de lun des points situés en « — 0 et x =}: 4. Si le second mi- 
lieu est le plus dense, nous avons un neeud A la surface de séparation. Dans ce 
cas, Péquation de la vibration est 


{4r, b) ‘ y = 20 sin an 
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Le temps ¢ est compté ici a partir de l’instant, ot l'un des points situés 
entre x =o et « =): 2 commence a vibrer. 


18. L’action de propagation. Les surfaces d’égale action 
d’Hamilton. — Quand on fait abstraction des phénoménes d’interférence 
et de polarisation, il est plus simple d’étudier la propagation de l’énergie 
rayonnante, en partant uniquement de la notion de rayon reetiligne., Non 
seulement on peut rattacher a ce seul point de vue la théorie de la réflexion 
et de la réfraction ordinaires, mais aussi, comme I’a fait Laptace (1809), celle 
de la double réfraction (Tome II). Nous insisterons surtout ici, de méme que 
dans les paragraphes précédents, sur le coté géométrique de la question ; nous 
reviendrons dans le Tome II sur sa signification mécanique. 

Introduisons avec Laptace et Hamitron ce qu’on peut nommer l’aetion de 
propagation, savoir l’intégrale 


A = | nds 


prise suivant un rayon a laquelle on donne quelquefois le nom de chemin op— 
tique; n est la lenleur de propagation ou encore l’indice absolu de réfraction (page 
18), et ds est l’élément linéaire du rayon, de sorte que 
ds* = dx? +. dy? + dz?; 
nous poserons en outre 
Spent dz oe dy _ edz 
= ds’ nls? re eas 

Pour simplifier, nous supposerons actuellement n constant dans un méme 
milieu, quels que soient «, y, z et les cosinus directeurs «, 8, y du rayon; de 
plus, «, 8, y seront eux-mémes constants, de sorte que le rayon sera rectiligne 
ou du moins composé de parties rectilignes finies. 

Envisageons d’abord seulement deux milieux, caractérisés par les constantes- 
n, et n:, et considérons la variation de l’action entre deux points fixes, Pun P 
appartenant au premier milieu, l’autre Q au second, et soit M le point ow la 
partie rectiligne qui part de P se continue par la partie rectiligne qui aboutit 
a Q. Désignons par §, 4, ¢ les coordonnées du point M, par %, (y, %1 et %, 
82, v2 les cosinus directeurs respectifs des deux rayons MP = s, et MQ = 8p- 


Considérons la variation de l’action entre les deux points P et Q : 
® 


Q Q 
$A 20 nods = if n(adda + Bédy + yédz). 
P P 


En échangeant les signes de différentiation et de variation et en intégrant. 
par parties, nous aurons, puisque les deux rayons MP et MQ sont rectilignes : 


6A ——— (ny x4 + Nya) OF — (n,By fe 289) oy > (ny1 + N32) 06. 


Si nous cherchons les surfaces telles que éA = 0, nous voyons qu'elles 
doivent satisfaire 4 l'équation aux différentielles totales : 


dA = nyds; ——n,ds5 —"0, 


L’ ACTION DE PROPAGATION 2397 
et qu’elles forment une famille 
AN nS, = Nosy — const. 


On en déduit immédiatement que, }, p, v étant les cosinus directeurs de 
la normale a la surface séparative des deux milieux, I l’angle avec cette nor- 


male du rayon MP, R I’angle du rayon MQ, ona 


Nyt, + Net, = A(ny cos I + ny cos R) 
ny8, ++ n282 = p(n, cos I +- nz cos R) 
M1 + NY2 = y(n, cos I + ny cos R). 


Ces relations expriment que la résultante de deux segments égaux a ny, ny 
et portés 4 partir de M suivant MP, MQ, est normale a la surface de sépara- 
tion des deux milieux ; elles contiennent toutes les lois de la réflexion et de 
la réfraction ordinaires ; il en résulte notamment |’équation bien connue 


n, sin | — ng sin R= oa. 


Réciproquement, si ces lois sont satisfaites, les rayons issus du point P 
dans le premier milieu vont aboutir dans le second milieu en un méme 
point Q. 

Lorsque la surface séparative est quelconque, on voit, d’aprés ce qui précéde, 
que si les rayons partent d’un méme point P dans le premier milieu et si l’on 
prend sur chaque rayon dans le second milieu une longueur MQ telle que 


A = ns, + ngs, = const., 


les lois de la réflexion et de la réfraction ordinaires étant satisfaites, on 
pourra considérer action A comme une fonction des coordonnées x, y, z du 
point Q, telle que 

a fae oA ai oA ve 

er 242, ay 2725 ore 2725 
cest ce qui résulte immédiatement de la valeur actuelle de 6A, qui s’obtient 
en ajoutant a celle écrite ci-dessus la partie provenant de l’intégration par 
parties qui est relative au point Q. 

On voit donc que la surface 


Net S Ths) =F CONSE. 


est coupée orthogonalement par la seconde partie rectiligne ns, du rayon 
qui aboutit en Q. Hamitron a donné a une telle surface le nom de surface 
"égale action; elle n'est autre que la surface d’onde d’Huverns. On voit en 
effet que si, autour de chaque point de la surface séparative, on décrit une 
sphére avec un rayon dont le produit par n, est égal 4 une quantité constante, 
diminuée du chemin optique que l’énergie rayonnante a parcouru ayant 
d’arriver a la surface séparative, l’enveloppe de ces spheres sera une surface 
A = cons!. coupée orthogonalement par la partie n3s, du rayon. 
Ces considérations se généralisent évidemment pour une suite quelconque 
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de milieux. Quant des rayons sont issus d’un point et ont été réfléchis ow 
réfractés un nombre quelconque de fois, les rayons du systéme final sont 
coupés orthogonalement par la famille de surfaces pour lesquelles 


aN ee : 
A = 2 == const. ; 
Lt 


N F : 5 f 
» ns représente la somme des divers chemins optiques parcourus, par. chaque 
rayon, a travers la suite de milicu considérés, et les surfaces A = const. sont 


des surfaces d’égale action identiques aux surfaces d’onde d’Huycens. 


19. Propriétés des systémes de rayons rectilignes. — Avant 
Waller plus loin, nous ferons quelques remarques sur les systémes de rayons. 
reclilignes, Par rayon rectiligne, nous entendons une droite le long de laquelle 
énergie rayonnante est propagée, et par sysléme de rayons rectilignes un 
nombre infini de telles droites, liées par une loi analytique ou une propriété 
commune quelconques. C’est & Matus (1807) que l’on doit d’avoir introduit, 
pour la premiére fois, l'étude de ces systeémes dans la Physique. 

Il a envisagé d’abord les systémes de rayons partant de tous les points de 
espace, dans une direction déterminée pour chaque point, autrement dit les 
systémes de droites dépendant de trois paramétres arbitraires. Un tel sys- 
teme s’appelle aujourd’hui, suivant une dénomination due 4 Priicker, un 
complexe de droites. Matus a prouvé que si l’on prend une droite D du 
complexe, partant d’un point O, toutes les droites infiniment voisines, qui 
rencontrent D, partent de points situés sur un céne du second ordre, ayant 
le point O pour sommet et la droite D pour l’une de ses génératrices. 

Matus a considéré ensuite les droites qui ont leurs points de départ sur une 
surface déterminée quelconque, autrement dit les droites dépendant de 
deux paramétres arbitraires seulement. Un tel systéme porte actuellement le 
nom de congruence de droites et posséde les propriétés générales suivantes. 

Il passe un nombre limité de droites de la congruence par un point quel- 
conque de l’espace. Appelons surfaces de la congruence les surfaces engendrées 
par des droites de la congruence, choisies d’ailleurs de la maniére la plus 
arbitraire. Si l’on considére toutes les surfaces de la congruence qui contien- 
nent une méme droite, il existe sur cette droite deux points pour lesquels 
toutes ces surfaces admettent le méme plan tangent, quelle que soit la loi 
suivant laquelle on ait assemblé les droites qui les engendrent; on désigne 
ces points sous le nom de points focaux. Le lieu des points focaux de toutes 
les droites de la congruence, qui est en général constitué par deux nappes, 
s'appelle la surface focale de la congruence. Les droites de la congruence sont. 
tangentes en leurs deux points focaux & la surface focale. Les différentes sur- 
faces de la congruence, qui contiennent une droite déterminée de cette con- 
eruence, sont toutes tangentes & la surface focale aux deux points focaux 
situés sur cette droite. 

Si lon assemble les droites de la congruence, de telle maniére qu’elles 
‘aient une enveloppe, c’est-a-dire qu’elles engendrent une surface développable, 
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les arétes de rebroussement de toutes les. développables ainsi obtenues se 
trouvent sur l’une ou l’autre des deux nappes de la surface focale. H suit de 
1a qu’une droite de la congruence fait partie de deux développables seulement, 
lune ayant son aréte de rebroussement sur la premiére nappe et l’autre ayant 
son aréte de rebroussement sur la seconde nappe. 

Désignons par les lettres (C), (C’) les arétes de rebroussement, situées res- 
pectivement sur la premiére et la seconde nappes, des deux séries de dévelop- 
pables que nous venons de définir. Les premitres développables, ayant pour: 
arétes de rebroussement les courbes (C), touchent la seconde nappe suivant 
des courbes (D’). Les secondes, ayant pour arétes de rebroussement les. 
courbes (C’), touchent de méme la premiére nappe suivant des courbes (D). 
Il y a une relation géométrique essentielle entre les deux familles de courbes 
tracées sur la méme nappe (C) et (D), ow (C’) et (D’). Les tangentes aux dif- 
férentes courbes (C), aux points ou ces courbes rencontrent une méme courbe- 
(D), engendrent, par hypothese, une surface développable ayant son aréte de 
rebroussement sur la seconde nappe. Les courbes (C) et (D) forment donc ce 
que Dupin a appelé un systéme conjugué, et de méme les courbes (C’) et (D’) 
forment un systeme conjugué sur la seconde nappe. 

Nous renyoyons, pour la démonstration de ces propriétés des congruences. 
de rayons rectilignes, a Pouvrage de G. Darsoux, Lecons sur la Théorie géné- 
rale des Surfaces, vol. If. 


20. Les congruences de normales. Théoréme de Dupin. — Dans 
une congruence quelconque, deux surfaces développables de systémes différents 
se coupent, en général, sous un angle quelconque ; mais, si les droites de Ia 
congruence sont normales a une surface et par suite 4 une infinité de surfaces 
paralléles, cet angle devient droit; et réciproguement, lorsque des droites 
sont le lieu de l’intersection de deux systtmes de surfaces développables. 
orthogonales, elles sont normales 4 une série de surfaces paralléles. Ces deux 
théorémes, qui sont dus a Monae, l’ont conduit a la théorie des lignes de 
courbure. 

Matus (1807) a montré Ie premier que, dans la réflexion ou la réfraction: 
ordinaires, si les rayons incidents émanent d’un point, les rayons réfléchis ou 
réfractés par une surface donnée sont le lieu de l’intersection de deux systémes. 
de surfaces orthogonales développables, et sont par conséquent. normaux a 
une série de surfaces paralléles. Les rayons incidents constituent évidemment 
une congruence de normales ; on voit donc que la réflexion ou la réfraction. 
conservent ce dernier caractére 4 la congruence réfléchie ou réfractée. 

Les considérations suivantes, qui sont dues 4 Hamitron, en nous ramenant 
a la notion des surfaces d’égale action (§ 48), vont nous permettre d’arriver: 
a une proposition beaucoup plus générale. 

Considérons une congruence, dont les droites ont leur point de départ sur- 
une surface quelconque ©, assujettie & l’unique condition de ne pas étre 
formée par des droites de la congruence. Les cosinus directeurs «, 8,  de- 
Yune quelconque des droites de cette congruence sont des fonctions déter-- 
minées des coordonnées £, 7, ¢ du point ou cette drovte rencontre la surface ©. 
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Nous allons montrer que la condition nécessaire et suffisante, pour que les 
droites soient normales a une méme surface, est que l’expression 


adé + Bdy, + ydz 


sot une différentielle exacte, pour tous les déplacements qui s’effecluent sur la 
surface 3. 

Cette condition est nécessaire ; en effet, si x, y, z sont les coordonnées du 
point ot la droite de la congruence est normale 4 une surface A, on aura 


(43) adx -+ Bdy + ydz =o. 
On peut écrire 


(44) © ==. =— 08, 1) nes LiiG 


Ys. 


s désignant la distance des deux points (&,-7, ¢), (2, y, z). Si l’on remplace 
x, y,z par ces valeurs, dans l’équation (43), on trouve 


ds == adi + Bdy + dl; 


le second membre est donc Ja différentielle de la fonction s. Réciproquement, 
si le second membre est la différentielle exacte d’une certaine fonction s, le 
point défini par les équations (44) vérifiera la relation (43), et toutes les 
droites de la congruence seront normales a la surface lieu du point (a, y, z). 

Imaginons maintenant que, par chaque point (x, y, z) de l’espace, on mene 
une droite. Les cosinus directeurs de celte droite sont des fonctions données, 
mais quelconques, de a, y, z, et la droite dépend, en général, de trois para- 
metres ; autrement dit, elle engendre ce qu’on appelle un complexe de droites. 
La condition nécessaire et suffisante, pour que les droites forment une congruence 
(au lieu d’un complexe) el soient normales a une surface, est que expression 


ibe =e Bdy + ydz 


soit une différentielle exacle, pour tous les déplacements possibles du point (2, y, z). 
Il suffit, pour reconnaitre que la condition est nécessaire, de répéter la 
démonstration précédente. D’autre part, si l’on a, par hypothese, 


ada + Bdy -+ ydz = dA, 
on pourra écrire 
pation oA oA 


ax’ pa \ Sawer hI 


oA\2 (Oy 4 (By ar 
i .7 af 3) Sh 


La proposition se raméne donc a la suivante, qui est bien connue : Elanl 
donnée une fonclion A satisfaisant a Véquation précédente, les surfaces 


ce qui donnera 


A = const. 


sont loutes paralléles a l'une d'elles. 
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On peut déduire tres simplement des résultats précédents un théoréme 
célébre, dont la premiiére idée revient, comme nous l’avons dit, & Matus, 
mais qui n’a été complétement établi que par les efforts combinés de Durr, 
de Gerconne et de Quéreter (1825-1827). 

Si des rayons lumineux sont normaux & une surface, ils ne cessent pas de 
conserver cette propriété aprés un nombre quelconque de réflexions et de 
réfractions. 

Soient deux milieux d’indices n, et n, ; désignons, comme dans le § 18, par 
a1, Bi, Yi» %2, Bo, Yo, A, #, v les cosinus directeurs du rayon incident, du rayon 
réfracté et de la normale a la surface séparative des deux milieux. Sans faire 
aucune hypothése sur le point de départ du rayon incident, nous aurons, 
ainsi que nous l’avons établi (page 237), 

aye - Bydy Yo = — “? (aad? + Body + ad). 


1 


Si les rayons incidents sont normaux a une surface 5,, le premier membre 
sera la différentielle d’une fonction A,, que l’on pourra considérer comme la 
distance du point (&, 4, ¢) de la surface séparative au point ot le rayon coupe 


normalement la surface A,. Mais alors, en vertu de la formule précédente, 


aad + B.dyn + Yodt 


; saps : in : \ 
sera aussi une différentielle exacte — q(t A,), et par suite les rayons réfrac- 
n J 
2 


tés seront aussi normaux 4 une surface ©,. On obtiendra le point oti le 


, n 
rayon réfracté coupe normalement , en portant la longueur — —! Ay, dans 
I 


a 
le sens déterminé par son signe (la réflexion pouvant étre assimilée & une 
réfraction d’indice — 1), sur le rayon réfracté. On retombe donc de nouveau 
sur la construction de la théorie ondulatoire et, comme dans le § 18, il est 
facile de retrouver toutes les lois de la réflexion ct de la réfraction ordinaires, 
par l’introduction des cosinus directeurs 4, », v de la normale & la surface 
séparative des deux milieux. 


21. Principe de Doppler. — Imaginons que’sur un point A (fig. 105) 
agisse une force, qui fait prendre a la particule A Pay 
du milieu un mouvement vibratoire harmonique a BiB B; 
de période T et entretient ce mouvement d'une cae 
fagon continue. Nous appellerons la cause de la - 
production d’une telle force la source de vibration ae C 
(par exemple un corps résonnant, un corps lumi- ikaw B 
neux, un corps vibrant et frappant la surface d’un Sr 


liquide, etc.). Les vibrations se propagent le long 
de la droite AB avec la vitesse v; la longueur 
d’onde A, la vitesse v et la période T sont liées par l’équation [(1), page 202, 
(45) jee ah 

Cuwotson, -— Traité de Physigue J,. ; 16 
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Désignons par n le nombre des ondes partant dans l'unité de temps de A, 
c’est-a-dire le nombre de ses vibrations. On a par définition Tn = 1, ce qui 
nous donne, voir {3) page 202 (ou le nombre des vibrations est désigné 


par N), 
(46) )) Shs 


Supposons en outre qu’en B se trouve un observateur qui puisse déterminer 
le nombre n, des ondes passant devant lui dans l’unité de temps, c’est-a-dire, 
dans le cas de vibrations longitudinales, qui puisse compter le nombre de con- 
densations qui se forment 4 un endroit, et dans le cas de vibrations transyer- 
sales, reconnaitre combien de fois une particule située auprés de lui passe en 
vibrant par sa position d’équilibre. Admettons enfin qu'un mouvement propre 
a la source A et & l’observateur B soit possible le long de la droite AB. Dans 
le premier cas, ceci signifie que les différentes vibrations produites par la 
source A, a des intervalles de temps égaux T’, prennent naissance successive- 
ment aux différents points du milieu, ot se trouve la source elle-méme aux 
instants correspondants. Si au contraire l’observateur se déplace, nous suppo- 
serons, qu’il n’a pas conscience de son passage d’une particule du milieu a 
une autre, mais qu'il détermine simplement soit le nombre des condensations, 
soit le nombre des passages, par la position d’équilibre, ou d’une maniére 
générale le nombre n, des répétitions d’une méme phase qui se produisent 
pendant l’unité de temps dans son voisinage. Nous supposerons en outre que 
la source A a commencé a produire ses vibrations assez tot, pour qu’elles 
aient pu déja se propager au dela de l’observateur. 

Désignons par u la vitesse de l’observateur B, par u’ celle de la source A, 
et considérons ces deux vitesses comme positives, si A et B se rapprochent 
l'un de l’autre (c’est-a-dire si AB diminue ; voir les fleches de la figure 105). 

Il s’agit de déterminer le nombre n;,, pour différentes valeurs de u et de w’. 
Quatre cas différents sont 4 distinguer : 

I. L’OsservATEUR ET LA SOURCE DES VIBRATIONS SONT IMMOBILES (U = 0, 
u' == 0). — Dans ce cas, il est évident que toutes les vibrations qui partent 
de A, a intervalles de temps égaux, parviennent au point B, avec les mémes 
intervalles de temps ; par conséquent ny =n. 

I]. L’osservateur B sz pipLacr Avec LA VITESSE u, comptée positivement 
dans la direction de Ja source A. Pendant un certain intervalle de temps <, 
Vobservateur passe de B en B,, en parcourant le chemin « = ut. Pendant ce 
temps, n,t ondes passent devant lui. Ce nombre est plus grand que le nontbre 
nt des ondes qu’il aurait rencontrées, sil était resté immobile, d’autant 
d’ondes qu’il se trouve dans l’intervalle BB, =, c’est-a-dire des =: + ondes. 


ut : v 
Nous avons done nyt == nt + +» ou en substituant 4 — 7) en vertu de (46) 
. if 


et divisant par t : 
v+u 
Vv 


Yh n ——— i 
2) 


Siu était négatif, égal & — wy, et si l’observateur était passé dans le temps + 
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: c Le v—u v-+u 
de B en By, nous aurions eu nyt — nz ae d’ol ny =n +—n : 
v v 


En réunissant les deux formules, on obtient, quand l’observateur se déplace 
avec la vilesse u (comptée positivement dans la direction de la source) : 


OS at! 
v 


(47) my =n 


Ill. La source pes viprAtions A SE DEPLACE AVEC LA VITESSE w’, comptée 
positivement dans la direction de l’observateur B. 

Soit AC = > la longueur d’onde. Si A restait immobile, des phases iden- 
tiques (par exemple des condensations ou des passages par la position d’équi- 
libre) se propageraient vers la droite en restant & la distance A l’une de 
lautre. 

Supposons que pendant la durée T d’une période, la source s’est déplacée 
de A en A,, c’est-a-dire de la distance AA, = ¢ — wT. Maintenant les 
phases identiques se propageant vers la droite sont & une distance l’une de 
Vautre égale a CA, = 2,. Comme la vitesse de propagation v ne se modifie 
pas, la formule (46) nous donne v = nk = njh,, d’ou l'on tire 


. “ d - d . vT at 
— i ——— = nN rn ae 
: vi \—o vl — uT v—u 

Si la source avait encore une vitesse négalive u’ —= — u,’ et si elle était 
passée de A en A, pendant le temps TT’, en B seraient parvenues des ondes de 

= Vv Vv 
longueur plus grande ), == A + cet nous aurions eu ny =n 7==n e 
V+, U—wU 


En réunissant les deux formules on obtient pour le cas ou la source se déplace 
avec la vilesse w’ (positive dans la direction de ]’observateur). 


v 
Lh8 == he — 
(48) : v — wu’ 

IV. L’osservaTeuk ET LA SOURCE SE DI:PLACENT AVEC DES VITESSES U ET u’, — 
Par suite da mouvement de la source, le nombre n des vibrations qui par- 
yiennent 4 l’observateur pour u = 0 et vu’ =o augmente dans la proportion 

Vv . . 

———,, parce que les ondes sont raccourcies pour u’ > o. Par suite du mou- 
y—u 
vement de l’observateur le nombre des ondes qui passent devant lui augmente 


. utu 
encore (pour u > 0) dans la proportion ———. Ona donc 


v (i oh 
i He 
iu v 
ou finalement 
v+u 
449) i: alee 


Considérons maintenant quelques cas particuliers. 


ahh MECANIQUE. —= CHAP. V 


1. L’observateur se rapproche de la source avec la vitesse v ; on a alors u—=v 


et la formule (47) donne nj = 2n. — Il semble a Vobservateur que la période 
des vibrations a diminué de moitié. 

2. L’observaleur s’éloigne de la source avec la vitesse v; on a alors u = -——v 
ef d’aprés (47) n, == 0. — La particule semble immobile & Vobseryateur qui 
se déplace en méme temps avec une phase quelconque. 

3. La source s’éloigne de Vobservaleur avec la vilesse v. On a alors u! = — v 


et daprés (48) ny = ~ n. — Il semble a l’observateur que la période des vibra- 


tions est doublée. 
4. La source se rapproche de l'observateur avec la vitesse v. On a alors ul = v 
et (48) donne ny = © . — C’est un cas limite ot les ondes arrivent & l’obser- 
vateur avec une longueur infiniment petite. 
5. La source et Pobservateur se déplacent respectivement avec les vitesses u et u'. 
— La formule générale (49) se rapporte a ce cas. 
Les trois formules (47), (48) et (49) montrent, que le changement apparent 
du nombre des vibrations ne dépend. pas seulement de la vitesse relative de la 


> 


source et de Vobservaleur. En désignant cette vitesse relative par e = u-+ uw’, 
nous pouvons mettre (49) sous la forme 


Ustad 
n= n ———_ 
v + u —€ 

ou 
aS a2 


nn 
: emo, 


Ces formules montrent nettement, que n, dépend non seulement de ec, 
mais aussi de u ou de u’. Dans le cas de ¢ = 0 nous avons ny = n pour toute 
valeur de uw’ — — u, si l’on excepte le cas limite u’ — — u = v, ot l’obser- 
vateur et la source se déplacent avec la vitesse v, dans la direction de la 
source vers l’observateur, et oti les vibrations n’atteignent pas du tout l’obser- 
vateur. 

Dans le cas du mouvement simultané de l’observateur et de la source avec 
la vitesse v dans la direction contraire, c’est-a—dire de l’observateur vers la 


source, nous avons u == — wv —vetn—=n. 
Quand u et w’ sont trés petits relativement a v, nous pouvons écrire (49) 


sous la forme suivante : : 
u u’ Cc 
(50) iin =O (1+ 2$*) on (142). 
VU v 


22. Les transformations de W. Voigt et de H. A. Lorentz. Pre- 
miéres notions sur la théorie de la relativité. — Reprenons I’équa- 
tion d’un rayon, que nous écrirons, en introduisant la vitesse v de propaga- 


tion, 


(51) y = asin 7 (¢— 2). 


(58) 


(59) 


NOTIONS SUR LA THEORIE DE LA RELATIVITE 2h5 


On vérifie facilement que la fonction y de « et de ¢ satisfait A l’équation 
aux dérivées partielles 


2 


fs azy a2 

(3) e at ah a 
ou encore, en effectuant le changement de variables 
(53) n=ax2+0l, c=«— vl, 
a l’équation 
(54) kc ary 

Nous indiquerons plus tard l’origine mécanique de l’équation (52), que 
l'on appelle l’équation des cordes vibrantes ou aussi l’équation du mouvement de 


propagation par ondes planes dans un milieu isotrope. 
Cherchons s'il existe une transformation ponctuelle 


(55) ey (ao) Sea, Gy = fly’, 09) 
telle que l’on ait 

= oy és ay’ 
ss anat  Bn'3t” 


i ne dépendant pas des dérivées de y’. Comme nous aurons 4 plusieurs re= 
prises 4 nous poser des problémes de ce genre, nous donnerons ici explicite- 
ment les calculs. Nous avons 


a ED aes oye, of 
any’ dy” Meee a. -3F 


(57) a’y eS af a’y’ a?f ay’ ay’ i aps ay’ of oy! ae 3 
T) anat ay’ anaes ay’? an 2 = ay’at on By'dy BO as 


D’autre part 


ay ay’ an! ay’ a ay oy on) oy Ot" 
an a7’ dy av’ an’ aceon, at av’ at 
ary’ ary'anian’ , ary’atiag’ any’ es ay’ a'n’ ay! art! 


(anas om’? dy d6 | XC? ay v © anat/\an a © aan/ * an/anat ° af’ arat 


En portant les expressions (58) dans (57), il vient donc 


/ 
ory af | ary'an/an’~ aty’at'at’ —a*y’ (22% | ay’ a*n’ ay’ | 
—S>S= = *- — Ye ; : 7 
anos ay’ an/2an a © atl2an a © an/at’\an af — af ay, an’ anos = a anal 

: arf fey" an vf ay’ at cor ax! ay’ ) 
oy an’ on =a! an/ \an’ allt’ 
/ 2 
of /ay' an’ ay’ a OLs (DVe Whee oY o°f 
che ( ete fey 2° \ 4: Pf. (2 3 a3 


dx! an at! an ay'an, \on’ at at’ af anot 


a ay’at 
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Pour que le second membre de cette relation (59) se réduise 4 la forme 
indiquée dans (56), il faut d’abord que l'on ait 


>? 
(60) ay”? == 10, 
c est-a-dire 

(60, a) fat By’, 


a et 8 ne dépendant que de » et ¢. Les autres conditions qu’entraine la’ rela— 
tion (56) s’écrivent alors 


on! on ot! af! 
pi =0, B= =o, 
an of on 95 
oP a°8 ; 
7 =O, eee) 
(61) anot anat 
g 071! 08 on we ap on 


anol at on a Gy 


ones, OS Ou a aS 


Parmi les transformations ponctuelles qui satisfont aux conditions (61), se 
trouvent celles ou l’on a 


(62) a=0, B=1, wW=en), ¢= 4, 


qui définissent le groupe d’ordre infini de transformations bien connu (2 
Considérons le cas particulier ou l’on a 


wy, u 
(63) n=(t+")q, =(1—"y, 
v v 
u étant une constante arbitraire. En revenant aux variables primitives ‘et en 


désignant par a’, t’ les quantités qui se déduisent de 7’, ¢’ de la méme ma- 
niére que a, ¢ se déduisent de 4, ¢. on obtient 


Uu 
(63, a), eo! = - vt’, a . av’ + vl, 
iL . 
52 = i vl —- 4 x-+ ul 
(63, b) co owe: vi 5 
ye aie v 
(1) Sopnus Liz. —. Zur allgemeinen Theorie der partiellen Differentialgleichunger 


beliebiger Ordnung, p. 125, Berichte der math.-phys. Kl. d. K. Stichs. Ges. der W. 
Leipzig, 1893. 
E. Goursar. — Legons sur les équations aux dérivées partielles du second ordre, T. 2, 


p-.191, Paris, 1898. 


i 
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Cette transformation que W. Vorer a donnée en 1886 et A laquelle il est 
arrivé par un calcul analogue au précédent, sur lequel nous reviendrons plus 
tard, conduit immédiatement a une formule identique a celle du principe de 
Doprter. Introduisons, en effet, les nouvelles variables x’ et t’ dans (51); 
nous trouvons 


perce W\ (yy _& 
(64) y! =a sin “> (: “) (1 a 
et nous avons la nouvelle période T’ donnée par la relation 
(65) T=T(r+3), 
c’est-a-dire par une formule équivalente 4 (47). 


Une transformation analogue a (63) et particulitrement intéressante s’ob- 
tient en posant 


(eabak 1—- 
(66) = deg ad 
I— - I+ - 

0) UV 


d’ou l’on déduit 


46! BS ay eae of 
(66, a) i jezcg ve == se ee 
; u? ie 

ee race 

Cage ea, 
(66, b) (ee 


On a alors la transformation considérée par Lorentz (1904) dans |’Elec- 
trodynamique des corps en mouvement (Tome IV). Elle conduit a prendre, 
pour le principe de Dorprer, la formule suivante, donnée par Erysrein 


(1905), 


(67) T=T 


qui différe de la relation (65), mais qui en sera rapprochée plus loin. 
L’intérét que présente la transformation (66) vient de ce que l’on a 


(68) ayndt =sdy/ dt 
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ou, en reyenant aux coordonnées primitives, 


(68, a) dx? — vidi? = da'*? — vdt'?. 


Sous cette forme, elle donne lieu 4 une interprétation géométrique, qui a 
été indiquée par H. Porncaré (1906) et par H. Minxowskxt (1907). Posons 


2 gy be Se 
(2 == Ws y =e, 


nous aurons 


(68, b) da? +- dy? = da'® + dy’, 


et la transformation elle-méme s écrit 


u 
+ 1-y Sh San oe fy 
f ! J) : 
i ; a ? 
u> u? 
Vs I — + 
(be = 


cette transformation constitue donc une rotation imaginaire dans le plan des 
xy autour de lorigine. 

Considérons u comme une vitesse constante, dont l’axe des x’ est animé 
relativement & l’axe des «. La transformation de W. Vorier conduit trés 
naturellement 4 mesurer le temps, soit pour un observateur fixé sur ]’axe des 
x ou pour un observateur fixé sur l’axe des x’, par le chemin vé ou vi’ que 
parcourt, pendant ce temps, un. phénoméne qui, dans les deux cas, se’ pro- 


page avec la méme vitesse v. Si nous envisageons, en particulier, les, deux 
mouyements harmoniques 


y=asin 


i 
ae 
= 
£18 
Se 


et 


7 ea eee 
Ye =O 7 (1 =) 


le second observateur, ne pouvant connaitre la période T, mais seulement la 
période T’, sera eocapalle de savoir qu’il est emporté relativement a V’axe des 

x avec la vitesse u. 

D’une maniére générale, Ja théorie de la relativité a pour but de traduire 
ce fait expérunental qu’aucun phénoméne physique n’a pu jusqu’ici mettre en 
évidence un mouvement absolu dans l’univers. Nous reviendrons plus tard 
avec tous les développements nécessaires, en particulier dans le Tome IV, 
sur cette importante théorie. Nous nous bornerons, pour le moment, a indi- 
quer les conséquences qu’elle entraine dans la mesure des distances et des 
temps. 


Prenons, par exemple, la transformation (66, b) et envisageons respective- 
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ment sur les axes des « et des x’ deux points 2,, x, ou z\, 2). Si l’on a 
t, = ty, on trouve 


Pour l’observateur fixé sur l’axe des a’, la distance entre les deux points 
considérés, mesurée avec un métre absolu, est donc plus grande que celle 
mesurée, avec le méme metre absolu, par l’observateur fixé sur l’axe des 2, 


2 
dans le rapport de 1a ices a Cette dilatation est celle que presque 


simultanément Firzceratp (16 juin 1892) et Lorentz (26 novembre 1892) 
ont proposé d’admettre pour expliquer l’insuccés des expériences faites en vue 
de révéler, par les phénoménes optiques, le mouvement absolu de la Terre 
(Tome II). 

Deux instants au méme point ne comprennent pas non plus le méme 
intervalle de temps sur l’axe des x ect sur l’axe des a’. Si l'on az, = x, 
la transformation (66, b) donne 


En prenant la transformation (63,6), on aurait, dans le méme cas, 


te et 


ce qui rapproche les formules différentes (65) et (67). 

Nous ferons une derniére remarque. La Mécanique classique obéit déja a 
une loi de relativité. Newton, dans le corollaire V de ses lois du mouvement 
sexprime en effet ainsi : « Corporum dato spatio inclusorum iidem sunt 
motus inter se, sive spatium illud quiescat, sive moveatur idem uniformiter 
in directum sine motu circulari », c’est-a-dire les mouvements des corps enfer- 
més dans un espace quelconque sont les mémes entre eux, soit que cet espace soit 
en repos, soit qu’il se meuve uniformément en ligne droite sans mouvement circu- 
laire. Traduit analytiquement, ce corollaire veut dire que la transformation 


(66, b) se réduit & 
== 2 — ul, ie 


ce qui correspond au cas ou v est infini. 
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CHAPITRE VI 


LA GRAVITATION UNIVERSELLE 


4. Loi de la gravitation universelle. — Toutes les parties de la ma- 
tiére existant dans le monde, qui sont accessibles & nos observations, mani- 
festent, au moins en apparence, l’existence d’une action mutuelle de nature 
particuliére qui, & un point de vue purement' extérieur, consiste en ce qui 
suil. Supposons que nous ayons deux masses m et m, de forme absolument 
quelconque, dont les dimensions soient trés petites par rapport a leur distance 
relative r. L’observation nous apprend immédiatement que la présence de 
lune de ces masses provoque l’apparition d’une force particuliére, qui agit 
sur l'autre masse. Les deux forces, dont l’une agit sur m, l'autre sur m4, sont 
égales entre elles. Désignons-les par /f. 

La grandeur des forces f est proportionnelle au produit des masses m el m,, et 
inversement proportionnelle au carré de leur distance mutuelle. La valeur namé- 
rique de ces forces est déterminée par la formule : 


(1) fees 
ou C est un facteur de proportionnalité. 

La direction des deux forces coincide avec celle de la droite r; en outre, la 
force qui agit sur m est dirigée vers m,, et la force qui agit sur m, est dirigée 
vers m. Il en résulte que les forces f sont des forces centrales (voir page 124). 

La force f s’appelle la gravitation universelle. e 

Si la masse m est libre, la présence de la masse m, fait naitre dans cette 
masse m une certaine accélération w : 


Mm, 


Coo w=" 
qui est dirigée vers m,; de méme si la masse my, est libre, elle prend une 
accélération 


m 


(3) wo, = G ei 
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qui est dirigée vers m. Il résulte de (2) et (3) que l'on a : 


w my, 


(4) ae ame 


autrement dit, les accéralalions prises par deux points matériels, sous V'influence 
de la gravitation unwerselle, sont inversement proportionnelles a leurs masses. Si 
les masses ne sont pas libres, chacune d’elles exerce une pression égale a f sur 
Pobstacle qui l’empéche de prendre l’accélération donnée par les formules (2) 
et (3). 

Comme les forces f, qui agissent sur les masses m et m,, tendent a les rap- 
procher l'une de l'autre, au point de vue extérieur le phénoméne se présente 
comme si chaque masse était la source d’une force agissant sur l'autre masse. 
C’est ce qu’on a l’habitude d’exprimer en disant que les corps s’allirent. Mais 
il faut bien remarquer que ce n’est 14 qu'une expression servant a décrire 
briévement et commodément le phénoméne, ct que lon ne doit nullement la 
prendre au sens littéral, c’est-a-dire comme si la masse m présentait, par 
exemple, quelque chose d’actif opérant directement sur la masse m, et l’atti- 
rant avec la force f. En réalité, nous pouvons seulement dire que la présence 
de la masse m a la distance r provoque l’apparition d’une force f agissant sur 
m,. Nous reviendrons d’ailleurs sur cette question au § 4. 

Pour abréger, nous parlerons dans la suite d’une aclion mutuelle des 
masses, de forces issues de masses quelconques, etc. Cette terminologie et les 
conséquences qu’on en peut tirer ne peuvent pas conduire a des résultats 
erronés, car les phénoménes se passent exactement comme si les actions mu- 
tuelles directes des masses et les forces issues des masses existaient réellement. 

Puisque tous les corps dans le monde s’allirent mutuellement, la force 
attractive agissant sur l'un d’eux s’obtient en déterminant la résultante de 
toutes les forces de gravitation agissant sur lui. 

L’attraction mutuelle de deux corps, dont les dimensions ne sont pas trés 
petites par rapport a leur distance, s’obtient de ]a manitre suivante. Suppo- 
sons chacun des deux corps divisé en un nombre infini de parties infiniment 
petites, et désignons les masses de ces partics par » pour l’un des corps, par 
», pour l’autre ; nous supposerons qu’entre chaque couple de masses p et py 
es 
pe 


agit une force f == C . r étant la distance des deux masses, et nous com-— 


poserons alors toutes les forces f agissant sur chacun des deux corps. 

Le mouvement des corps célestes est déterminé par la gravitation univer- 
selle ; celle-ci se manifeste également entre la Terre et les corps voisins de sa 
surface, et dans ce cas, on l’appelle simplement force de la pesanteur ou poids ; 
enfin on peut montrer qu’elle agit aussi entre tous les corps qui peuvent étre 
soumis a nos observations a Ja surface de la Terre. 

Nous démontrerons (voir § 5, page 260), qu’une sphére homogéne pleine 
ou une sphére non homogéne, mais formée de couches homogenes concen- 
triques, attire tout corps qui lui est extérieur avec une force, qui peut étre 
obtenue a aide de la formule (1), si l’on suppose que toute la masse de la 
sphere est concentrée en son centre. Nous pouvons admettre, dans une pre- 
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mitre approximation, qu’il en est ainsi pour la Terre. En désignant sa masse 
par M, son rayon par K et sa densité moyenne par 6, nous avons 


(5) M = # eRe, 


La force f, avec laquelle la Terre attire un point matériel de masse m, situé 
a une distance r de son centre, est égale a 


(6) fC 


L’accélération w du mouvement de la masse m est égale a 


M 


Oma 
r- 


(7) w= C 


La formule (7) nous montre que lous les corps qui se trouvent a la méme 
distance de la sphére lerrestre, acquiérent une méme accélération sous l’influence 
de son attraction. L’accélération ne dépend pas de la masse du corps attiré, 
mais seulement de la masse du corps attirant et de la distance mutuelle des 
deux corps. 

fap a - ES 9 ’ viene . 

Désignons par g la valeur particulitre que prend l’accélération w, voir (7), 
a la surface méme de la Terre; c’est ce qu’on appelle l’accélération en chute 
libre ; les formules (7) et (5) donnent alors 

My Eydk 


Tous les corps tombent sur la terre avec la méme accélération. 

La loi de la gravitation universelle a été formulée par Newton dans son 
livre Philosophix naturalis principia mathematica, paru a Londres en 1687 et 
écrit, selon toute probabilité, dans les années 1684 ct 1685; c'est pourquoi 
cette loi s’appelle aussi loi de Newton. 

Newton admet que c’est une seule et méme force qui oblige les corps a 
tomber a la surface de la Terre, avec une accélération g, et oblige la Lune 
se mouvoir, dans son orbite autour de la Terre, avec une accélération w. Il 
suppose ensuite que cette accélération est inversement proportionnelle au 
carré de la distance au centre de la Terre, ct il peut alors vérifier la formule 


suivante résultant de ces hypotneéses, (voir (7) et (8)). ® 
r 
wR’ 


dans laquelle r est la distance moyenne de la Lune au centre de la Terre. Si 
lon pose r = 60R, il vient : 


(9) g = 36oow. 


Si lon admet, comme premitre approximation, que la Lune se meut uni- 
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formément sur une circonférence avec la vitesse v, on a, d’aprés (30), (page 73), 
oe Tey 2ur\ 
any .oryy r 4 ° x 
w= = Cr) , ou T est la durée d’une révolution complete de la Lune 
autour de la Terre. Si l’on choisit comme unité de temps la seconde, comme 
unité de longueur le métre, et si l’on prend T = 27 jours 7 heures 43 mi- 
nutes = 2360580 secondes, r = 60R = 60 x 6300000 miétres ('), il vient, 


pour la vitesse de la Lune, v == 1020 miétres par seconde, et pour son accélé- 
ration w = 0,00271, en prenant, pour unité d’accélération, laccélération 


d'un mouvement dans lequel la vitesse croit de un métre par seconde. Si l’on 
introduit ces valeurs dans (9), on obtient g = 0,00271 X 3600 = 9,76. La 
concordance satisfaisante de ce nombre, obtenu par un calcul approché, avec 
ceux que donnent des expériences directes effectuées a la surface de la Terre, 
est une preuve de l’exactitude des hypothéses faites et de la forme méme de la 
loi de Newron. 

On peut aussi déduire cette loi de la troisiéme loi de Kerrier : les carrés des 
temps de révolution (T, et T,) de deux planétes sont entre eux comme les 
cubes des distances moyennes (r, et r:) des planctes au Soleil : 


T? rs 
(10) Wha re 


Si l'on admet que les planétes se meuvent uniformément suivant des cercles, 
et si l’on désigne leurs vitesses par v, et v2 et leurs accélérations normales par 


w, et w2, on a: 


y anny 2zry - vi aia y2 
ey a UV See al ia Ue rose w= = = 
Ty ry Py Tr? r, 

Il en résulte 

ry 

w,_ 7 iT, 

Pot mys. 

ll ae eal 

et, d’aprés (10), 

; 3 2 
sob gh Pig ae ye SL 
Te SA, ars aa 
uipererge rs. hy 


c’est-’-dire que les accélérations des mouvements planétaires sont inversement 
proportionnelles aux carrés des distances des planétes au Soleil ; ce n’est pas 
autre chose que la loi de Newron. 


2. Le coefficient de proportionnalité dans la formule de la loi de 
Newton. — On rencontre dans la formule (1) un coellicient de proportion- 
nalité C, dont la valeur numérique dépend, comme dans tous les cas ana-— 
logues, du choix des unités avec lesquelles on mesure les grandeurs entrant 


(‘) La longueur de la circonférence d'un grand cercle 27R de la Terre est prise ici 
égale & 40000000 métres ; on en déduit R = 6350000 métres. 
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dans la formule (1). Il y a dans cette formule trois grandeurs de natures dif - 
férentes : la masse, la longueur (r est mesuré avec l’unité de longueur) et la 
force. Supposons que nous nous soyons arrélés & un choix déterminé quel- 
conque des trois unilés correspondantes. Dans ce cas, ]a valeur numérique 
du coefficient C se détermine trés simplement de la maniére suivante. 

La formule (1) donne, pour 


(11) = iy =o, r= 1, f= : : 


C est donc égal a la valeur numérique de la force avec laquelle s’altirent mu- 
tuellement deux unités de masses, distantes l’une de l’autre de l’unilé de 
longueur. Nous devons nous représenter les deux masses, sous la forme de 
spheres homogtnes dont les centres sont A la distance donnée, ou concentrées 
en ces deux centres. 

On peut procéder de trois maniéres, dans le choix des unilés des grandeurs 
m, ret f. On peut les choisir de fagon absolument arbitraire et indépendam— 
ment les unes des autres, ou bien on peut mesurer m, ret f a Vaide des unités 
absolues, ou enfin on peut faire un choix tel que le coefficient C devienne égal a 
Vunité. 

Commencons par ce dernier cas, c’est-a-dire faisons C = 1; on a alors 


mM, 


(12) fam 


Il est tres important de se rappeler que, si nous nous servons de la formule 
de Newron sous la forme (12), c’est-a-dire sans coeflicient de proportionnalité 
nous n’avons pas affaire aux unités absolues, mais nous introduisons une unilté 
de force tout & fait particuli¢re. Ainsi, si nous faisons dans (12) m =m, =I 
et r = 1, nous obtenons pour la force la valeur f = 1. Ceci montre que si 
Von choisit arbitrairement les unités de masse et de longueur, on doit nécessat- 
rement prendre, pour unité de force, la force avec laquetle deux masses égales a 
Punité choisie s’attirent muluellement, lorsqu’elles se trouvent a une distance l'une de 
UVautre égale a Vunité de longueur choisie. Cette unité de force n'a absolument 
rien de commun avec l’unité absolue de force qui, agissant sur l’unilé de 
masse, lui communique l'unité d’accélération, voir page 87. Nous désignerons 
la nouvelle unité de force sous le nom d'unilé de force aslronomique. 

Il est intéressant de comparer entre elles l'unité de force astronomique et 
Vunité de force absolue, les unités fondamentales de masse et de longueur 
étant le gramme et le centimétre. Dans ce cas, l’unité absolue de force este 
la dyne, la seconde étant l’unité de temps ; I’unité de force astronomique est 
au contraire la force C de la formule (1), comme le montre (11). La question 
revient donc & exprimer la force C en dynes. Pour y arriver, nous allons 
exprimer une méme force, le poids de la masse-gramme a la surface de la 
Terre, d’abord en dynes, puis en unilés astronomiques C, 

Nous avons trouvé a la page 1co, que le poids p (lunité francaise de poids 


appelée gramme) est égal a 


(13) p = 981 dynes. 
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D’autre part p est égal a la force avec laquelle la Terre, dont la masse est 
égale 8 M = : =R%6 (R étant le rayon et ¢ la densité moyenne de la Terre), 
et la masse d’un gramme m = 1 s’attirent mutuellement. La formule (1) 


donne donc 


Mm h > a2, 
(14) p=C -pyr = 3 TRIG = 2 o.orRC. 


On a 27R = 40000000 metres = 4.10" centimetres ; nous pouvons pren- 
dre, pour la densité moyenne de la Terre, le nombre 6 = 5,51. En compa- 
rant (13) et (14), nous trouvons dans le systeme C. G.S., si l’on considére le 
facteur C comme une force (en toute rigueur, ce n’est que la valeur numé- 


- rique d’une force) 


MES, XAOS La 3 xX 981 : 
25.0nR = Sie ao dyne 
ou 
ee TAY vy 
(15) Ue Giaeee dyne. 


De nouvelles mesures tres précises, qui sont dues & Crémeu (C. R., 149, 
Pp- 700. 1909), ont donné la valeur 


(15, a) C= 6,674.10-* dyne = dyne. 


I 
14.984 000 

Si donc l’on prend le gramme, le centimetre et Ja seconde, respectivement 
comme unités de masse, de longueur et de temps, l’unité astronomique de 
force est environ 15 millions de fois plus petite que l’unité absolue de force. 
En d’autres termes, deux masses égales 4 un gramme placées A une distance 
d’un centimetre l'une de l'autre, s’attirent avec une force seulement égale a 
la quinze millioni¢me partie d’une dyne, ou encore a peu prés égale a la 
méme fraction d’un milligramme. 

Une question tris intéressante est de savoir si l’attraction mutuelle de deux 
corps dépend de la température. Poyntina et Puitups (Proc. R. Soc., 76, 
p- 445, 1905) ont pesé avec une trés grande grande précision & + 100° et a 
— 185° trois cylindres en acier, dont les poids & la température ordinaire 
étaient respectivement de 58%", 187%" et 266%',17. Ils ont trouvé que, pour 
une éléyation de température de 1°, le poids ne change pas de 1o-° et, dans 
le refroidissement, de 10°, Soutuerns (Proc. R. Soc., 78, p. 392, 1907) a 
déterminé & des températures différant d’environ 35° le poids d’une bobine 
de fil de platine, qui pouvait étre échauffée par un courant électrique. Le 
changement de poids pour 1° est resté plus petit que 10~8. On peut donc 
admettre que la température n’a aucune influence appréciable sur la gravi- 
tation. 

Dans la 3° Partie, Chap. 1X, nous ferons connaitre les expériences par 
lesquelles l’attraction mutuelle des corps a été mesurée et étudiée sous diverses 


conditions. 


256 MECANIQUE. —- CHAP. VI 


3. Densité négative. — L'introduction de la notion de densité négative 
est non seulement trés importante et méme nécessaire dans l'étude de Vélec- 
tricité et du magnétisme, mais elle est utile aussi dans celle de la gravitation 
universelle. L’idée de masses possédant une densité négative est une fiction : 
de telles masses n’existent pas dans la nature. On les appelle habituellement 
des masses négalives ; bien que le choix de cette expression ne soit pas heureux, 
nous la conserverons cependant, en raison de sa briéveté. 

Nous désignerons sous le nom de masses négatives, des masses fictives dont 
Vaction, dans des conditions identiques, est opposée a l’action des masses 
positives. Nous dirons que deux masses, l’une positive, l’autre négative, sont 
quantitativement égales, quand elles produisent, sous les mémes conditions, 
des effets égaux en grandeur, mais opposés en direction. Admettons, par 
exemple, que la masse m attire la masse m, avec la force f; la masse fictive 
— m, mise & la place de m, repoussera la masse m, avec la force f. Si lon 
admet ici l’égalité de Vaction et de la réaction, on doit supposer que la masse 
m, repousse aussi la masse — m; enfin, pour étre logique, on doit admettre 
en outre que la masse — m,, mise a la place de m,, attire la masse — m. 

Nous supposerons dans celle Partie, pour plus de commodité, que des 
masses de méme signe s‘attirent, et que des masses de signes contraires se 
repoussent. Il est en outre plus simple de ne pas désigner les masses négatives 
par des nombres négatifs, mais de représenter symboliquement par une lettre 
(m, par exemple), aussi bien les masses positives que les masses négatives, en 
supposant que cette lettre elle-méme a un signe. Si l’on convient, en méme 
temps de considérer les forces atlractives comme positives, et les forces répul- 
sives comme négatives, tous les cas de ]’action mutuelle de deux masses sont 
alors représentés par la formule générale 


mm, 


(16) f=. 


Quand m et m, sont de méme signe (tous deux -++, ou tous deux —), fest 
positif, c’est-a-dire que les masses s’attirent ; si m et m, sont de signes con- 
traires (l'un +, l'autre —), f est négatif, il y a répulsion. 

Pour faciliter la résolution de certains probltmes, nous introduirons la 
notion de densité d d’une masse négative, qui est naturellement fictive, en 
admettant la relation m = vd, ou v est la valeur numérique du volume. 
Nous supposerons qu'une masse négative possede une densité négative, et 
nous nous représenterons la force qu’elle produit, comme ayant une direclion 
opposée a celle que produirait, dans les mémes circonstances, une masse de 
densité positive. 

Il est parfois commode d’imaginer qu’une densité donnée d se compose de 
deux partres d, et d,, telles que d = d, + d,. Nous nous représenterons alors — 
l’espace donné comme occupe siumultanément par deux corps de densités d, et dy, 
au lieu d’un seul corps de densité d. Si nous étendons cette maniére de voir 
aux corps de densité négative, nous pouyons admettre l’existence simultanée, 
dans un méme espace, de deux corps de densités de signes contraires +- d, et 
— d,, et supposer que cela est identique & l’existence dans le méme espace 
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d’un seul corps de densité d =.d, — d,. Sid, = dy, on a alors d =o. S’il 
n’existe aucune masse dans un espace donné, on peut y supposer présentes 
deux masses de densilés égales, mais de signes contraires, 

L'introduction des masses négatives est trés utile pour la résolution de 
nombreux problémes sur |’attraction des corps. Supposons que nous ayons 
résolu le probléme de l’attraction du point M par les corps homogénes A et B 
(fig. 106). On résout alors facilement le probléme de 1’attraction du point M 
par un corps A ayant partout la méme densité 
d,, sauf dans la partie B située en entier & son 


intérieur, laquelle partie posstde une autre den- a 
sité d,. L’action de ce corps non homogéne est 

égale a la somme des actions du corps homo- 

gene A de densité d, et du corps homogéne B de Perms 

densité d = d, —d,. Dans le cas ot d, = 0 (c’est-’-dire, quand il y a un 
espace vide a l’intérieur de A), on ad = — d,, et par suite, pour obtenir 


Vaction réelle d’un corps A qui présente une partie vide, il faut ajouter 
a Vattraction du corps plein A, la répulsion du corps B, 


4. Actio in distans (Action a distance). — On désigne sous le nom 
de actio in distans, c’est-a-dire d'action a dislance, l'une des idées les plus 
funestes qui aient jamais régné en Physique, et entravé son développement. 
On admet, dans cette maniére de voir, la possibilité de l’action instantanée d’un 
corps A sur un autre corps B, situé a une distance du premier telle qu’aucun 
contact ne peut se produire entre eux. La théorie de l’action a distance prit 
naissance de la maniére suivante. Newron avait découvert que les mouvements 
des corps célestes et la chute des corps a la surface de la Terre avaient lieu 
comme si tous les corps s’attiraient mutuellement avec une force, dont la 
grandeur est déterminée par la formule (1) ou par la formule (12). Il ne 
chercha pas 4 déterminer les causes de l’existence de cette force, et écarta 
méme toute tentative de ce genre en écrivant : hypotheses non fingo. Mais 
nulle part et jamais il ne se prononga pour la possibilité de l’action a distance, 
ni n’admit qu'un corps A put attirer ins/antanément a lui un corps B, c’est- 
A-dire exercer une action immédiate 1A ot il ne se trouvait pas lui-méme. En 
laissant de cété la question du mécanisme de la gravitation universelle, Newton 
a, sans aucun doute, donné 4 la loi qu’il a découverte un caractere purement 
descriptif, de sorte que l’on pourrait formuler cette loi, selon sa pensée, ainsi 
' qu'il suit ; les mouvements des corps célestes et des corps qui tombent a la 
- surface de la Terre, s’effectuent comme ils se produiraient si ces corps s’atti- 
-raient mutuellement. Cores, un éléve de Newron, est le premier qui ait 
employé explicitement les mots aclio in distans, d’aprés lesqnels les corps 
s’allirent instantanément; il le fit dans la préface de la deuxitme édition des 
Principia, que Newron n’a pas lue ayant son impression. D’une part, la 
croyance que lidée émise dans cette préface était approuvée par Newron, 
d’autre part, le développement considérable de la Mécanique céleste, basée 
enli¢rement sur la loi de la gravitation universelle comme sur un fait, et 
sans qu’on ait besoin d’une explication quelconque de cette loi, ont conduit 
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les savants & oublier le caractére purement deseriptif de celle derniere, ct a 
voir en elle l'expression définilive d’un phénoméene physique ayant effective— 
ment licu, 

L’idée d'une action a distance, qui régnait sans contesle au xvin" sivtcle, se 
fortifia encore ct regut une sorte de confirmation, quand, a la fin du méme 
sidcle, les expériences de CouLome montrérent que les actions électriques ct 
magnéliques peuvent Cire ramencées a des actions muluelles de matieres 
hypothéliques particuliéres (les deux électricilés ct les deux magnétismes) 
agissant instanlanément & distance, suivant des Jois complétemeut analogues 
a celle de Newron. 

Dans la premiére moitié du xtx° siécle, l’aelio in distans était encore admise, 
sans aucune opposition, dans la Science. Fanapay, Vun des plus grands 
expérimentateurs et l'un des plus profonds physiciens philosophes, signala le 
premier Vimpossibilité d’admettre qu’un corps puisse produire des forces et 
des mouvements instantanément en un endroit ot il ne se trouve pas, Laissant 
de coté la question de la grayijation universelle, il s’occupa spécialement des 
phénomeénes ¢lectriques et magnéligues, et il montra que, dans ces phéno- 
ménes, le milieu intermédiaire qui remplit l’espace, entre les corps agissant en 
apparence directement l'un sur l'autre, joue le rdle principal. Ce n'est pas ici 
le moment de nous étendre davantage sur le clé historique de ectLe question ; 
nous nous en occuperons plus tard. Il suflit de dire que les expériences du 
jeune savant allemand II. Ierrz, enlevé lrop Lot &@ la Science, ont démontré 
l'exactitude des idées de Farapay, sur le réle du milieu intermédiaire dans 
les phénoménes Cleclriques et magnéliques, et chassé A tout jamais de Ja 
théorie de ces phénomenes lidée d'une actio in disians. 

On est méime arrivé aujourd'hui A la conviction générale qu'une actio in 
dislans ne doit ¢tre admise dans aucun phénoméne physique. Mais comment 
la bannir de la gravitation universelle ) C'est une question que l’on n’a encore 
pu résoudre, malgré les expériences multiples et diverses, entreprises dams ce 
but par les savauls qui ont cherché & donner une explication mécanique de la 
gravitation universcile. Toutes ces explications reposent sur l'hypothese de 
Vexistence d’un milicu particulier remplissant l’univers, et de l’action duquel 
dépend la production des accélérations exprimées par la formule (2). Nous 
n’entrerons pas dans ce domaine qui appartient encore a la spéculation pure, 
et nous nous bornerons a donner quelques 
indications. Nous savons que quand un ¢corps 
f A est en présence d'un corps B (fig. 107),"une 
» force f agit sur ce dernier dans la direction de 

A. L’origine de cette force peut se concevow de 
deux maniéres : elle peut étre considérée comme. 
une traction qui agit sur B du eoté aa (et l'on a pensé que Lactio in distans 
Ctait une traclion'de ce genre), ou comme ane pression s’exercant- sur B du 


A RB 


Fig. 107 


célé bb. On acherché a ramener.a celte pression, l’action de présence dia corps 
A. Dans ce bat Lesace a swpposé que les parties <lémentaires d'un milieu, 
qui remplit tout univers, se trouvent en mouvement contlinuel dans toutes, 
les directions, et qu’slles heurtent chaque corps de tous cdlés. La présence 
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alu corps A prolégerait en quelque sorte le corps B en partie contre les choes 
des particules venant de la gauche. Le nombre des chocs sur le corps B, ve— 
nant de droite, serait donc plus grand que le nombre des chocs venant de 
gauche, ct cette diflérence serait la cause de la production de la force f 
(vow Isexxnane, Ratsel der Schwerkraft, 1879). 

On doit se tenir en garde contre de telles spéculations, et nous remarque- 
rons d’abord qu'il n'est pas spécilié de quel milieu remplissant Punwers il s’agit ; 
est-ce l’éther dont il a déja élé souvent question, ou un autre milieu parli- 
culier qui produit la gravitation universelle ) On rencontre en oulre une diffi- 
culté insurmontable dans ce fait que les éléments du corps attirant qui se 
trouyent a son intéricur exercent la méme action sur les masses extérieures 
«jue les éléments & sa surface, et que la matiére se laisse pour ainsi dire tra- 
yerser par la force d’attraction mutuelle des corps. On trouvera un apercu des 
essais d'explication de la gravitation, en méme temps que des indications 
bibliographiques sur ce sujet, dans un article de Daune, Veber Fernewu- 
‘:ungen, dans le supplément des W. A., 62, 1897 (p- 1-xt1x). 

Récemment, divers savants ont essayé de faire reposer une théorie de la 
gravitation sur les inléressantes expériences de Byenxnes (1863-1875). Ces 
expériences, dont nous parlerons dans la 5° Partie, Chap. IX, § 4, ont 
montré que des sphéres pulsantes (dont le rayon devient alternativement plus 
grand el plus petit), qui se trouvent dans un liquide, paraissent s’atlirer ou 
se repousser, sous certaines conditions ('). 

On ne réussira peut-étre jamais 4 résoudre la question de la gravitation 
universelle ; dans tous les cas, il ne faut pas oublier que la doctrine de l’aclio 
in dislans est non seulement bannie du domaine des phénoménes électriques 
et magnétiques, mais qu’elle ne doit jamais étre admise pour expliquer un 
groupe quelconque de pliénomenes physiques ; il ne faut voir en elle qu’un 
moyen facile et commode de décrire les phénoménes : ils se produisent, 
comme s'il s’exercait une aelio in distans, 

Quelques savants admettent que Ja gravilation est une propriété fonda— 
mentale de la matiére, un altribut inséparable de cette derniére, qu'elle 
constitue par suite un des caracléres de son existence méme ; aucune explica— 
tion n’est alors possible et ne peut étre demandée. Le probléme s’est trouvé 
définitivement résolu dés Ja découverte de la loi de la gravitation. On ne peut 


4‘) V. Bserxyes. — Vorlesungen iiber hydrodynamische Fernkréfte nach C. A. Byerknes, 
Leipzig, 1900; Rapporls au Congres internat. de Physique, 4, p. 251, 1900. 

iexs. — Proc. Cambr. Phil. Soc., 3, p. 277, 1879. 

Basser. — Hydrodynamics, 4, Chap. XI. 

Leany. — Camb. Trans., 44, p. 45, 1885. 

Peanson. — Camb. Frans., 14, p. 71, 18855; Lond. math. Pros., 20, p. 38, 1889 = 
Amer, J. of Mathem., 43, p. 309, 1891. 

Kory. — Sitzungsber. Miinch, Akad., 33, pp. 388, 563, 1903; Atti d. IV* Congr. 
intern, d. Mat. Rama, 3, p. 81, 1904. ; 

Bunton. — Phil. Mag., \G), 17, p. 71, 190g. 
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adopter cette maniére de voir ; l’introduire dans d'autres parties de la ae 
‘sique, ce serait ruiner complétement cette science. 

Nous avons émis l’idée, 4 la page 141, qu’il n’existe peut-étre pas du tout 
d’énergie potentielle dans le monde, et que, dans tous les cas ot la faculté 
que posséde un systeme de deux corps de produire du travail parait résulter 
‘seulement de leur position relative, nous avions peut-étre affaire en réalité a 
l’énergie cinétique d’une substance encore inconnue, Quand nous élevons un 
‘poids, nous dépensons une partie de l’énergie, emmagasinée dans nos 
muscles, pour produire ce travail, d’ou résulte l’énergie potentielle des deux 
corps qui s’attirent, savoir le poids élevé et la sphére terreste. Mais si une 
aclio in distans n’existe pas, sil faut rechercher la cause de l’attraction appa- 
rente des deux corps dans le mouvement d’un milieu spécial, ncus devons 
admettre que le résultat direct du travail dépensé pour élever un poids est 
une augmentation de l’énergie cinétique de ce milieu; dans la chute d’un 
corps au contraire, l’énergie du milieu se transformerait dans l’énergie de 
mouvement du corps qui tombe, 


5. Attraction d’une couche sphérique et d’une sphere sur un 
point. — Considérons une couche sphérique d’épaisseur tres faible c, de den- 
sité 6 et de rayon R; sa masse totale M est 


(17) M = GnR2c8. 


Sur la figure 108, l’épaisseur c de la couche n’est pas indiquée, et la couche 
sphérique est figurée en coupe par une 
circonférence, Il s’agit de déterminer 
avec quelle force F;, cette couche sphé- 
rique agit sur un point matériel de 
masse m situé A l’intérieur de cette 
couche, et avec quelle force F’, elle agit 
sur un point de masse m placé a lexté— 
rieur. 

Supposons que la masse m se trouve 
au point A (fig. 108). Construisons a 
partir de ce point, dans les deux sens, 
un angle solide infiniment petit » 
M265 (page 45); il découpe sur la couche 

Fig, 108 sphérique deux éléments de surface o, 


eto, et les masses correspondantes m, = a,co et my ==, attirent la masse m 
avec les forces 


mm, coma, 


(18) oes — as = = et jn —— 


cdma, 2 
Ae 


dirigées en sens contraires ; r; et r, sont ici les distances de A A co, et & op. 
Décrivons autour de A, comme centre, deux surfaces sphériques de rayons r, 


. 
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etry, et soient s, et s, (fig. 108) les éléments de ces surfaces découpés par 
angle solide w. On a évidemment 


(19) Spae=iT2 0), 55, Pid, 


Joignons le centre C a o; et A 5, ; nous obtenons une figure qui difftre infi- 

niment peu d’un triangle isocéle ; CmyA = Cm.A — a. L’angle formé par o, 

et s, est égal a l’angle de leurs normales R et ry, c’est-d-dire que (9, s;) =a; 

de méme (s2, $2) == «. Mais s, est la projection de 3, sur la surface de la sphére 
’ , a . 

(de rayon r,), et l’on a par consequent s; = 9, cos (a;, s,) = o, cos a; ilen 

résulte, en tenant compte de (1g), 


- cosa COs a’ cos“ cos x 


v) 
Seid ere S90 P30) 


oy 


Si l’on introduit ces valeurs dans la formule (18), il vient 


if eowm f cowm 
= == 
: cos 2’ i COs 4 


On a done f, = fy, c’est-a-dire que les éléments de la couche sphérique dé- 
coupés par l'angle solide w attirent 
la masse m placée en A, avec des 
forces égales en grandeur, mais op- 
posées en direction ; leur résultante 
est donc nulle. En tragant, par le 
point A comme sommet, des angles 
solides dans toutes les directions 
possibles, nous pouvons décomposer 
toute la couche sphérique (voir les Wires 
lignes tracées en pointillé) en élé- ’ 
ments se correspondant deux a deux, qui altirent m avec des forces égales en 
grandeur, mais opposées en direction. Ces forces se détruisant mutuellement, 
la couche sphérique infiniment mince lolale n'exerce aucune action sur un point 
silué a son inlérieur, c’est-a-dire 


(20) a—.0; 


Passons maintenant & l’action d’une couche sphérique sur une masse m, 
concentrée en un point extérieur A (fig. 109), situé & une distance CA = & 
du centre; R, c, 3 et M = 4xR2% ont leurs significations précédentes. Cher- 
chons d’abord sur CA un point B tel que le rayon R = Cg soit moyenne 
proportionnelle entre CA = a et CB = a, c’est-a-dire tel que 


o Roz 


Tracgons par B un angle solide infiniment petit w, dont la direction DBE 
est seule représentée sur la figure 10g. Il découpe sur la surface de la couche 
sphérique deux éléments o, et s, disposés autour des points D et E, et, dans 
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Ja couche elle-méme, les masses m, == cd et m3; == o,c6. Joignons D et E & 
Cet aA; soient en oulre CDB = CEB = «4, BD = p,, BE = p, DA=r, 
et EA = ry. Soient enfin /, et fy les forces avec lesquelles la masse m placée 
en A est attirée par les éléments m, et m, de la couche sphérique. Nous avons. 


(23) fra at pa et. 

a r, re 
Autour de B comme centre, décrivons deux surfaces sphériques de rayons py 
et p2, passant par D et E. L’angle solide w découpe sur elles, les élé- 
ments s, et s». Nous avons, comme précédemment, s; = p}w = oy cos a 
Sy —= p,w = o, cos 4. En introduisant les valeurs que l’on déduit de la pour 3; 
ct c, dans (22), nous obtenons 


« conw Dy os comMmw oP 7 
(23) eee (2: oe Pa\* 
. cos & \ry cos a \r, 


Les triangles DCB et DCA sont semblables, comme ayant un angle commun G 
compris entre cdtés proportionnels : (21) donne CB : CD = CD: CA. Ih 


D CD: 

résulte de cette similitude que DAC = CDB = a, et en outre que Dace a 

u Mm = s De Ja similitude des triangles ECB et ECA résulte que 
iT wv 


CnC beso ret que = == a En introduisant ces valeurs dans (23),. 


L 


nous-obtenons 


(2h) ie = js eli 


Les forces f, et f, sont donc égales entre elles et forment des angles égaux 4 
avec la direction AC. Leur résultante f est dirigée vers le centre et est égale ? By 


2c6moR? 


(25) ¥ = 2/4 803 a a ap 

Si nous tracons par B une infinité d’angles solides, nous partageons la couche 
sphérique en couples d’éléments, dont chacun donne une force résultante f 
dirigée vers le centre. La force cherchée I*,, avec laquelle la couche sphérique 
totale attire la masse m, s’oblient en prenant simplemeut la somme des. 
forces f, c’est-a-dire que 


r= sa » DORR Oy hts OS ie 


£ a? 


Or la somme des angles solides w, qui embrasse toute la couche sphé- 
rique est égale & az, car chacun de ces angles est double. Si done on pose 

. w == 27, et si l’on remarque que la masse totale de la couche est égale & 
4zR?cd, on obtient 


(26) ie Mm 


a2 
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Cette formule montre que Uaclion d'une couche sphérique infiniment mince sur 
un point exlérieur est la méme que st toute la masse de la couche était concenirée 
en son centre. 

Une couche sphérique homogéne d’épaisseur finie peut ¢tre supposée dé- 
composée en une infinité de couches concentriques infiniment minces. Si 
nous appliquons a ces couches les formules (20) et (26), nous yoyons qu'une 
couche sphérique d’épaisseur finie n’exerce aucune action sur un point intérieur 
(c’est-a-dire sur un point situé dans l’espace vide que renferme la couche), et 
que son aclion sur un point extérieur est la méme que si toule sa masse était 
concentrée en son centre. 

Une sphére pleine homogéne peut également étre décomposée en couches 
concentriques, et par conséquent son action sur un point extéricur est la 
méme que si toute sa masse était concentrée en son centre. Nous nous sommes 
déja servi de cette propriété a la page 251. Sur la masse m située & une 
distance x du centre de la sphére agit une force 


Ga) a Mm SG zRiém 


x? oo 


Si la masse im se trouve sur la surface méme de la sphére, la force est 


Mm «4 


=-1 = 3 aReém. 


(28) Fr 
Déterminons maintenant la force F; avec laquelle une sphére pleine agit sur 
une masse m située & son intérieur, & une distance x < R du centre. Décri- 
yons une sphere concentrique a la sphére donnée et de rayon x ; elle passe 
par m et partage la sphére donnée en deux parties : une couche sphérique a 
Vintérieur de laquelle se trouve le point m et sur lequel elle n’agit pas par 
conséquent, et une sphere de rayon « a la surface de laquelle se trouve le 
point m. Cette sphire attire m vers son centre, avec une force que l’on obtient 
en remplacant R par x dans (28). Si 2 est complté positivement du centre 
vers m, nous mettrons le signe — devant l’expression de la force I; pour in- 
diquer qu'elle agit vers le centre, c’est-a-dire dans la direction négative : 


(29) Fr; = — norm. 


On voit donc que l’altraction vers son centre d'une sphere pleine sur un point 
intérieur est proportionnelle a la distance de ce dernier au centre. 

La formule (29) est analogue 4 la formule (16) de la page 164, dans 
laquelle figure la grandeur s au lieu de «x. Si donc la masse m pouvait se dé- 
placer librement dans un canal trés étroit passant par le centre d’une sphere 
homogéne, et si elle n’était soumise qu’a l’attraction de cette sphere, elle 
exéculerait un mouvement vibratoire harmonigue. En comparant (29) et (16), 


3, car dans la formule (16), 


page 164, nous ne deyons pas poser ¢ = 3 
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page 164, la force est exprimée en unités absolues, tandis qu’ici elle est expri« 
mée en unilés astronomiques, 


6. Champ de force uniforme. — Considérons une sphére homogéne de 
centre A (fig. 110) 4 l’intérieur de laquelle existe une cavilé sphérique de 
centre B. Déterminons la force f qui agit sur une masse m située en M dans 
la cavité, Soit ¢ la densité de la plus grande sphére. Nous pouvons remplacer 
la sphére renfermant une cavité par un systeme de deux spheres : l’une pleine 

de centre A et de densité 6, l'autre égale- 

ment pleine de centre B et de densité — 6 

(voir la figure 106 et le texte, page 257). 

La premiere sphere attire la masse m avec 

c hi) une force f, = ME, dirigée vers A, et pro- 
NAN portionnelle d’aprés (29) a la distance MA. 

5 On peut donc poser fi, = iia dé- 


pendant seulement de la densité 6, mais non * 


du rayon de la sphére, voir (29); la se- 
conde sphére repousse la masse m avec une 
force f, = MD, dirigée de B vers M et 


= égale a f, == k.MB. Si nous construisons 
1g. 1 LO i 


triangles CDM et AMB sont semblables, car CDM = AMB, et l’on a en outre 
MD : k.MB MB L cet : 

cp = # = FMA = MA’ Il résulte de la similitude des triangles que 
DMC = MBA, et par suite MC = f et est paralléle 4 BA. Ceci s’applique a 


_ tous les points de la cavité. Nous avons en outre 


MC MD ae oe frag fo _ MB 
We AO ay SR ae MB MB : 


ou 


(30) f=kea. 


Si on exprime f en unités astronomiques, on a 


(31) k= faim. 

La formule (30) montre que la grandeur de la force f ne dépend pas de Me 
position du point M a Vintérieur de la cavité. 

Une cavité sphérique a Vintérieur d’une sphére homogéne représente un champ 
de force uniforme (page 110), c’est-a-dire que quelle que soit la position occupée 
par une masse m dans celte cavité, une méme force, paralleéle a la droite qui jount 
les centres de la sphére et de la cavilé, et proportionnelle a la distance a de ces 
centres, agit sur celte masse. 

L’intensité (page 110) de ce champ de force uniforme ne dépend pas du 
tout des rayons de la sphére et de la cavité. Quand les centres coincident 
(a = ©) l'intensité du champ deyient nulle, et nous sommes dans le cas d’une 


la résultante jf, nous voyons que les - 
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-couche sphérique homogéne pour laquelle, comme nous l’avons vu, on a 

F; — 705 , , 

Considérons deux sphéres ABCFA (fig. 111) de densité + 6 et AECDA de 
densité — 6; leur ensemble se compose de la masse positive ABCEA, de la 
masse négative AFCDA et de la cavité en forme de lentille AECFA. Nous 
trouverons, comme précédemment, que cette cavité représente un champ de 
force uniforme, dont Vintensité est proportionnelle 4 la densité 4 et a la dis— 
tance des centres des sphéres, 

- Un cas particuliérement important, comme nous le verrons, est celui ou 
les rayons des deux sphéres sont égaux et ot leurs centres c, et c. (fig. 112) 
sont trés voisins l’un de l'autre. Dans ce cas le champ de force uniforme est 
presque sphérique ; il est limité par deux couches identiques couvertes de ha- 


° 


chures sur la figure, l’une de masse positive, l’autre de masse négalive, Si 
nous posons ¢;¢, = a, on peut facilement démontrer que |’épaisseur ¢ de Ja 
couche en un point quelconque M est égale a 


(32) ¢ =a cos 9, 


ou 9 désigne l’angle formé par la droite AB qui joint les centres c, et ¢), et 
par le rayon mené de M au milieu de cye,, Quand c,c, = a est trés petit, on 
peut admettre que ce rayon est mené de M vers c, ou c, et l’erreur est d’au- 
tant plus petite que cic, = a est plus petit. 

Si nous mesurons les forces en unités astronomiques, c’est-a-dire si nous 
partons de la formule (12) de la page 254, l’intensité du champ 4 = Pum 
devient égale a 


a ih 
(33) bo 3 nda, 
ou a désigne l’épaisseur maxima des deux couches, 


7. Cas particulier de l’attraction d'une couche ellipsoidale homo- 
thétique sur un point. — Considérons une couche homogéne infiniment 
mince, de densité 6, limitée par les surfaces de deux ellipsoides semblables et 
semblablement placés (fig. 113) ; les axes de l’un, a, b, ¢, sont donc respecti- 
yement proportionnels aux axes de l'autre, a,, bi, ¢,, et ona 


(34) ah ge Dates ce 
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Cuastrs a-appelé homothélique une telle couche; Loro Keuvin et Tarr luc 
ont donné le nom d’homeoide. ‘ 

On démontre en géométrie analytique que si l’on mone une droite par un 
point M quelcongue, les portions de cette droite, comprises entre les surfaces 
des ‘ellipsoides ‘homothétiques, 
sont égales ; on a-donc fd ==ipq 
== a. Supposons qu’en M se 
trouve une masse m;_ tragons 
dans les deux sens, un angle 
solide infiniment petit w, ayant 
M pour sommet. Il -découpe, 
dans la couche, deux masses que nous désignerons par m, et m,, qui attinent 
la masse m avec des forces f, et fy égales a 


Fig. 113 5 


mm, 


am 
(35) f= = f= 
Si, de M comme centre, nous décrivons des surfaces sphériques passant par 
les points f et d, l’angle solide découpe, dans la couche sphérique limitée par 
ces surfaces, I’élément fdih, dont le volume ne différe du volume de l'élé- 
ment fdeg que d'une quantité infiniment petite. On peut donc écrive 
m, = orjw X fd = ér}wx: nous obtenons de la méme manitre m, = erjwx. 
En portant ces valeurs de m, et de mz dans (35), nous obtenons f, = fo. 

Il en résulte, comme précédemment pour la couche sphérique, qu'une 
couche homogéne, limitée par les surfaces de deux ellipsoides semblables et sem~ 
blablement placés, n’exerce aucune action sur un point silué & son intérieur. 

Dans la couche homogéne précédenteque nous supposerons infiniment mince, 
prenons, sur l'un des deux ellipsoides homothétiques, un élément de surface 
et menons, en tous les points du contour de cet élément, des normales que 
nous «arréterons au second ellipsoide. Il est facile de voir que la hauteur de 
élément de yolume ainsi découpé dans la couche est properticnnelle a la 
distance du centre d’homothétie au plan tangent du premier ellipsoide. La 
couche que nous ‘considérons étant infiniment mince, nous pouvons intro- 
duire les notions de distribution de masse attirante sur une surface et de 
densilé superficielle. Nous pouvons donc déduire de la proposition qui précede 
la suivante : Si la densité superficielle d'une couche ellipsoidale homothélique 
infiniment mince est proportionnelle a la distance du centre de la couche au plan 


tangent, elle n’exerce aucune allraction sur un point intérieur. 
* 


8. Attraction d’un plan indéfini sur un point. — Considérons um 
disque mince, infiniment étendu ; soient ¢ son épaisseur, 6 sa densité, o l’aire 
d’une partie de ce disque ; la masse m, de celte partie est my = cis. Suppo- 
sons maintenant que 1l’épaisseur ¢ diminue, mais que la densilé ¢ augmente, 
le produit cd — k restant constant. Nous obtenons a la limite le plan AB 
(fig. 114), recouvert d’une couche de matitre dont nous pouvons négliger 
lépaisseur. Sur la partie ¢ du plan se trouve une quantité de matiere 
m, == ks; nous dirons dans ce cas que Ja matidre posstde une densilé superfi- 
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~ cielle k et nous appellerons les masses elles-mémes des masses superyficielles. 
La densité ordinaire (de volume) de ces masses est infiniment grande. Calcu- 
lons maintenant la force F, avec laquelle ce plan attire une masse m placée 
en M. Si l’on a MNLAB, il est clair que la force IF est dirigée de M vers N. 
Soit « un petit Glément du plan AB, renfermant la masse m, = ko; soient 
en outre r Ja distance Mz,  l’angle solide sous lequel on voit du point M 
Pélément ¢ du plan, et NMs — x. Décrivons de M comme centre une surface 
sphérique de rayon r, et soit sla portion de cette surface découpée par l’angle 


B 


solide w; on a alors s = cos 4. La force f avec laquelle la masse m, = ke 


mm, mho 


attire la masse m est égale a f = a lest clair que la résultante F 


de toutes les forces f est égale a 


may Bares SEN PN EN ae ae 
F= > fcosa= > 2 Paw < = fm == mk Yo. 


Or Mo est égal a l’angle solide sous lequel on voit du point M le plan 
‘ndéfini AB ; cet angle est évidemment égal a az, de sorte que l'on a 
(36) F = axkm. 


La force avec laquelle un plan indéfini AB allire un point M exlérieur, ne dépend 
pas du-tout de la distance MN = h du point M au plan. Nous avons des deux 
cétés du plan, un champ de force uniforme, dont Vintensilé Y est égale a 


(37) Y= ark. 
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. CHAPITRE VIL 


ELEMENTS DE LA THEORIE DU POTENTIEL 
NEWTONIEN 


4. Fonctions de point. — II est nécessaire de dire quelques mols des 
fonctions de point, avant d’aborder la théorie du potentiel newtonien, Toute 
grandeur qui se rapporte 4 un point déterminé s’appelle une fonction de point. 
Ainsi, par exemple, la température est une fonction de point, car sa valeur 
varie en général d’un point a un autre, et l’on peut parler de la valeur de la _ 
température en un point donné M. Soient A un point donné et r la distance 
: ; ‘ A i oi 
ace point A d'un autre point M. Les grandeurs r, r? fee etc., sont des 

vr 
fonctions du point M, car leur valeur dépend de la position du point M,. 
On peut considérer toute fonction V d’un point M comme une fonction des 


coordonnées «, y, z de ce point, c’est-a-dire que l’on peut écrire V == hia: bel 


— I ; 5 
Ainsi, par exemple, V = est une fonction de point de la forme . 


1 


Ws 


Vie = a)? + (y — bY + — oF 


a, b, c, étant les coordonnées du point A. 
Le lieu géométrique des points, pour lesquels V a une méme valeur C, 
8 q P aut | 
représente une certaine surface, dont l’équation est 


Vis [ey = StG, 


Une telle surface s’appelle une surface de niveau de la fonction de point 
donnée (ou encore une iso-surface) : de 1a vient le nom d’isothermique donné 
a une surface, dont tous les points possédent !a méme température. Si l'on 
fait varier ‘le nombre C, on obtient une infinité de surfaces de niveau; en 
chaque point de l’espace passe une et une seule surface de niveau, quand la 
fonction V est uniforme. 

Par chaque point de l’espace on peut tracer une courbe, qui traverse nor- 
malement les surfaces de niveau qu’elle rencontre, c’est-’-dire une courbe 
telle que la tangente en un quelconque de ses points A soit normale au plan 
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ty 


tangent a la surface de niveau qui passe par ce point. Ces courbes s’appellent 
trajectoires orthogonales du systtme de surfaces de niveau. 


2. Potentiel newtonien d’une masse attirante (d'un point maté- 
riel). — Nous partirons dans ce chapitre de !’expression 


( pam 
ou f désigne la force avec laquelle s’attirent deux masses m et m, situées a la 
distance r l'une de l’autre. Nous prendrons donc ici, pour unité de force, 
Vunité astronomique (page 254), laquelle si m et m, sont mesurées en 
grammes et r en centimétres, est environ 15 millions de fois plus petite que 
Vunité de force C. G,S., c’est-a-dire que la dyne (voir page 255). Comme 
précédemment, l’expression du travail R sera 


(2) R= fs, 


ou s désigne le chemin parcouru par le point d’application de la force, dans 
la direction de cette dernitre. Si l’on mesure s en centimétres, on introduit 
une unité de travail particuliére, qui est envi- . ‘yim 
ron 15 millions de fois plus petite que l'erg = 7 
(page 120). Et oe 


. . \— 
Supposons qu’au point A (fig. 115) soit ‘ 
concentrée la masse m; prenons a la distance Fig, 115 


‘run point géométrique B, et appelons la grandeur V, dont la valeur numé- 


rique est déterminée par la formule 


(3) V=-, 
le polentiel newlonien du point B, ou, comme on dit aussi parfois, le potentiel 
au point B. C’est la présence de la masse men A qui, peut-on dire, donne 
naissance & ce potentiel. En général le potentiel change avec le point B; c’est 
done une fonction de point. Les surfaces de niveau du potentiel newtonien sont 
des surfaces sphériques concentriques ayant leur centre commun en A, Les 
trajecloires orthogonales des surfaces de niveau sont les rayons des surfaces 
sphériques, c’est-a-dire des droites partant de A. Le potentiel newtonien est 
une fonction qui décroit, quand la distance du point B au point A, c’est-a- 
dire r, croit, Il tend vers la limite zéro, quand le point B s’éloigne a l’infini, 
Si nous nous déplacons de B en B,, dans la direction du centre A, c’est-a- 
dire dans le sens du polentiel croissant, d’une quantité infiniment petite 
BB, = sg, nous trouvons en B, une nouvelle valeur du potentiel V + 6V,6V 


désignant la variation du potentiel qui correspond au passage de B en B,. Ona 
ae) . m ee anes m m m 
évidemment V + dV = , d’otl’on déduit Y= oS F 

r—o r—c 7 r(r—s) 
Comme ¢ est trés petit, nous pouvons négliger ro et écrire 


ms 


rr? 


(4) . ves 
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Quand une masse quelcongue m, se déplace de B en B,, la force f d’attrac- 
lion entre m et m, cffectue un travail élémentaire, que nous désignerons par 


. Paeeee mm 
<R. Comme la force f est dirigée de B vers A, on a 6R a =o. En 


=) 
comparant avec (4), nous voyons que 


MA 
= (5) oh = m5V 


autrement dit, le lravail de la force allractive 
est mesuré par le produit de la masse dé- 
placée et de la varialion du polentiel corres— 
pondant a ce déplacement. 

Sila masse m, parcourt de B en C un 
chemin fini (fig. 116), le travail total R 
de la force altractive s’obtient facilement, 
en décomposant le chemin BC en éléments: 
cs, A chacun desquels correspond un travail 


+: + s A, Sy 
Fag, 106 élémentaire ¢R, de sorte que I = » oh. 
WL 


Soient AB = r,, AC = ry; les potentiels des points B et G sont ¥,——= “a 
1 


Miao : 
et V; = Ps Nous avons dans ce cas, voir (5), 


) 


R= vir ==) mV = m, >, SV. 


y— | 
Mais 8 8V est la somme des variations élémentaires du potentiel, corres- 
pondant aux déplacements + en lesquels nous avons décomposé le chemin 
total BC; il est clair que celle somime est égale a la variation totale du polen- 


tiel, c’est-a dire que »3V = V¥, — V,. Ona: done 


(6) RK = m,(V2 — V,). 


C’est ce que l’on exprime en disant que le travail d'une force altractwve est 
mesuré par le produit de la masse déplacée et de la différence entre le potentiel au 
point final et le potentiel au point initial du déplacement. 

La force altractive est une force centrale (page 124), et par conséquent le 
travail RK ne dépend ni de la forme da chemin parcoura, ni des positions du point 
‘initial et du point final sur les deux surfaces sphériques de rayons r, et rp, qui 
sont ict les surfaces de niveau du potentiel. La formule (6) donne done aussi le 
travail de la force f, dans le déplacement de la masse m, suivant le chemin 
Dg. Le travail dépend seulement de la différence de potentiel des deux points, 
entre lesquels la masse donnée m, sest déplacée. 

Sim, = 1, on obtient 


(7) Wes V2 ssa Fe V;. 


La difference entre les polentiels de deux points est égale au travail effectué 
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dans: le: déplacement de Punilé de masse d'un point ad lautre. Supposons maintc- 
nant que la masse: my == 1 passe, en suivant un chemin queleonque, d’un 
point:situé-& Pinfint aw point M (fig. 108', dont Te potentiel est V. Ona 
dans ce cas V, — 0, V,. = V, et nous obtenons, au hic de (7), 


(8) Qaae 


Le potentiel' d’an point donné est égal au travail effectué par la force attrae/ive 
dans le déplacement de Vunilé de masse, suivant une trajectotre quelconque, depuis 
Pinfim jusqu’aw point considéré. 1b résulte encore de (6) que K = 0, quand te 
point initial et le port final dw chemin parcourw sont sur unc méme surface 
de niveau du potenticl. 

Quand m, s’élorgne:de A, le travail R’ est effectué aux dépens de Fénergte 
einélique dela masse m, elle-méme, ou aux dépens de toute autre proviston 
d’énergie. Dans ce dernier cas, om dit que R’ est Te travail’ des forces exté- 
weures. Au déplacement CB ou EgD doit correspondre le travail R’, qui est 
égal 4 Ren valeur absolue. La différence consiste seulement en ce que le 
point initial devient le point final, et inversement. Les formules (6) et (8) 
donnent RY = m, (V, — V,) et R’ = V; autrement dit, le travail effectwé 
par les forces extériewres est mesuré par le produit de la masse déplacée et de 
la différence entre les potentiels du point initial et dupoint final dw déplacement. 

Le potentiel newlonien d'un point donné est égal au travail qu’effectueraient 
Jes forces exlériewres, pour déplacer l’unité de masse, suivant un chemin quel- 
eonque, de ce point 4 l'infini. 
~ La force f est dirigée en chaque point de l’espace vers le point A (fig. 115 
et 116), cest-a-dire suivant le rayon de la Ay 
surface sphérique qui représente la surface de eet Pi 
niveau du potentiel. On en déduit ce théoreme : Al wf 
La force allractive est, en chaque point de V'espace, ee r, m, 
normale a la: surface de niveau qui passe par ce + re , B 
point. Les lignes de, force soni. les trajectoires or- fe 2 or 
thogonales des surfaces de niveau du polentiel. ie F 

Supposons de nouveau que les masses m eb fo 
m, sont concentrées aux points A et B (fig.117) 

a la distance r l'une de l'autre. Introduisons 
une nouvelle grandeur W, dont la valeur numérique est déterminée par la 


formule 
__ mm, 


(9) Wea 


et que nous: appclierons. le polentiel muluel des masses m elmy,. Si V est le 
potenticl du point. B, produit par le point A, et Vy le potenticl du. point A, 


: j ages laa ar. Hy ap : 
produit par le point B, c’est-a-dire si Pon a V = ~ et y= ee il-est clair 


que 


“(g, a) wa Oe — Vm, = Vim. 
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Si m, se déplace de B en B’, le travail 6R effectué par la force f est égal a 
oR=m, 6V = 6(m,V)=6W, c’est-a-dire égal a la variation du potentiel mu- 
tuel des masses.De méme, la force fd’attraction mutuelle des masses effectue, 
dans le déplacement de m de A en A’, un travail égal a GR = méV, ou OV, 
désigne la différence entre les potentiels des points A et A’. Il en résulte que 
oR = o(mYV,) = 6W. Done, quelle que soit celle des deux masses qui change 
de position, le travail 6R est toujours égal a la variation de la grandeur W. Si 
m se déplace d’abord de A en A’, et ensuite m, de B en B’, le travail effectué 
par l’attraction mutuelle des deux masses m et m, est évidemment égal a la 
variation totale de W. Mais nous avons vu que le travail des forces centrales 
intérieures d'un systéme est indépendant de la fagon dont ce systeme passe 
d’une position a une autre (page 126), et par conséquent, dans le déplacement 
simultané des masses m et m,, le travail 6R est aussi numériquement égal a 
la variation de la grandeur W. Si l’on décompose les déplacements finis en 
éléments, on déduit facilement de ce qui précéde le résultat suivant : si deux 
points matériels de masses m et m, passent, en suivant des trajectoires quel- 
conques de positions initiales quelconques A et B, pour lesquelles leur potentiel 
mutuel W a la valeur particulitre W,, a de nouvelles positions A, et By 
(fig. 117), pour lesquelles W a une autre valeur W,, le travail total R de 


x 


leur attraction mutuelle est égal a 
(to) R= W. — Wi, 


c’est-a-dire & la différence entre leurs potentiels mutuels dans les positions 
finale et initiale. Si AB =r, et A,B, =ry, ona 


mm mm 
(11) RS Wee ee : 


ro ip 


Quand les masses se trouvent d’abord 4 une distance infiniment grande 
Pune de l'autre, et arrivent ensuite par des chemins queconques, dans une 


positien ou leur potentiel mutuel a la valeur W, il faut alors faire dans (11) 
W, =0, W. = W, et l’on obtient 


(12) - R= W. 


Le potentiel mutuel de deux points matériels est égal au travail effegtué 
par leur force attractive, pour passer de la position ot leur distance est ° 
infinie ala position donnée. 

Si W, est la valeur maxima de la grandeur W, qui correspond par suite 
au plus grand rapprochement possible des deux masses, R = W, — W est le 
travail total que peuvent effectuer ces deux masses, quand leur potentiel 
mutuel est égal a W, Jlest clair, d’aprés cela, quae Wo — W est égal a la pro- 
vision d’énergie potentielle du sysléme de deux masses considéré, 


3. Potentiel d'un systeme de masses attirantes (systeme de 
points matériels). — Soit un systeme de points matériels m,, mz, m3, m,,-- 


Let 
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(fig. 118); supposons que le point géométrique A se trouve aux distances 
1, P2, Ty, .-.de ces points. Nous appellerons potentiel newtonien du point A, 
produit en quelque sorte par le systeme de masses m; en ce point, la grandeur 


(13) ee ele bay 


rr, Ig rs aod 7; 


c’est-a-dire la grandeur égale a la somme des potenticls produits séparément 
en A par chacune des masses du systt¢me. Si ces masses forment un corps 
continu, nous le supposerons décomposé en parties infiniment petites, dont 
chacune jouera le réle d’un point matériel du systtme. Dans ce cas V prend 
la forme 


(14) ee ee 


dv est ici élément de volume, k sa densité, r sa distance au point dont le 
potentiel est V. Le signe [ désigne, par abréyation, linlégrale triple définie 
étendue a tout le volume du corps. 

La grandeur V, voir (13), est une fonction de point, car si ie point A 


M 


my Mg 
Fig. 118 Fig. 119 
change de position, tous les dénominateurs r, en général, varient. Le lieu 


géométrique des points qui posstdent le méme potentiel est une surface de 
niveau du potentiel, Son équation est 


(15) V=C. 


ou C est un nombre constant. La forme de ces surfaces peut changer beaucoup, 
suivant le nombre et la position des masses m, Si nous n’avons en tout que 
deux masses attirantes m, et m:, le potentiel V du point M (fig. 119) est égal 
; m my > ; ‘ m my 
aV== = +, et l’équation des surfaces de niveau est oi + = sO 
1 2 1 2 
Sur la figure 120, on a représenté en pointillé les lignes d’intersection du 
plan de la figure avec les surfaces de niveau du potentiel, dans le cas ou au 
point A se trouve une masse m,, au point B unc masse m, et ou lon a en 
Cuwotson — Traité de Physiqne J,. 18 
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outre my, == 4m,. Les surfaces de niveau sont des surfaces de révolution que 
Von oblient, en faisant tourner toute la figure autour de la droite AB. Les 
courbes les plus voisines 
de A et de B sont peu 
différentes de circonfé- 
rences ; elles n’ont pas été 
tracées. Les courbes en 
traits pleins sont les tra- 
jectoires orthogonales 
(page 269) des surfaces de 
niveau du potentiel ; leur 
signification physique sera 
indiquée plus tard. II est. 
clair que les deux sys- 
temes de courbes (lignes. 
en traits pleins et lignes 
en pointillé) de la figure 
120 se coupent partout a 


angle droit. 
Supposons maintenant 


Fig, 1: 
ig. 120 


que m’ (fig. 118) passe du point A, dont le potentiel est égal a 


m Ma: Ms 
(16) WH H+ S++... 


rs Ts Ts 
au point B, dont le potenticl est 


E ew Til Ms Ms 
(1 7) \ = ie ont 
oy 02 C3 t 


9; élant la distance de la massse m; & B. IL s’agit de déterminer le travail 
total R effectué, dans ce déplacement de la masse m’, par la force F avec 
laquelle la masse m’ est attirée par les masses m; du systtme. La force I est 
la résultante des forces fi, f2, fs, .... avec lesquelles ces masses m; attirent 
séparément la masse m'. Si on désigne par Ry, Ra, Rg, ... les travaux des 
forces fi, fo, fa, «+» le travail R de la force I’, d’aprés le théoréme sur le tra- 
vail de la résultante (page 123), est égal 4 la somme algébrique des travaux 


ity, Rs, Rg, --.- Ona done 
(18) ml Rye By I nn, 


Mais, d’aprés le théore¢me exprimé par'l’équation (6), nous avons 


Si l’on porte ces expressions dans (18), on obtient 


my, My Mm: my My M3 
R =n ( +744 ) m (2 + +4 4+...) 
ry r2 rs : 


Pt re Ps 


POTENTIEL DUN SYSTEME D2 MASSES ATTIRANTES 2 


~! 
or 


cest-A-dire, d’aprés (16) et (17). 
(19) R= n'(V, — Va 


Dans le cas dun systéme de masses altirantes, le travail effectué dans le dépla- 
cement de la masse m' est encore mesuré par le produit de celle masse et de la 
différence entre les potentiels du point final et du point initial du déplacement 


Pour m’ = 1, nous oblenons une formule identique & (7). Sila masse 
m’ == 1 passe, en suivant une trajectoire quelconque, de Vinfini en un point 
dont le potenticl est V; la formule (19) donne (m! = 1, V; =o, V, = V) 
(20) Pee. 


On obtient la méme interprétation, pour le potentiel d’un point, que celle 
quia élé donnée au sujet de la formule (8). 

La formule (19) montre que le travail R ne dépend que des deux surfaces 
de niveau du potenticl (V = V, et V = V.), entre lesquelles s’est cffectué le 
déplacement de la masse m’, et qu’il ne dépend ni de la forme de la trajec- 
toire, ni de la position initiale et de la position finale du point sur. ces 
surfaces. 

Par chaque point M de Pespace ow agit une force, on peut faire passer une 
surface de niveau du potenticl AB et une seule (fig. 121). Si on améne en ce 
point M une masse m’, une certaine force I agira 
sur elle. Déterminons la direction de cette force. 

Quand on déplace la masse m’ sur Ja surface AB 
dune quantilé infiniment pelite a partir du point 
M (MM,, MM,, ou toute autre quantilé), dans le 
plan de la figure ou non, le travail R de la force F 
F, d'aprés la formule (19), est nul, car le point ini- 


: aA ; N ‘ 
tial ct le point final du déplacement se trouvent alee! 

sur Ee méme surface de niveau du potentiel. 11 Ny 
en résulte que la foree F (page 122) est perpen- Fighan: 


diculaire & tous les éléments linéaires que l'on 
peut tracer, sur la surface AB, a partir de M, dans toutes les directions pos- 
sibles. Ceci montre que la force F est normale a la surface AB. 

En chaque point de UVespace, la force altractive est normale a la surface de 
niveau du potentiel, qui passe par ce point. 

Il en résulte immédiatement que les lignes de force sont les trajectotres 
orthogonales (page 269) des surfaces de niveau du potentiel. Les lignes en traits 
pleins de la figure 120 sont donc les lignes de force. 

Lia force F est dirigée du coté du potentiel croissant. En e‘Tet, si Von 
déplace m’ d'une quantité infiniment petite MM’ = s (fig. 121), dans Ia 
direction de la force F, le travail R sera d’une part égal a Ic, et d’autre part, 
d’apres (19), a 


R =n! (V + 8V — V) = mv, 
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si l’on désigne par V le potentiel du point M (et de toute la surface AB), et 
par V + 6V celui du point M’. On a donc 


(21) Fo = m'8V. 


On voit par la que 6V > o et que F est dirigée dans le sens du potentiel 


nN 


; 1 pean : 6V : «ee 
croissant. L’égalité (21) donne F = m' — ; mais ¢ est une quantilé infint- 
oC 
ment petite et cette derniére formule n’est rigoureusement vraie qi’ la 
limite, c’est-a-dire que l’on a 


S 


(22) F = m' lim ae 


6V est ici la variation du potenticl correspondant & un déplacement infint- 


ment petit ¢, normal a la surface de niveau du potentiel. 


ae ; s : m 
Vérifions la formule (22), pour le cas d’un seul point attirant m, ou v= 5 : 


soit ¢ = BB, (fig. 115, page 269) le déplacement élémentaire. On a alors 


iy 
m T= No o Vie m 
r—<ao r r(r— a)’ ¢  =6r(r—s) 


. : : ee ero: 2 
Il vient, pour ¢ infiniment petit, lim — = _ , et (22) donne l’expression 
= 2 


; : mn 
rigoureusement vraie I* = =. 


4. Potentiel mutuel de deux systémes. — Supposons que l’on ait 
deux systémes de points A ct B, et soient m; la masse de l'un des points du 
systtme A, m, la masse de l’un des points du systéme B, et ri, la distance de 
ces deux points. Effectuons la somme W de toutes les quantités de la forme 


mm; . . “i . 
i obtenues en combinant chaque point du systtme A avec chaque point 


Vik 
du systeme B. Nous appellerons cette somme 


mm 

(23) Wy ye 

deed domed 1), 

me fk 
le polentiel mutuel des systemes A et B, Si les deux systemes passent d'une 
position initiale quelconque de leurs points, pour laquelle W = W,, a une 
mm, 
Pink 
donnera te travail de la force attractive entre les points m; et m;,, voir (11), et 
par conséquent la variation totale de la grandeur W, c’est-a-dire W. — W,, 
donnera le travail total de toutes les forces agissant entre les points du 
systeme. Nous avons done 


nouvelle position, pour laquelle W == W,, la variation de chaque terme 


(24) he W2 = W,. 
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Si les deux systemes se trouvent d’abord 4 une trés grande distance l’un de 
autre, et s’ils passent ensuite dans une position pour laquelle leur potentiel 
mutuel est égal a W, le travail R des forces agissant entre les systemes A et B 
sobtient, en faisant dans (24), W,; = 0 et W, = W;; nous avons donc 


(25) R=W. 


Le potentiel mutuel des deux systémes est égal au travail effeclué par les 
forces agissant entre les points m; et les points m,, pendant le déplacement 
des deux systémes, de Ja position ot ils sont & tres grande distance l’un de 
l’autre a la nouvelle position qu’ils occupent. 

Soit W, la plus grande valeur que puisse prendre la grandeur W, étant 
données les propriétés des deux systémes, laquelle est atteinte quand ils sont 
le plus rapprochés possible. Alors 


(26) Re Woes W. 


est le travail total que peuvent effectuer les deux systemes, quand leur poten- 
y q P 
tiel mutuel est égal 4 W. Il est clair que la grandeur Wy — W représente la 
provision d’énergie potentielle que posséde l'ensemble des deux syslémes, par suite 
de l'atlraclion mutuelle de leurs points. 
P 


5. Selfpotentiel d’un systéme. — Considérons un systéme de points 
matériels 


Willi by Ube store, Ty leoo ID yneee 


et soit r:,, la distance de deux quelconques de ces points m; et m,. La grandeur 

mim), f : 

<< est le potentiel mutuel des masses m; et m, (page 271). Formons main- 
ik 

tenant les expressions analogues correspondant & toutes les combinaisons 

possibles de deux points matériels, chaque couple ne devant élre pris qu'une 


seule fois ; si n est le nombre des points matériels, le nombre de ces expres- 
sions sera e nts 1), que l’on peut remplacer par ' 2, quand n est trés 
5 , que peu mp par 5 n’, q s 


grand, Nous appellerons selfpotentiel du systtme la somme de toutes ces 
expressions, et nous la désignerons par W. On obtient facilement une repré- 
sentation symbolique de W, en convenant de désigner par le symbole 


n n 
P me Vo mm: 
(27) rs Ze 2 Pi 
i= [ k= I 


la somme des expressions que l’on obtient en combinant tour 4 tour chaque 
point du sysléme (sans omissions) avec tous les autres. Il est évident qu’en 
opérant ainsi, chaque couple m; et mj, se rencontre deux fois, et que par suite 


w= “e En supprimant les indices, on peut écrire 


(28) ee oN 


2 sand ded 
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On peut transformer la grandeur S en écrivant 


= a! RY 2), 
S 1 m, © se 
cmd dmed Vik 
l k 
DM, : : 
Mais \’ * n’est pas autre chose que la valeur V; du potentiel du systéme au 
| Vik 
k 


point géométrique de ce dernier occupé par la masse m;, voir (13). On peut 
done écrireS = ¥ m:V;. En enlevant les indices, nous obtenons par’ suite 
/ L v ? 


l 
pour W l’expression 


(29) W =~ nV. 

Le selfpotentiel d’un sysléme est égal a la demi-somme des produils de la masse 
de chacun des points malériels dont se compose le systéme, par le polentiel du point 
géomélrique occupé par celle masse. 

Supposors maintenant que le systéme passe d’une certaine position iniliale, 
ou le selfpotentiel W = W,, d une nouvelle position pour laquelle le self- 
potentiel W = W),. Déterminons le travail iniérieur total R, effectué dans ce 
déplacement par toutes les forces altractives entre les points matériels du 
systéme. Nous savons déja (page 126) que KR est indépendant des chemins 
suivis par les points du systeme, pour passer de la premitre position a la 
seconde. 

Dans le passage de chaque couple de points matériels m; et m;, de la pre- 
miere position & la seconde, la force attractive de deux masses m; et ij, elfectue 
un travail R;, égal a la variation de leur potentiel mutuel, c’est-a-dire égal a 
la variation du terme qui leur correspond, dans |’expression de W donnée 
par la somme (28). Le travail total cherché R est égal 4 la somme de tous les 
travaux R;,,; il est par suite égal 4 Ja somme des variations des termes dont 
se compose W, dans le passage du systtme de la premiére position a la 
seconde. Le travail total K est donc égal a la variaion de W, 


(30) R = W, = W,. 


Quand un sysléme de points malériels passe d’une posilion a une aulre, le travail 

total des forces intérieures est égal a la variation du selfpolentiel du systeme. 
Supposons que le systtme passe d’un état de désagrégation infinie, ou 

toutes les distances r;,, sont infiniment grandes, & un nouvel état dans 


lequel le selfpotentiel du syst¢me est égal 4’ W. Nous avons alors, dans (30), 
Wie——708 Wo Veet 1Lavient 


(Sx) R= W. 


Le selfpolentiel du.systeme est éga! au travail effectué par les forces inlérieures 
pour arrwer a la formation actuelle du sysléme en partant dun élat infiniment 
désagrégé. 


Comme résultat de ce travail doit apparaitre une provision d’énergic équi- 


“masse se déplace 4 partir de A, le travail de 
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-valente, par exemple une provision d’énergie cinétique des points malériels, 
une provision de chaleur ou une provision de toute autre forme d’énergie. 

Si W, est la plus grande valeur de W, laquelle correspond a la plus grande 
contraction possible du systeme, il est évident que W, — W est égal a léner- 
gie potentielle que possede le systéme, quand son selfpotentiel est égal d W. 


6. Espace a potentiel constant. — Nous allons démontrer le théo- 
reme suivant. Quand, a l'inlérieur d'un espace fermé, le potentiel V produit par 
des masses eaxlérieures a partoul la méme valeur constante, la force ¥ est nulle 
en tous les points de cel espace, et inversement, quand la force est nulle partout 
dans un espace fermé, le polentiel est constant 
dans cet espace. Pour le démontrer, suppo- 
sons qu’a lintérieur de la surface S (fig.122) 
on ait V = const. Considérons une masse m’ 
placée en un point quelconque A; quelle 
que soit la direction suivant laquelle cette 


la force attractive F est nul, car nous devons, 
pour Pobtenir, faire V,; = V, = C dans la formule (19). Il en résulte que 
Peco. 

Inversement, supposons que l’on ait  —o0, partout & l’intéricur de S$; 
prenons deux points arbitraires A et B a Vintérieur de S, et déplacons la 
masse m' de A en B. Puisque F = o, durant tout le chemin, il est clair que 
R = o. Mais la formule (19) nous apprend que, dans ce cas, les potentiels 
des points A et B sont égaux entre eux. Comme ces points ont été choisis 
tout a fait arbitrairement, il en résulte que tous les points a l’intérieur de S 
possedent le méme potenticl. 


7. Potentiel d’une couche sphérique et d’une sphére. — Remar- 
quons d’abord que nous nous sommes exprimés de deux manitres différentes, 
en parlant soit du polentiel du point A produit par un systéme de points malériels, 
soit du polentiel au point A du systéme. Nous pouvons trouver, par le procédé 
élémentaire suivant, le potenticl extérieur V, et le potenticl intérieur VY; d’une 
couche sphérique infiniment mince de rayon R, d’épaisseur ¢ et de densité 0. 
Comme une couche sphérique donne naissance, dans l'espace extérieur, aux 
mémes forces F',, que si toute sa masse M était concentrée en son centre 
(page 263), il est clair quele potentiel V, doit posséder la propriété correspon- 
dante, c’est-’-dire que l’on doit avoir au point A, situé a une distance « > R 
du centre, 


(39) V.= 


Il est évident que cette formule s’applique aussi 4 une couche sphérique 
homogéne d’épaisseur finie et & une sphere pleine homogéne. On a dans l’espace 
intéricur I; = 0 (page 261) ; d'aprés le théort’me du § 6, nous devons donc 
avoir V; = const., c’est-a-dire qu’en tous les points a Vintérieur de la couche 
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sphérique, le potentiel V doit avoir une méme valeur. Il est facile de trouver 
la valeur V, du potentiel au centre de la sphére; nous avons donc V; = Wie. 
Décomposons la masse de la couche sphérique en éléments m3; ils sont tous 
situés A la méme distance R du centre ; par conséquent 


Sy ee 
aera eae ai 


On a donc 


M 


(33) ize op: 


ou, comme M = 4rR?2c6, si la couche est infiniment mince, 
(34) V; = 4rkcs. 


Nous allons déterminer par une 
méthode plus directe les grandeurs. 
V, et V;, dans le cas d’une couche 
sphérique infiniment mince, Soit 
A (fig. 123) un point extérieur a 
la distance CA = « du centre de 
la sphére. Si m est la masse d'un 
élément siltué en B de la couche 
sphérique et si BA =r, ona 
i). Désignons par » = BCD et ¥ (longitude) les coordonnées 


Fig, 123 


polaires du point B; l’élément de surface autour de Best alors R? sin ededt, 


et par suite m = céR? sin ededy. Dautre part r = VR2 -++ x? — 2Racos, et 
‘ ‘ ‘ ‘ 
par conséquent 


x . 
f V ane |” 7 sin edged 
e — col’ / 
(35) \ o=od/¥ = ol R?+ x? — aRe cos 9 
|] oe rn sin ¢do 
== RCO = 
\ tb VR + «x? — aRe cos 9 
ou 
ardcR (= 
(36) V,. = z f dy R? + «?—aRx cos 9, 
¥ e 9 =0 
T * 


L’intégrale indéfinie est égale VR + «? — 2Re cos © =; nous pouyons 


done écrire symboliquement V, == eek P 2 , ou D et E sont les points de | 
, ‘ dD 
la figure pour lesquels ¢ = 0 et 9 = =. Il en résulte 
oath ee arse __nteR?__ M. 
Ve = {}AE— DA} = z { (e+ R) —(#— R)| = 


‘la formule (32) se trouve ainsi vérifiée, 
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Le potentiel intérieur V; au point A (fig. 124) est exprimé par les mémes 
intégrales (35) et (36) que V,; mais ona ici « = CA < R. Nous avons de 
nouveau 


anoch 


V, = 8 ae — apy 28) 4) —(R— 2) | = hrdeR =F 


ce que vérifient les formules (33) et (34). 
Le polentiel V; a Vinlérieur de la cavité d'une couche sphérique homogene, 
limitée par des surfaces sphériques de rayons R, et Rj, s’obtient en décom- 


posant la couche donnée en couches infiniment minces, et faisant ¢ = dR 
dans la formule (34). On a alors 


PR, 


(33) Vest | © W@BRdR == an3(ha — B2). 


R=Ry, 


Le potentiel V a l’intérieur d’une sphére pleine (de rayon R et de densité 4),. 
en un point A situé a la distance x du 
centre, se compose de deux parties. La pre- 
miére V, est le potentiel de la sphére pleine 
de rayon «, a Ja surface de laquelle se trouve 
le point A; la formule (32) donne V, = 
M Axéz? 


ib 3a 


= : x6a?, La seconde pattie V2 


est le potenliel d'une couche sphérique, a 
l’intérieur de laquelle se trouve le point A; on 
le déduit de (37), en faisantR, = Ret Ry =a, 
de sorte que V, = axé (R? — a’). En fai- nh 

sant lasomme V — V, + V,, nous obtenons le polentiel a Vinlérieur d'une 
sphére pleine homogéne, 


(38) V = ordh? —: 


’ 7 \ . ‘ re A in) Die: 
Le polentiel au centre d'une sphére pleine homogéne est égal & andR?; ala 
surface (x = R), le potentiel est égal a 


(38, a) es sae 


Traitons maintenant le probléme intéressant du selfpotentiel W d'une 
sphére pleine homogéne. Nous emploierons la formule (29) 


een are 
(39) Ws Easy mV, 


Décomposons la sphére, par des surfaces sphériques concentriques, en couches 
infiniment minces; soient z le rayon, dx |’épaisseur de lune de ces couches. 
Puisque V est le méme en tous les points de la couche, et égal a la grandeur 
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donnée par la formule (38), nous pouvons dans (39) remplacer m par la 
masse de la couche, c’est-a-dire faire m == 4760°dx. On a donc, d'aprés (38), 


W = Gr2e? rf (R? — 4 a) ade. 


Cette intégrale donne, si M est la masse de toute la sphére, 


: 16. geareg, 2 Oe 
(40) W oe =p 


Le selfpotentiel d'une sphére est done proportionnel au carré de la densité de 
la sphere et a la cinquiéme puissance de son rayon. 

La formule (40) nous donne le travail nécessaire pour la formation @une 
sphere au moyen de masses dispersées a Vinfint. 

La formule (40) nous montre encore que, quand une masse donnée M se 
contracte, et prend successivement la forme de sphéres de rayons différents, 
le selfpotentiel W, et par suile le travail de formation de la sphere, est inver- 
sement proporlionnel au rayon de celle derniere. 

Quand la masse M, qui occupait le volume d’une sphire de rayon R, se 
contracte et forme ensuite une sphere de rayon R, < KR, le travail de con- 
traction est égal a 
(4t) W,—W= 3 (re = ao 

Il faut bien se rappeler que les formules (40) et (41) ne nous donnent pas 
en unités absolues le travail de formation et de contraction d’une sphere. Si 
Yon exprime M en grammes et R en centimetres, les formules (40) et (41) 
nous donneront le travail cherché en unilés environ 15.10% fois plus petites 
que l’erg (page 255). 

Il est facile de calculer la quantité de chaleur q équivalente au trayail 
effectué. Les relations données au Chapitre III, § 6, conduisent facilement a 
la formule 


72CM? {1 I ‘ : 

(42) — er a -— x) petites calories, 

ou C désigne le facteur de proportionnalité considéré au Chapitre VI, § 2. Si 
coe a < a 

la valeur du rayon R adiminué du niéme de sa valeur, ona Ry = = R, et 

* 
Raa. 72CM? : is 
(43) Pee Sao iceeae pelites calories. 


Si lon introduit la valeur numérique de C et si l’on remplace les petites 
calories par les grandes, il vient 


(43, a) 1= gee aK grandes calories. 


Ici M doit étre exprimé en grammes et R en centimetres. : 


é 


EQUATION DE LAPLACE — 28. 


Ces formules nous permeltert de calculer le travail de contraction du 
Soleil. On peut, par exemple, supposer que, par contraction, le rayon du 
Soleil diminue de 0,1 pour cent, et calculer la chaleur q ainsi rendue libre. 
Il serait ensuite inléressant de déterminer la durée de cette provision de 
chaleur, en supposant que sur chaque cenlimétre carré normal aux rayons 
solaires et situé a une distance du Soleil égale 4 celle de la Terre, tombent 
3 petiles calories par minute. Si l’on prend pour la capacité calorifique d’une 
sphére un nombre approché quelconque, on peut se faire une idée de l’échauf- 
fement qu’éprouve une sphére dans sa formation ou dans: sa contraction, en 
supposant qu’aucune perte de chaleur par rayonnement ne se produise. II 
serait inléressant enfin de calculer l’élévation de température approximaliye 
du Soleil, par suite d’une diminution brusque de son rayon de o,1 pour cent ; 


: as ; F ag Aa | aes, ‘ 
on pourrait prendre sa capacilé calorifique égale 4 — . — ou méme égalea 1, 
e AG? 10 = 


z 


ce dernicr chilfre étant, selon toute probabilité trop grand. 
Il résulte de (40) que, dans la formation d'une sphére homogtne de rayon K 


au moyen d'une masse dispersée a l’infini, le travail relatif a chaque unilé de 
masse est 


(43, b) Wie. 


= eae M : : . Bh eens 
Mais, d’apres (38, a), Rr est le travail qui est effectué, lorsque l’unité de masse 


' vient de Vinfini sur la surface de la sphére. Nous voyons done que, dans la 


contraction présente du Soleil, formé par une masse dispersée a l'infint, la chaleur 
libérée dans chaque unilé de masse est égale a 0,6 de la quantilé de chaleur q,, 
qut prendrait naissanze si celle unité de masse tombait maintenant de Vinfini sur 
la surface du Soleil. Il résulte de (42), quand on fait R = et Ry = Ri, 


7s elites calori 
1! = 5 os K Peliles calories. 

Si on pose C égal a lVunité et si on calcule Ja masse M du Soleil en 
grammes, on obtient, pour la chaleur actuellement libérée, par la formation 


du Soleil, dans chaque gramme de sa masse, 
2) a ; qi = 29.10° petites calories. 


Lorsque le rayon du Soleil diminue de 1 : 10000, il se développe une 
quanuité de chaleur, qui peut compenser, pendant 1500 années environ, la 
perle due au rayonnement. 


8. L’'équation de Laplace. — Le potenlicl newtonien d’un systtme de 
masses attiranles 


G4) V=>2. r= (e—aP + (y— b+ &— 4) 


salisfait a une équation célébre que l’on doit a Laprace et qui joue un role 
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trés important dans toute la Physique. Soient X, Y, Z les composantes de l’at- 
traction au point (x, y, z) du systeme de points matériels (a;, b;, ¢;) ; d’apres 
le § 3, elles sont liées aux dérivées premitres du potentiel par les relations 


/ OP ae tera 


| Beton ee ee 
(45) é oy ib DN coe \ m; - atl 
49, | ay : ; 
oV Nees 
Wh — i g - . 
\ oz yap r? 


Formons les dérivées secondes de V ; nous avons 


ri) a) C1 mM; 
V3 Ym, Sa Se See 
en? r fod 
o?V > ale S1 mj 
: 1223 Vig Se > aE 
Ov aed iy? a a 


av as 3N m, (ci ak a N Mm; : 
; ye We 


Appelons AV, suivant la notation généralement adoptée (1" Partie, § 14), 
Ja somme de ces trois dérivées secondes ; il vient 


(46) I\\We = oO. 


Telle est l’équation de Laptace, a laquelle satisfait le potentiel newtonien: 
pourvu que le point atliré soit distinel des points attirants. 

Si, au lieu de points altirants discrets, nous considérons des distributions 
continues de masse attirante, dans un volume, sur une surface ou sur une. 
ligne, nous trouvons encore que le potenticl newtonien saltisfait a lpasetion 
de Laprace en tous les points extérieurs aux masses agissantes, ou les dérivées 
premieres et secondes de V restent finies. 

Voici une seconde propriété essentielle du potenticl newtonien. Soit 9 la 
distance & lorigine des coordonnées du point attiré (a, y, z), Quand ce point 
s‘¢loigne indéfiniment, c’est-d-dire quand 0 croit indéfiniment, le potentie 
newtonien V lend vers zéro, C’est ce que l'on démontre, en faisant voir que le 
produit oV tend vers une limite finie et en calculaat cette limite. Désignons 
par v le volume attirant, par dv un élément de ce volume, par a la distance 
du centre de gravité de cet élément A l’origine des coordonnées, par 7 la 
distance du point (a, y, z) 4 ce centre de gravité. On a * 


pO —"a <7, <@o a, 
et, par suile, on peut poser 
‘ =o -+ 0a, 


§ étant compris — 1 ect -+ 1. Le potenticl V [§ 3, formule (14)] a pour 


expression 
ae kedv 
aT o + 0a 


iS) 
oe) 
co 


FORMULE DE GREEN 


‘Formons le produit oV, 


Val edo f ido — fe ae 
: o + Va rf o + Va 


On voit sans peine que la derniére intégrale tend vers zéro, quand 9 aug- 
mente indéfiniment et que 


lim. pV = | hiv = M, 


en appelant M la masse attirante totale. Le raisonnement s’étend, sans au- 
cune modification, au cas d’une surface attirante, d'une ligne altirante ou 
d'un ensemble de volumes, de surfaces ou de lignes. 

Dans ce qui précéde, nous avons supposé que le point attiré (x, y, z) était 
extérieur aux masses attirantes. Envisageons le cas oi le point attiré est a 
Vintérieux d’une masse attirante distribuée d'une manitre continue. Décri- 
vons une petite sphére contenant le point (x, y, z) et divisons le potentiel en 
deux, V, celui de la sphére, V, celui du reste du corps. Nous avons d’une 
part 


AV; == © c 
d’autre part, d’aprés (38), § 7, 
Vi, == ano | R? — 5 (ee =e ag = he 
et par conséquent 
AMY oath. 


Comme ona V = V, + Vs, il en résulte 
(47) AV = — Ars. 


Cette équaltion, qui est due a Poisson, comprend évidemment, comme cas 
particulier, ]’équation de Laptace, puisque 4 == 0 en un point attiré («, y, z) 
extérieur a la masse attirante, 


9. La formule de Green. — Nous allons maintenant établir une for- 
mule, qui est fondamentale dans la Physique théorique. Soit un volume (v) 
limité par une surface (s) ; désignons par /, m, n les cosinus directeurs de la 
normale eaiérieure A la surface (s). Soit F une fonction quelconque de 2, y, z 
conlinue, ainsi que ses dérivées partielles du premier ordre, dans le volume 
(v) ; soient enfin dv un élément infinitésimal de (v) et ds un élément infini- 
_ tésimal de la surface (s). On a les formules suivantes : 


5 f° 
Dot) eA | IFds, 


ax 


4 Ai) == i mids, 
oy - 


aE dv =i nds, 
oz 
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les intégrales de yolume tant étendues au volume (v) et les intégrales de sur- 
face & la surface (s). Chacune de ces formules se démontre sans peine a Vaide 
d'une intégration par partes. 

Soient deux fonctions U et U' assujetties aux mémes conditions de conti- 
nuilé que F. Posons == UU'; la premitre des trois formules précédentes 


donne 
(aert B BO Ul Rae 
flv oul —-- UW : ) dv = | lUU'ds. 
BEE or x 
Si nous faisons U’ = _—., on a donc 
on 


| aU av 7. ea chy vical ical 


OL Ox 


avec deux relations analogues pour les dérivées par rapport ay eta z. Par 


; oV aV ov oV 
addition, et en posant 1° — + m= +n == =, on lrouxe 
or oy Oz ov 
re yp 0U aV x oV 
(48) | Se w= {U Nas fe UaVa 
F | ox ox s) 


C’est la formule bien connue de Green. On a éyidemment, par symétrie, 


f See wa [va f vaca, 
ame OL OL ov 


d’ou, en retranchant, 


(49) f wav — VAU)dv = { (u a Ly, a a 


Dans les formules (48) et (49), les fonctions U et V doivent étre finies, 
continues et admettre des dérivées premiéres continues, également finies ; 
elles doivent avoir, en outre, des dérivées secondes finies ct intégrables. Il faut 
avoir soin, en appliquant ces formules, de prendre toujours les: dérivées 
aU av : Ae joke 
ueay? dans le sens de la normale ea térieure au volume que l'on étudie. 
ov y) 

Les applications de la formule de Green sont trés nombreuses, comme 
nous le‘verrons dans la suite. Nous indiquerons ici Jes suivantes. 

Supposons que U == 1 et que V représente un polenticl newtonien ; on 
aura alors 


ne 
ov ds = | AVau; 
Ov 
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or, d’aprés l’équation de Poisson, AV = — 4x46; si donc M représente la 
masse allirante comprise dans le volume (wv), on a 


oV 
— do == — hxM 
ov 
Nous obtenons ainsi un théoréme, di a Gauss, dont nous ferons un grand 
j : - ees ; 
usage dans I’étude du champ électrique (Tome EV); — ds est ce qu’on 
ov 


appelle le flue de force a travers I’élément dz de la surface (s), et celte déno- 
mination provient de l'analogie qui existe a certains égards entre la théorie 
du potentiel newlonien ct celle de Ja conduction de la chaleur (Tome III) ; le 
flux de force rappelle le ux de chaleur envisagé dans la théorie de Founter. 
Considérons, en particulier, Vattraction d’un plan indéfini sur un point 
(Chap. VI, § 8.) Par raison de symétrie, l’altraction est normale au plan et 
ne dépend que de la distance h du point attiré & ce plan. Appliquons le théo- 
reme du flux de force 4 un cylindre dont les génératrices sont normales au 
plan. Soient hy et h, les distances des bases au plan attirant et ¢ la surface 
commune de ces bases. Le flux de force relatif & la surface latérale est nul ; 
celui relatif aux bases est égal a 


oh (ho) — oh (hy). 


Si hy et hy sont deux distances comptées du méme coté du plan attirant, 
la matiére intérieure au cylindre a une masse nulle; on a done dans ce cas 


oh (hy) — sb(h,) =o 


ou b(hy) = Y(h,) ; Valtraction en un point est done indépendante de sa distance 
au plan atlirant. Si hy et hy ont des signes contraires, 


oY (ho) — ob (hy) = — Arles ; 
donc Y (hy) —U(hy)—=— Ark; or Y(hy) =— ¥(h), dou 
U(ho) = — ach, VR) == atk ; 


Vallraction est done constamment égale 4 axk er valeur absolae, mais elle est posi- 
tive d'un célé du plan et négalive de l'autre. On déduit de 1a que si, en traver- 
sant une surfacé, on observe un changement brusque dans la grandeur de la 
composante normale de l’attraction, il existe une distribution de maticre sur 
al Il doit étre 
remarqué qu’un brusque changement A la traversée de Ja surface, dans la 
grandeur de la composante tangenticlle de l’attraction, est contraire au prin- 
cipe de la conservation de l’énergie. 

Voici une autre application importante de la formule de Grenn. Considé— 
rons une sphére (S) de centre O ct de rayon KR. Soit une fonction V(a, y, z) 
finie et continue ainsi que ses dérivées 4 l’intérieur de S$ et salisfaisant, dans 


Ja surface dont la densité est le saut brusque que fait 
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celte région de l’espace, a léquation de Larrace AV =o. Dans ces condi- 
tions, la fonction V se comportera comme un potentiel newtonien, pour 
lequel toutes les masses attirantes sont extérieures a la sphére, et on aura, 
comme conséquence du théoréme du flux de force, 


CaN 
Cio ==="6)5 
Ov 
La 


La fonction V prend une infinité de valeurs sur la surface de la sphere ; 
on appelle moyenne arithmélique de ces quantités l’expression 


er ee le 
M = iy _[ Vers 


nous allons montrer que celte moyenne est égale a la valeur Vy de la fonction V 
au centre O de la sphere. 


Soient » la valeur de cette moyenne sur une sphére (s) de rayon r, et p’ sa 
valeur sur une sphere (s’) concentrique et de rayon r + dr, Soit un cone, 
ayant son sommet au centre O, qui découpe sur la premitre sphere un élé- 
ment ds et sur la seconde un élément do’ ; on aura 


ds __ do’ 
ys Toei tats dr): 


= 


o\ ; ae 
VetV + es dr sont les valeurs de la fonction V aux centres de gravilé 
> 


des éléments ds et ds’ et on trouve facilement que la diflérence des moyenncs 
wet pw’ est 


or, comme nous l’avons vu plus haut, l’intégrale du second membre est 
nulle. En passant d’une sphére a une autre, » ne varie donc pas et par con- 
séquent p. == Vo. De ce théoreme, qui est di & Gauss, on déduit immédiate- 
ment que la fonction V ne peut avoir, en dehors des masses atlirantes, ni 
maximum ni minimum. 


40. Attraction des ellipsoides. — Le célébre probléme de l’attraction 
des ellipsoides a présenté des difficultés, qui n’ont pu étre surmontées qu’a 
Ja suite des efforts prolongés des plus grands géométres : Mactaunty, LAPLACE 


(1783), Lecenpre (1788), Ivory (1809), Gauss (1813), Potsson (1833), 


Castes (1837), Leseone-Dintcater (1846), Lacuerre (1878). La question — 


n’a pris une forme simple qu’aprés les recherches de Castes sur la théorie 
des surfaces homofocales du second degré. 
Considérons l’équation 


We ; 
(90) 3 poy ty = 0 (a>b>¢lSay 


——-s 
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' Lorsque le paramétre 4 varie, on obtient une infinité de surfaces du 
second ordre dites homofocales entre elles. Il passe trois surfaces de ce sysléme 
par un point queleonque de l’espace ; l'une est un ellipsoide correspondant a 
une valeur 9. de A inférieure a c, l’autre un hyperboloide 4 une nappe cor- 
respondant a4 une valeur 9, de 4 comprise entre b et c, et la troisitme un 
hyperboloide 4 deux nappes correspondant 4 une valeur p de ) comprise entre 
a et 6. Pour le voir, il suffit de chasser les dénominateurs dans |’équation 
(50) ; on a ainsi l’équation 


(b—))(e—A) ax? +-(e—d) (a—A) y? + (a—)) (b aes byes Ne 


qui est du troisiéme degré en ) et a ses trois racines réelles et positives 9, p:, 
¢2 comprises dans les intervalles que nous venons d’indiquer. D’ailleurs, 
deux quelconques des trois surfaces passant par un méme point de I’espace 
se coupent orthogonalement. Prenons, par exemple, les deux hyperboloides 


a “e y ie 22 = 
a — 0, b — oy cC— oy : 


et envisageons un point de leur intersection. En ce point, les plans tangents 
aux deux surfaces ont respectivement pour cosinus directeurs 
° 
x y 4 ae y > 


t , ’ 
Babs pc =p. * a—on' b—%' c—o’ 


pour que les surfaces soient orthogonales, on doit donc avoir 


ins 2 LS 
ae — 7) 2 —-) O— 9) | C—e)¢—p) 


Or, en retranchant les équations des deux surfaces et en supprimant le 
facteur commun p — 9, on obtient précisément cette condition d’orthogo- 
nalité, 

Les trois paramétres 0, 9;, 92 constituent un systéme de coordonnées curvi- 
lignes, les coordonnées ellipliques de Lamsé, propre & définir tout point de 
l’espace. Exprimons les coordonnées cartésiennes x, y, z au moyen des coor- 
données elliptiques 9, 9:, 92. Nous partirons, pour cela, de l’identité 


(b—2)(c—A)a? + (¢—1) (a —d)y? + (a—2)(b—1)2? —(a—}) (b—2) (0A) 
== (9) (A — 0,) (A — pp). 


En faisant successivement dans cette identité 4 =a, 4—b; 4 —=c, on 
trouve 


gua (a =p) (a = 91) (aps) 
(Oo a)(ea) 


go (6p) (6 — px) (b — ea) 
1) emia Claes Dae 

pee (ep) (c= hi) (oP) 

Fe abe) 


Cuwouson, — Trailé de Physique I,. 19 
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Cela posé, prenons un point M de coordonnées elliptiques 2, , p2 sur un 
ellipsoide 22, et un point M’ de coordonnées elliptiques 9’, 9)’, 92’ sur un 
ellipsoide 9, homofocal au précédent. Les points M et M’ sont dits correspon- 
dants sur les ellipsoides p, et 2’, si les deux autres coordonnées elliptiques 
satisfont aux égalités 9 = ¢’, o, = 9’. Soient x, y, z et a’, y', 2’ les coor- 
données cartésicnnes respectives des deux points correspondants M et M’, En 


posant 
/ if 7 

s b C——16> : (=p, f oe 
(02) a? — = ; —— — p= mE 

2 b — £2 Uae 
on aura 
ine) 1 7 if vo 
(53) Lon ‘y = By, oe 


le rapport des axes de méme nom des deux ellipsoides est donc égal au rapport’ 
des coordonnées suivant ces axes de deux poinls correspondants. 

Prenons deux autres points correspondants M,, M,', dont les coordonnées 
cartésiennes sont respectivement £1,°V,) Z. eboy!, ya's 2’ 5 NOUS AUCs 


MM,” — MM, = SiG? — 1) (2? — 2) =o. 


Les distances MM,’ et M'M, sont done égales. 

Nous allons faire une premiére application de cette notion ae points cor- 
respondants. Nous avons vu au Chap. VI, § 7 que l'attraction d'une couche 
homothétique infiniment mince, qui est limitée par deux ellipsoides: homo- 
thétiques, est nulle sur tout point intérieur. On déduit de ce théoréme, qui 
est di a Newron, que la surface ellipsoidale de la couche est une surface de 
niveau. Considérons une autre couche homothétique infiniment mince, portée 
sur un ellipsoide homofocal au précédent, et envisageons les points ¢orres- 
pondants des deux couches. D’aprés (53), la masse de. la seconde couche est 
le produit de la masse de la premiétre couche par «87. Prenons le potentiel 
de la premiére couche sur M,’ et le potentiel de la seconde sur M; ; comme 


MM,’ = M’M,, on voit que 
V'= Vapy: 


Or V’, potentiel sur_un point intérieur M,, est constant; par suite V est 
constant et le second ellipsoide est aussi. une surface de niveau Celte belle 
proposition est due 4 Cuasies. 

On en déduit immédiatement que l’attraction sur un point extérieur d'une 
couche ellipsoidale homothétique infiniment mince est normale a un ellip- 
soide homofocal passant par ce point. Nous allons déterminer la grandeur de 
cette attraction. Il est possible de distribuer, sur une surface de niveau enfer- 
mant complétement une masse donnée, wne couche atlirante qui produise le 
méme potentiel a travers tout l’espace extérieur a celte surface de niveau. Le 
potentiel du a cette distribution superficielle sera constant a lintérieur de la 
surface de niveau et, par conséquent, l'attraction de la couche sur tout point 
intérieur sera nulle, On en conelut; que, dans le cas.actuel d’une couche 
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-ellipsoidale homothétique infiniment mince, lattraction sur un point exté- 
wieur est proportionnelle & la masse de la couche, a la distance du centre de 
Ja couche au plan tangent (voir page 266) mené au point atliré a lellipsoide 
homofocal qui passe en ce point, et inversement proportionnelle au produit 
des axes de cet ellipsoide. 

Connaissant l’attraction d’une couche ellipsoidale homothétique infiniment 
mince sur un point extérieur, on obtient facilement [attraction d’un 
ellipsoide plein et homogéne sur un point intérieur. Décomposons, en 
effet, Vellipsoide Ey en couches mfiniment minces du type précédemment 
-tudié. Envisageons en particulier Vellipsoide KE homothétique a E, qui passe 
par le point attiré M. Toutes les couches extérieures 4 E sont sans effet sur le 
point M. Occupons-nous des couches intérieures. La ligne OM menée du 
centre au point M rencontre EK, en My; les systtmes (E, M) et (E,, My) sont 
homothétiques et par suite l’attraction de E sur M est paralléle a l'attraction 
de Ey:sur My. Quant a l’intensité de l’attraction, elle est proportionnelle, par 
raison d’homothétie, au rayon vecteur OM. 

La masse de E est A celle de E, comme le cube de OM est & celui de OM. 
Mais, pour avoir l’attraction, il faut diviser les masses par le carré des dis- 
dances. Or, en passant du systéme (E, M) au systeme homothétique (E), Mo), 


les longueurs sont multipliées par a i We attraction de E sur M est donc & 


«elle de E, sur My, comme OM est & OM). Les composantes suivant les axes 
de l’attraction sont donc des fonctions homogénes linéaires en x, y, z et, par 


suite, le potentiel V est un polynéme du second degré en x, y, 7; comme 


des plans de coordonnées sont des plans de symétrie, ce polynome est de la 
forme 


V=A-+ La? + My? + N2?, 
A, L, M, N étant des constantes. 
' Lecas de Vattraction d’un ellipsoide plein, homogéne sur un point exté- 
rieur se raméne au précédent, au moyen d’un théoréme remarquable di a 
Ivory, ot nous allons voir réapparaitre la notion de points correspondants. 
Soient x, y, z les coordonnées du point attiré M, r la distance entre ce 


point et un point quelconque (£, 1, ¢) de la masse attirante, X lacomposante 
‘suivant I’axe des x de !’attraction de cette masse sur M. On a 


x= f w 2 (') @)=—f #2 (2) )=fa(? —z). 
or i) & ane 


r, et r, étant les distances du point attiré M aux deux extrémités A et B d’un 
filetde da masse attirante de section ds et paralléle a l’axe des x. 

Cela posé, faisons passer par le point M une surface ellipsoidale homofocale 
de la surface del’ellipsoide attirant donné et établissons la correspondance (53). 
Soient A’ et B’, sur la seconde surface, les points correspondants de A et B 

sur la premiére, et M’ le point de la premiére surface correspondant au 
point M de la seconde. On a évidemment 


ao’ = Brds. 
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D’autre part, si 1’, et r’,, sont les distances du point M’ aux points A’ et B’, 
ona 


PY Sear, eae re 
(voir page 290) ; donc 
ies Vike 
et, d’une manicére analogue 
VWiea\e 
Z' = o8Z. 


Tel est le théoréme d’Ivory ; connaissant l’attraction (X’, Y', Z’) du second 
ellipsoide sur le point intérieur M’, on en déduit l’attraction (X, Y, Z) du 
premier ellipsoide sur le point extérieur M. 

Le point M, situé sur le second ellipsoide, peut étre considéré aussi comme 
un point intérieur & ce second ellipsoide. Soit (X”, Y’, Z”) V’attraction que le 
second ellipsoide exerce sur le point M; d’aprés le’ résultat auquel nous 
sommes arrivé relativement &l’attraction d’un ellipsoide plein et homogéne 
sur un point intérieur, nous avons 


dou 
x” VE ful 
Mit, ate? eae 


Les attractions sur le point M des deux ellipsoides homofocaux considérés 
ont donc méme direction et sont entre elles comme les masses des deux 
ellipsoides. Considérons un troisiéme ellipsoide homofocal qui, comme le 
“premier, ne passera pas par M; les attractions sur le point M de ce troisiéme 
ellipsoide et du second ellipsoide précédent qui passe par M auront aussi 
‘méme direction et des intensités proportionnelles aux masses du troisi¢me 
ellipsoide et du second. On en déduit le célébre théoreme de Macraurin : les 
attractions de deux ellipsoides homofocaux sur un point extérieur ont méme direc- 
tion et sont proportionnelles aux masses des deuz ellipsotdes. 

Il en résulte aussi la proposition équivalente suivante. Appelons focalo/de 
avec Lorp Kenvin et Tarr une couche limitée par deux surfaces ellipsoidales 
homofocales : deua tels Jocaloides de masses égales, qui sont homofocaux, exer— 
cent méme attraction a travers tout Vespace extérieur. 

Le théor¢me de Macraurin réduit, comme la proposition d’Ivory, la déter- 
mination de l’attraction d’un ellipsoide sur un point extérieur, au probléme 
de attraction sur un point & la surface et par cons¢quent sur un point inté- 
rieur. 

Les solutions précédentes du probléme de l’attraction des ellipsoides repo- 
sent, en définitive, sur la décomposition de la masse attirante en couches 
minces limitées par des sur/aces ellipsoidales homoth¢tiques ou par des surfa- 
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ces ellipsoidales homofocales. Lacuerne (1878) a introduit une idée tout a 
fait neuve dans cette célébre question ¢tudiée déja par tant de géomitres. 
Tl effectue une décomposition en tranches infiniment minces par des plans 
isolropes paralléles. Comme cette méthode nouvelle peut recevoir d’autres 
applications dans la Physique, il est utile de faire connaitre l’analyse de 
Lacurrre (C, R. 86, p. 1257, 1878). 
Gonsidérons Yellipsoide * - 1) 4. 2° — 1 et un point M extérieur 3 
onsidérons l'ellipsoide ©; +- 73 + 7, == 1 et un poin extérieur a 
cet ellipsoide et ayant pour masse l’unité, En désignant par «, y, z ses coor- 
données, par o la densité uniforme de la matiétre qui forme Vellipsoide, la 
valeur du potentiel de l’ellipsoide au point M est 


6 (/ odXdYdZ 
uns iccoacean y)? + (Z —2)? 


Vintégrale triple s’étendant a tous les points situés dans lintérieur de I’ellip- 
soide. D’aprés une formule due a Jacost, le facteur 


I 


Ge ey = Z — 2) 


est égal a 


27 
J de ; 
Zf X—x+u(Y y) cos o + 1(Z — z) sin 


ya ee odXdYdZde 
= an 3 X a+ UY — y) cos ¢ FIZ —2) sin @ 


le point M étant & l’extérieur de l’ellipsoide, la quantité sous le signe d’inté- 
gration ne deyient jamais infinie. On peut donc intervertir l’ordre des inté- 
grations et écrire 


eect? dXdYdZ 
=2[ i AX—a+iU(Y y) cos 9 + 1(Z —z) sin¢ 


Faisons le changement de variables X = ae; Y = by, Z = ¢53;, on aura 


Vv dédndt 
cabe te | LE + Mn + NE — P’ 


en posant, pour to 


La, M=ibcose, N=icsing et P=a2-+ lycos9 + izsin 9, 


L’intégrale triple s’étend a tous les points situés dans l’intérieur de la sphere 
£2 4 7? 4 £2 — 1. Elle peut se mettre sous la forme 


I Gene 
/L? + M? + N? D 
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D désignant la distance du point (, 7, £) au plan H, dont l’équation est 
CX + MY + NZ — P =o. 


Il est facile de l’évaluer. Menons, en effet, deux plans infiniment voisins. 
paralléles au plan IH; soient respectivement i et {+ dé les distances de ces- 
plans au centre Ode lellipsoide ; soit enfin hla distance du point O au plan H. 
Les deux plans infiniment voisins découpent dans la sphére une couche dont 
le volume est =( 1 — #?) dt; tous les points de cette couche sont d’ailleurs & 


une distance du plan H égale a h —t; la partie de l’intégrale triple relative 
a cette couche est donc égale a 


-~ 


: (1 — #) di 
VIA IPE he 


ella valeur de l’intégrale triple elle-méme est 


= iv " — edt 
Vie + MP4 We) at 


Si lon remarque maintenant que P = h \/ L2 + M? + N?, en remplagant. 
L, M, N et P par leurs valeurs, il viendra définitivement 


Vv ib ake (1 — #)dtde 
pabe ~ 2 J__ 1 Jo x + iy cos» -Fizsin » —t\/ (a? — b*) + (b2 —c*) sin 29 


L’intégration relative a ¢ s’effectue immédiatement. 

On peut remarquer que le premier membre est le rapport du potentiel 
la masse de l’ellipsoide, 4 un facteur constant pres; il est clair d’ailleurs que 
le second membre ne change pas quand on remplace l’ellipsoide considéré- 
par un ellipsoide homofocal. De 1a résulte immédiatement la proposition de 
Mactatrin. 

Si la surface est de révolution et si l’on a b =c, Vintégration relative A ¢ 


selfectue immédiatement, en vertu de la formule de Jacont rappelée plus. 
haut, et ona 


cigae 2 
V == real [ (1 t dt ee: ) 
a Vy Sle a (a = t/a? — pe 


en effectuant ensuite l’intégration relative 4 ¢, on obtient le résultat intéres - 
sant qu'un ellipsoide de révolution attire un point extérieur comme une ligne: 


attirante joignant les foyers, avec une densité linéaire en un point P égale: 
a FP.F'P, 


11. Développement en série du potentiel newtonien. Les sys- 
temes de fonctions orthogonales de Legendre et de Laplace. — 
Lecenpre et Laptace, en calculant le potentiel newtonien par un déve- 
loppement en série, ont élé conduits A introduire, dans la Physique, des 
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systémes de fonctions orthogonales (Chap. IV, § 43), qui sont d’un usage trés 
{fréquent, comme nous le verrons plus tard (Tomes III et IV), et qu’il est 


nécessaire de connaitre. 
On appelle polynéme sphérique d’ordre n un polynéme I, de degré n, entier 
et homogéne par rapport a a, y, z, tel que l’on ait 


All, == o. 
: : 1) (n 
Un polynéme homogéne de degré n & 3 variables contient beee M = 2) 


coefficients ; AU, qui est de degré n — 2 contiendra cae coefficients. Si 


l,, est un polyndme sphérique, le nombre des coefficients arbitraires sera donc 


(n + ne) ei a pa a Ee 


On voit, par conséquent, qu’il existe 2n + 1 polynémes sphériques de 
degré n linéairement indépendants, 
Si nous passons aux coordonnées polaires, en posant 


x —=rsin 4 cos 9, 
¥y =v sin 6 sin 9, 
| COs0e 

nous ayons 


a ee 


X, étant une certaine fonction de 6 et de ¢, que l’on appelle fonction 
sphérique. 
On a Videntité 


dul 
or hve Xe 
en faisant r = 1, on obtient donc 
2 oul, - 
a === ee ai —— nXp, 


on 


Nt, 
vy 
Considérons maintenant deux polynémes sphériques d’ordres différents 

Nl, et 0, et appliquons la formule de Green (§ 9, (49), page 286) 


f (natin 1, AT,) dv = (ae Uy ee 


Le premier membre est nul et le-second se réduit & 


(m — nh f SoXude 


étant la dérivée suivant la normale extérieure (page 285). 


7) 


296 MBECANIQUE. — CHAP. VII 


il en résulte que l’on a la relation d’orthogonalité 


J Sout == (0) 


entre deux fonctions sphériques d’ordres différents. 

Nous avons vu quiil était possible de développer une fonction arbitraire 
d'une seule variable en série de Fourrer; nous allons montrer qu'une 
fonction arbitraire de deux angles 6 et » peut de méme étre représentée par 
une série procédant suivant les fonctions sphériques. Voici comment LapLace 
a élé conduit a ce résultat. 

Considérons une sphére de rayon 1, et supposons qu’a sa surface soit dis- 
tribuée, suivant une loi quelconque, une masse attirante ; soit k la densité 
superficielle de cette masse. Soient un point M non situé sur la surface, dont 
les coordonnées cartésiennes sont x, y, z, et les coordonnées polaires r, 8, ¢, 
et un point quelconque M' de la surface de coordonnées a’, y', z', ou 1, 8! o, 
Si, O étant le centre de la sphire, y représente l’angle MOM’, on aura, par 
la trigonométrie sphérique, 


cos y = cos 6 cos 6’ + sin 9 sin 6’ cos (7? — ¢’), 
et si p représente la distance MM’, on aura 
0? = (ae -— oe at (y a>. yee == (z ee rap 
ou 
0? ==.1 —= ar cos 4/--:7°, 


Nous allons chercher le potentiel V de la couche attirante au poiat M. 
En appelant do |’élément de surface, dont le centre est en M’, on aura 


v= [%. 
p 


Supposons d’abord que M soit a J’intérieur de la sphére; dans ce cas, 
l’expression 


: —— 
~=(I—earcosy+r*) ? 
° . 
pourra se développer suivant les puissances croissantes de r, puisque l’on a 
r< 1. Il suffit de remarquer que 

iy 


1 — arcos y + r? = (1 — re’) (1 — re aN 


or, pour r < 1, ona les séries convergentes 


ty \ 1a iy 1.3,..(a2m —1) + miy 
ae ° : ae re, sb eas 
De aaalne 
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On aura donc 


I 
= = s P,r". 
t 


Les coefficients P,, sont des polynémes entiers en cos , dont le degré est 
égal 4 l'indice, que l’on appelle les polynémes de Legendre. On aura donc 


4 =Ypr [ 1Pde, 


Le polynéme P,, est une fonction dey; on peut donc aussi l’envisager 
comme une fonction de 9, ¢, 4’ et ¢’. Supposons la droite OM’ fixe et consi- 
dérons P,, comme fonction de § et 9 ; nous allons montrer que c’est une 
fonction sphérique. On a 


: { 1\2 I Na 
5=|(e— HF + —y¥ + @—2)'] : 


puisque nous avons supposé que 


ao? y? ae lt y? a 2/2, 


; ae 5 : : 
on peut développer 2 suivant les puissances croissantes de x, y, z. Soit 


I 
= Le 
: DMs 


Il, étant un polyndme homogéne de degré nen z, y, z. Mais comme nous 
Payons vu, 


= 10, 
P 


Nan, ===) 


Comme le premier membre est une suite de polyndmes de degrés différents, 
on doit avoir séparément 


et par conséquent 


Ali ——.0)5 


Pour passer de ce développement en x, y, z, au développement précédent, 
il suffit de transformer en coordonnées polaires et on voit que 


0, — Paes 


ce qui montre que P,, est une fonction sphérique. On a donc aussi entre les 
polynémes de Lecenpne la relation d’orthogonalité 


[ Pryde = 0. 


ve 
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On verrait de méme qu’en posant 


Xie = | hPa, 


X,, est également une fonction sphérique de 6 et 9 et l’on a par suite 


Wiss yrxn. 
Quand le point M est extérieur a la surface sphérique attirante, on obtient 


ig XQ e , I . . 
un résultat tout a fait analogue en développant — suivant les puissances 
ig 


, I s 
croissantes de 7? ee qui donne 


i 
Wil 2 a bee = ps 
hea r | r cos Y + re pr+l? 


et 


Si on considére la composante de l’attraction suivant le rayon vecteur, on 
a, pour le point intérieur, 


dV 
ae ey ai: mean 
et, pour le point extérieur, 
dV NV x 
Gp ee ee 


Soient, d’autre part, M; et M, deux points situés, le premier a l’intérieur, 
le second a l’extérieur de la surface attirante. Soient «; et 2, les valeurs de 


dV : ; : 
+ en ces deux points. Nous savons que, si les deux points se rapprochent 


dr 


indéfiniment, on a a la limite 
a; — 4, = Atk, 
k étant la valeur de Ia densité au point M’ de la surface qui est la position 


limite de M; et M,. Faisons donc tendre r vers l’unité, nous aurons a Ja 
limite 


x, a > — (n + 1)X,, 3= Atk, 


Tel est le développement en fonctions sphériques, d’une fonction quel- 
conque donnée sur une sphére, auquel Larsacr a été conduit. Lecenpre 
avait trouvé ses polyndmes, dans la recherche du potentiel newtonien d'un 
corps de révolution. 
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CHAPITRE VII 


LA PESANTEUR 


4. Le champ de force uniforme 4 la surface de la Terre. — 
Nous avons déja dit précédemment (page 182) que la force de la pesanteur, 
qui agit sur tous les corps a la surface de la Terre, n’est qu’un cas particulier 
de la gravitation universelle. Si l’on désigne la masse de la Terre par M, son 
rayon par R, l’accélération en chute libre 4 la surface de la Terre par g, la 
masse d’un corps quelconque par m, son poids par p, et si l’on admet que 
attraction de la Terre se produit comme celle d’une sphére homogéne, on 
obtient : 


(tr) pe re <== my, 
d’ou 

M 
(2) g=C R2° 


Bien que le poids p des différents corps ne soit pas le méme, l’accélération g¢ 
en chute libre, dans le vide, est la méme pour tous les corps a la surface de 
la Terre. La formule (2) montre que l’accélération g, partout dirigée vers le 
centre de la Terre considérée comme une sphére homogéne, diminue quand 
on s’éloigne de sa surface. 

Nous pouvons cependant admettre que, pour de petites parties de l’espace, 
g est constant en grandeur et en direction, en tous les points. Dans ce cas, 
la partie considérée de l’espace représente un champ de force uniforme 
(page 110), dont les lignes de force ont une direction que l’on appelle la verti- 
cale. Les plans perpendiculaires 4 ces lignes se nomment des plans horizontaux. 

Nous considérerons, dans la troisiéme Partie, les méthodes de détermination 
de la valeur numérique de V'accélération g, ainsi que les résullats de ces détermi- 
nalions. 


2. Centre de gravité. — Nous avons vu au § 45, page 111, que sil’on 
place un corps dans un champ de force uniforme, toutes les forces agissant 
sur ce corps ont une résultante, dont le point d’application s’appelle centre 
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d’inertie du corps, Si les dimensions d’un corps, situé a la surface de la Terre, 
ne sont pas tres grandes, on peut admettre que tous ses points se trouvent 
dans un méme champ de force uniforme. Le point d’application de la résul- 
tante de toutes les forces de la pesanteur agissant sur les éléments du corps 
coincide avec le centre d’inertie de ce dernier, et s’appelle, dans ce cas, le 
centre de gravité du corps. 

Les coordonnées du centre de gravité sont déterminées par les formules (31) 
de la page 111, pour un corps non homogéne, et par les formules (32) de la 
page 111, pour un corps homogene. La position du centre de gravité d'un 
corps ne dépend pas de la position du corps lui-méme, car il en est ainsi pour 
le centre d’inertie (page 111). 

D’aprés la formule (34), page 113, et le théoréme correspondant, nous pou- 
vons dire que le moment d’inertie K, d'un corps, par rapport a un axe quel- 
conque A, est égal au moment d’inertie du méme corps, par rapport a l’axe C 
paralléle au premier et passant par Je centre de gravité, augmenté de la gran- 
deur Ma?, c’est-d-dire du produit de la masse M du corps par le carré de la 
distance a des deux axes A et C : 


(3) K, =K, + Ma’. 


Nous ne donnerons pas d’exemples de détermination des centres de gravité ; 
on en trouvera dans les ouvrages sur la Mécanique. Nous ne nous arréterons 
pas non plus aux questions concernant les conditions d’équilibre stable, inslable, 
ou indifférent des corps ayant un ou plusieurs points d’appui ou de suspension ; 
ces questions sont exposées dans les cours de Physique élémentaire ; on trou- 
vera une étude plus rigoureuse de ces problémes dans les Traités de Méca- 
nique. 


3. Mouvement vertical libre des corps dans le vide. — Bien que 
cette question soit exposée dans les traités de Physique élémentaire, il peut 
étre utile de donner ici un apergu simple des formules qui s’y rapportent. Si 
lon admet que l’accélération g est une grandeur constante, on doit considérer 
la chute des corps dans le vide, comme un mouvement uniformément accé- 
léré, et le mouvement vertical libre de bas en haut des corps, comme un 
mouvement uniformément retardé. 


I. Cuure pes corps, — Soient s Vespace parcouru, v la vitesse, ¢ la durée 
de la chute et vy la vitesse initiale 4 l’instant / = 0; les formules (20) et (21), 
page 70, donnent x 

I 9 
(4) v=wy+ gl, $ == vol + : gt. 


Pour la chute libre, sans vitesse initiale (vy = 0), nous avons : 
: I A 
(5) eS gt, == 5 gt. 


Dans ce cas, la vitesse croit proportionnellement au temps, le chemin par- 
couru, proportionnellement au carré du temps. Pour ¢t = 1, on déduit de (5). 


E 
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M 


eG Si = 5 la vitesse a la fin de la premiére unité de temps est numé- 


riquement égale au double du chemin parcouru dans cette unité de temps. 
L’espace s, parcouru pendant la nee seconde est égal a 


oua 
(6) iy = (an — 1) 2 =~ + (n—1)g = @—* g, 


Les espaces parcourus, pendant les unités de temps successives, augmentent 
de la méme valeur numérique g, que les vitesses 4 la fin des mémes inter- 


g 

valles. Ces espaces sont s, = 7%, s. —2 ea or Pane =e, 
S espaces sont s; 8 aad 7 83 aad ee 

Si = + 39 =7 g, etc. Les chemins s, sont donc entre eux, comme les 


nombres impairs 1, 3, 5, 7, etc., ainsi que le montre d’ailleurs la formule (6). 
En éliminant le temps t, les formules (5) donnent 


(7) sa, v= Vags. 


Il. Mouvement pr Bas en naur. — Dans ce cas, la vitesse initiale vy ne peut 
étre nulle. Nous avons, voir (23), page 71, 


(8) v= % — gl, $ == vt — . Ube 


Le corps arrive au repos, 4 l’instant T pour lequel v= v) — gT — 0; on 
a donc 


(9) ars 


En portant cette valeur de T, dans l’expression de s, nous obtenons la hau- 
teur d’ascension H, 


v2 
(10) H = =O 
2g 

La hauteur d’ascension est proportionnelle au carré de la vitesse initiale. 
Lorsque le corps a atteint le point culminant, il commence a tomber, I} 


repasse par sa position initiale, et emploie, pour son trajet de retour, un 
temps T, déterminé par la formule H = * gT?, voir (5); on en déduit 

oH : A le Ua ice ae a 
i= Je ; en tenant compte de (ro), il vient T, = a c’est-a-dire T,; = T. 


‘Le temps nécessaire a Ja chute est égal a la durée de l’ascension. La vitesse 
du corps, au moment out il revient au point initial de son mouvement, est 
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donnée par (7) ; elle est égale a vy = Vogl, et, a l'aide de (10), on trouve 
Vv, = —E vp. Dans le cas actuel, on a évidemment v, = — vp. Le corps revient 
donc, dans sa chute, 4 son point de départ, avec une vitesse égale en valeur 
absolue a celle qu’il avait au début de son ascension. 

ILL. Movvemenr sANS FROTTEMENT SUR UN PLAN INCLINE. — Quand un corps 
se trouve sur un plan incliné AB (fig. 125), qui fait avec le plan horizontal BC 
un angle 9, l’accélération g, de son mouvement est produite par la compo- 
sante p, du poids p, paralléle au plan incliné. Puisque les accélérations d’une 


) - 
masse donnée sont proportionnelles aux forces, nous avons 7 = : = sin 9; 
dow 
(11) g: = 9 sm 9. 


Toutes les formules de ce paragraphe, depuis (4) jusqu’a (10), restent appli- 
cables ici; il suffit d'y remplacer g par g sin 9. Pour ¢ =o, la formule (9) 
donne T = w, ce qui 
doit avoir lieu, par suite 
de l’absence de frotte- 
ment et de résistance de 
lair (le mouvement se 


ed 


Pe eae 


fait dans le vide). Suppo- 
sons que le corps ait com- 
B C mencé son mouvement & 
partir du point A, sans 
vilesse initiale, et que AC — H, AB = S. Le corps atteint B avec la vitesse 


> es Voq,8 = = VagS sino = — VogH. Cette vitesse ne dépend pas de Vineli- 
naison 9, et elle est égale a la vitesse qu’aurait au point C le corps, tombant 
en chute libre a partir de A. 

Dans un temps donné ¢, le corps parcourt, le long de AB, un chemin 


— . ‘e = g@ sm o. Déstgnons par T la durée de la chute libre de A 


en C; nous avons H = - gT?. Dans le méme temps T, le corps parcourt, le 


‘ 1 va Sart i oe : 
long de AB, le chemin H, = ; qt = ? gT? sin ¢ = H sin ¢. Si l’on méne 


CD perpendiculaire 4 AB (la droite CD n’est pas représentée sur la figure 125), 
nous avons H, — AD. Le lieu géométrique des points, auxquels arrive un 
corps au bout d'un temps donné, en tombant, a partir d’un point donné, le 
long de tous les plans inclinés possibles, sans frottement et sans vitesse ini- 


tiale, est la surface d’une sphére, dont le diamétre est égal a H = ~ gl?. Les 


espaces AI, AD, AE, AF, AG, AC sont parcourus dans des temps égaux. 


4. Mouvement des corps lancés obliquement dans le vide-— Un 
corps donné commence (peur { — 0) son mouvement avec la vitesse v», & 
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parlir du point O (fig 126), dans la direction Ovy, faisant l'angle « avec le 
plan horizontal Oz. Nous allons étudier son mouvement, qui s’effectuera 
évidemment dans le plan vertical passant par Ov). Menons la verticale Oy, 
prenons pour axes de coordonnées Ox et Oy, ct décomposons la vitesse vp en 
ses composantes horizontale vw) cosa 

et verticale v) sin «. Dansle vide, la | 
force de la pesanteur communique 
au corps une accélération verticale g, g 
et elle ne change que la composante = 
verticale de la vitesse; la compo- 
sante horizontale demeure invariable. 
Le corps suivra, dans son mouve- 


ment, une certaine trajectoire, et se 
trouvera, & l’instant 7, en un point 


P de coordonnées x et y. Soit v sa 
vitesse en P ; désignons par v, et v, 
les composantes de cette vitesse suivant les axes de coordonnées. II résulte de 
ce qui précéde que le mouvement horizontal est un mouvement uniforme, 
dont la vitesse est v9 cos «, et le mouvement vertical un mouvement uni— 
formément varié, dont la vitesse initiale est vp sin «. On en déduit que 


Fig 


5: 


126 


(12) U5 == Vy COS 2; Vy —= vp sin x — gt; 


2 


: I 
(13) ic == Up osm. i} y =m sin a.l—~ gl. 


Si l’on élimine ¢, entre les équations (13), on trouve 


(14) yale: — ae x. 


203, €0S7/% 


C’est ’équation d’une parabole OBC, suivant laquelle le corps se meut ; 
axe BD de cette pavabole est vertical. La vitesse v a Pinstant / est 


v—v2 + v; —Vy2 cos? 4 +- (vp sin % — gl)® == VE: == ag( v9 sin a— ge) 
ou, d’aprés (13), 
(15) | v = Vu — agy. 


Celte formule montre que, quand le corps se déplace sur OB en montant, 
- ou sur BC en descendant, il posstde la méme vitesse v a la méme hauteur y ; 
ainsi, aux points P et R par exemple, les vitesses sont les mémes en gran- 
deur; mais bien entendu leurs directions different: On peut aussi déduire la 
formule (15) du principe de la conservation de |’énergie. A Tinstant ot le 
corps en mouvement possede Ja vitesse v, il a perdu, depuis le début de son 


; oe _ Where eae ie ee ee ee : 
mouvement, I’énergie cinétique — mv, — — mv”, evila acquis l’énergie poten- 
2 2 
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tielle py == mgy, p désignant le poids du corps. D’aprés le principe que l’on 
. I I oN ’ ie . . rae 

vient de rappeler, z mvz — mv? = mgy, dou lon déduit immédiatement 

la formule (15). 


Nous obtiendrons l’instant T,, oti le corps atteint le point B le plus élevé 


(sommet de la parabole), en faisant v, =o, La formule (12) donne la durée T, 
de l’ascension 


(16) 1 __ Yo Sin 


g 


‘Si l’on remplace, dans (13), ¢ par T,, on obtient la hauteur d’ascension 
DB = 6, et l’abscisse a = OD du point B; ona 


v3 sin 2% ve sin? « 
(] 7) (= 2S 7 b —— ee 
ag 29 
Pour « = go°, nous avons la hauteur b = H dans I’ascension verticale, 
voir (10), 
: 
y? 
ay 


Pour « = 45°, nous avons b == : Hi. 

Le temps T;, nécessaire pour le retour du corps au plan horizontal Oz, est 
déterminé par la condition y = w sina. Ts —< 91 = Gai a—~gT) =='0'5 
on en déduit, d’aprés (16), 

et, 
(19) Y eg TESS Sli 
u] 
La durée de Ja descente BC est donc égale & celle de l’ascension OB. 
La vitesse en C est égale & vj, comme le montre (15). L’abscisse e = OC 


du point C, amplitude du jet comme on l’appelle, s’obtient en remplagant ¢ 
par T, dans l’expression (13) de ~; on a, en tenant compte de (17), 


(20) pe eS eae 
g 
ll en résulte que OC = 20D. L’amplitude maxima du jet cy est atteinle 
pour sin 2% = 1, c’est-a-dire pour « = 45°; ona, voir (18), : 


2 
(21) Cn = —~= 2H, 


L’amplitude maxima du jet est égale au double de la hauteur d’ascension — 


verticale (« = 90°). La formule (20) montre qu’avec une vitesse initiale’ vp, 
un corps, partant de O, peut atteindre un point E situé sur Ox, pour deux 
valeurs différentes de langle «, pourvu que OE < ¢,,. Ces deux valeurs de 
Yangle « sont complémentaires l’une de l’autre. Ainsi, par exemple, pour 
a == 30° on oblient la parabole OFE, et pour 4 = 60° la parabole OgE. 


—— 
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Nous laissons au lecteur le soin de démontrer que l’enveloppe de toutes les 
paraboles, correspondant aux différentes valeurs de Vangle « depuis « = 0 
jusqu’a a = 7 est 
également une para- 
bole ABC (fig. 127), 
dont VTaxe coincide 
avec l’axe Oy et dont 
le sommet est situé 
au-dessus du point 
O, a la distance OB 


2 
aah 9 i ; cette parabole coupe l’axe des x en deux points A et C, dont les 


coordonnées sont OC = OA = + ¢,, = — 211; son équation est 


|S 
SS 


(22) ae q ae 

On peut encore démontrer facilement que le lieu géométrique des sommels 
de toutes les paraboles est une ellipse BDOEB, dont le petit axe coincide avec 
l’axe Oy ; elle passe par le point O et par le point B, situéau-dessus de O a la 
hauteur H, c’est-a-dire par le sommet de la parabole (22). Son demi petit axe 


2 
* BO est donc égal a ; i iy le demi grand axe horizontal : ED est 
zB 
égal a — ", de sorte que KD = OA = OC. L’équation de cette ellipse est 
fo) 2g 
ae v2 
25 2+ 9 y — 9, 
(23) eer 


Pour une vitesse initiale donnée v,, le corps ne peut, pour aucune valeur 
de l’angle «, atteindre un point situé en dehors de la parabole ABC. Les 
points situés 4 V’intérieur de l'ellipse peuvent étre atteints, soit dans une as- 
cension, soit dans une descente: en chacun 
d’eux se croisent deux paraboles. Les points si- 
tués entre l’ellipse BDOEB et la parabole ABC 
ne peuvent étre atteints, par le corps, que 
pendant sa chute. 


5. Pendule mathématique.— Le pendule 
mathématique (pendule simple) se compose d’un 
point matériel, auquel nous attribuons la masse 
m et le poids p= mg, qui est placé a lune 
des extrémités d’une tige idéale GM (fig.128) 
inextensible, inflexible et sans masse. L’autre 


Fig. 128 


extrémité est liée 4 un point C, autour duquel 
tout le pendule peut tourner. Nous désignerons la longueur du pendule par 
! = CM; sa position de repos est CA. 
Supposons que le pendule soit écarté de cette position de repos de l’angle 
Cuworson, — Traité de Physique I. 20 
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ACB = 2, et qu’on l’abandonne ensuite & lui-méme. Sous l’influence de la 
force de la pesanteur, il oscillera ; nous appellerons AB == a = la une demi— 
oscillation simple du pendule; l’angle ACB —< entre la position extréme et la 
position de repos senomme l’amplitude de oscillation. Nous désignerons par T 
la durée d’une oscillation compléte, c’est-d-dire le temps qui s’écoule entre le 
départ du pendule de la position extréme CB et son retour & la méme 
position. Nous changerons un peu cette désignation plus tard. Détermitions. 
tout d’abord la vitesse v de l’extrémité du pendule, dans l’une des positions. 
intermédiaires CM, ou Vangle d’écart avec la position d’équilibre est 
ACM = ¢. Abaissons de B et M les perpendiculaires BF et ME sur GA, et. 


+ . I x . an ea ° 
posons El’ =h. La force vive > mv? du pendule a Vinstant considéré doit. 


étre égale au travail ph = mgh, effectué par la force de la pesanteur dans le 
déplacement de la masse m de B en M. On a donc v? = 2gh; mais h = 
Ck — CF = I cos » — lcos « = I (cos » — cos a). Il en résulte : : 


(24) v = / 2gl (cos © — cos «). 


A Vinstant ot le pendule passe par sa position d’équilibre CA, nous obte- 
nons la vitesse maxima v, de son extrémité; em faisant @ == o dans (24),. 


nous avons 


(25) Up = V agl(1 — cos 2) = 2 sin . V gl. 
On peut poser, pour de trés petits angles x, sin - = = = de sorte que 


(26) naay/t % 


La tension F de fa tige (ou du fil), A Vinstant auquel correspondent la 
position CM ct la vitesse v, se compose de deux parties : la composante 
pcos 9 du poids p, qui agit dans la direction de la tige, et la force centri— 


Fay sa MAO exe go 
fuge f qui est égale a eth Si l’on remplace v par sa valeur (24), on a 


== 2p (cos ¢ — cos 2); 


mv? 
ia ae 


on en déduit : ; 
(ari, F =p cose + f= p(3 cosy—2cosa). - 

A Vinstant ot » = 0, la tension devient 

(28) | F, = p(3 — 2 cos 2). 

Si «= go’, c’est-d-dire si le pendule a été amené jusqu’a la position CD, 
nous obtenons I", = 3p, c’est-a-dire que la tension est trois fois plus grande 


que dans la position de repos, alors que le poids p agit seul sur la tige. 
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Faisons 2 = 180°; al instant o¥ © = 90°, c’est-a-dire quand le pendule se 


trouve dans la position CD, il résulte de (27) que F = 2p; nous avons, 
’ X 

d’aprés (28), F, = 5p. 
OsciLtations TRis PETITES. — Convenons de considérer la direction AB 


comme positive. La force f qui agit sur l’extrémité du pendule, dans la 
direction de son mouvement, et qui produit l’accélération tangentielle de ce 
mouvement est égale & f= —p sino. En faisant p = mg, et en supposant 
langle o tres petit, on a f = — mgg. Sil’on désigne par s la distance AM de 
lextrémité du pendule a sa position moyenne, on a s = l¢, et par conséquent 


(29) fa=—m4s, 


Cette expression est de forme identique a la formule (16), page 164, quand 
on fait dans cette dernitre 


(30) w2 — . 


Il en résulte que l’on peut admettre, pour de trés petites oscillations, dans 
une premiére approximation, que l’extrémité du pendule est animée d’un 
mouvement vibratoire harmonique, d’amplitude a = AB, qui ne s’effectue pas 
en ligne droite, mais suivant un trés petit arc de circonférence. 

La formule (13), page 164, donne 


%—=aVo= f/f 


ce qui concorde avec (26) ; la formule (13), page 164, donne en outre, pour 
la durée d'une vibration complete, 


, 
/ 


1 
Saar uous 


Nous nous écarterons de ce que nous avons dit précédemment, en convenant 
d’entendre dorénavant par durée T d'une oscillation du pendule, la moitié du 
temps désigné jusqu’ici comme tel, c’est -’-dire l’intervalle entre deux passages 
consécutifs par la position de repos, ou l’intervalle entre deux arréts consé- 
cutifs dans les positions extrémes (s = + a et s = — a). Nous avons ainsi 


(ere ee 
(31) T= \/4 


La durée des oscillations trés petites d’un pendule ne dépend ni de la 


grandeur de l’amplitude (les oscillations sont isochrones), ni de la masse m 


placéce & I’extrémité du pendule. Cette durée est proportionnelle & la racine 
carrée de la longueur du pendule et inversement proportionnelle a la racine 
carrée de Vaccélération de la force de la pesanteur (intensité du champ de 
force). La formule (31) n'est qu’approximativement exacte, comme le laisse 
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supposer notre exposition. On établit en Mécanique analytique une expres— 
sion exacte de TI, sous forme de séric : 


re a 1\?). 5 @/1.8)) oe, ee eo ee 
(32) Tan/s [ «+(2) sin® | H(o) sin le a sin’ > +...| 


Pour des angles « suffisamment petits, on peut se contenter des deux 
premiers termes de la série, et écrire 


| ease 1 cece 
(33) Taxy/ (1 + sin? $) 


i Ta 
3 T=nx = ase Alle 
(34) fi Jil ie) 


6. Pendule physique, — On appelle pendule physique (pendule composé) 
un corps RQ (fig. 129), qui peut osciller autour d’un axe horizontal ne 
passant pas par son centre de gravité. Supposons que cet axe soit perpendicu- 
laire au plan de la figure, et passe par le point A. Quand le pendule se trouve 
dans sa position de repos (non 
représentée sur la figure), son 
centre de gravité C est placé 
sur la verticale AF, qui passe 
par l’axe de rotation, Dési- 
gnons la distance du centre 
de gravité a l’axe de rotation 
par AB = AC =a, la masse 
du pendule par M, son poids 
par P= Mg. Si l'on écarte le 
pendule d’un angle FAg = a, 
son centre de gravité vientalors 
en B, et si on l’abandonne en- 
suite a lui-méme, il exécutera 


quand il n’existe aucun frot- 
tement autour de l’axe A et aucune résistance de I’air, des oscillations d’am- 
plitude angulaire constante égale 4 «, des deux cdtés de AF. Déterminons la 
vitesse angulaire w du pendule, Al’instant ot I’écart est 9 = FAH. Le travail 
eflectué par la force de la pesanteur appliquée au centre de gravité, pendant 
le déplacement angulaire de # 4 ¢, est égal a Ph, ou h = EL (les droites BE 
et DL, sont perpendiculaires& AF) ; ce travail est donc égal a Pa (cos ¢ —cos «). 


. ; : el ie 
La force vive acquise est égale (page 130) a 5 Kw?, ou K désigne le moment 


92 
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d’inertie du pendule autour de son axe de rotation. L’égalité Pa (cos » — cos «) 


jie 
=; Kw? donne 


= 2 Pa(cos ¢ — cos «) | 
(35) oes \/ K 


A Vinstant du passage du pendule par sa position d’équilibre (g = ©), nous 
avons la vitesse angulaire 


(36) wasn Sy 


On appelle longueur réduite d'un pendule physique, la longueur ST = | 
d’un pendule mathématique, qui aurait la méme durée d’oscillation que le 
premier (pendule simple synchrone). Pour que les durées d’oscillation des 
deux pendules soient égales, il est nécessaire que, si l’on écarte le pendule ST 


de l’angle « — FAqg, et si on l’abandonne ensuite a lui-méme, la vitesse an- 
gulaire (») du pendule physique et la vitesse angulaire (»,) du pendule ma- 
thématique soient égales, pour des écarts » égaux. La grandeur w a déja été 
trouvée, voir (35); la vitesse v de l’extrémité T du pendule mathématique 


est égale 4 v — \/2gl (cos 9 — cos «), d’aprés (24). Mais v = lw, {voir (42), 
page 77]; par conséquent 


/ 
(37) oe =\/ 2q (cos 2 cos x) | 


Légalité w = w, donne 


K 
(88) ~ Ma’ 

Crest cetle formule trés importante qui donne la longueur réduite du pendule. 
Portons sur la droite AF la longueur AZ = I. Le point Z s’appelle le centre 
d’oscillation du pendule physique. Ce point a évidemment la propriété remar- 
quable suivante : si tous les points matériels du pendule physique disparais- 
saient, A l’exception d’un seul, celui qui se trouve en Z et qui forme le pendule 
mathématique AZ, sa durée d’oscillation resterait la méme, ce qu'elle était 
lorsque le point Z entrait dans la constitution du pendule physique. Tous les 
points du pendule physique, situés plus prés que Z de l’axe, oscillent plus 
lentement, et les points situés plus loin oscillent plus vite qu’ils ne le feraient, 
s’ils formaient les extrémités inférieures de pendules mathématiques. Pour 
parler rigoureusement, nous n’avons pas seulement un, mais une infinité de 
points Z ; leur lieu géométrique est une portion de la surface du cylindre de 
révolution pq, dont l’axe est A et. dont la base a pour rayon I. Si Pon ne con- 
sidére que les points situés dans le plan vertical AF, passant par laxe A, leur 
lieu géométrique est la portion de la droite, passant par Z et paralléle a 
Vaxe A, qui est comprise 4 l’intérieur du pendule. 

Le centre d’oscillation Z est situé plus bas que le centre de gravité, c’est- 
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dire que l'on a toujours | > a. En effet, soit K, le moment d'inertie 
corps par rapport a l'axe de rotation A K dans la formule (38)!, et soit K, 
moment d‘inertie par rapport 4 un axe paralléle-& Y'axe A, passant par le 
centre de gravité C. Nous avons montré 4 la page 113, que K, = K, + Ma*_ 
En remplacant K par cette valeur dans (38). il vient 
AK. — Ma? Ke 
Ga) i ie) * tae fi 
ce qui montre que | > a. 
Le cenire de reiation (point de suspension) A et le centre Coseillation Z pas— 
_ sddent la propriéié remarquable d are réciproques, ¢’est-a-dire de pouvoir échanger 
leurs réles : si Ton retourne le pendale ei si Ton fait on 
passer Tare de roiation (parallzlement a T'ancien axe A) 
par Z_ A devieni alors lz centre @oscillation ; la longueur * 


a rédaite 1— AZ. ef par saite la darée oscillation, me 
| changent pas. 
¢ Pour le démontrer, désignons par a; — CZ (fig- 129) 1 
la distance du centre oscillation au centre de grawité- 
Nous avons a, = AZ — AC =I—a; le formale (9) B 
donne a 
(40) a, = vt Be 


) Placgons maintenant Je pendule dans la position 
versée, représentée sur la figure 130; l'axe de 
est Z, le centre de gravité G et CZ = a. Le centre 

es d’oscillation yse trouve 4 la distance inconnue Zy ==; 
nous devons démontrer que x = I. La crandeur x se 
déduit de (39). en y remplacant a par a;, ye 
22) . 
ag 
‘Si nous imtroduisons la valeur (40) de a,, nous avons 
_ = __ KeMa _ —s _ 

ou, d’apres (39), z =I, ce qu'll fallait démontrer. 
Puisque la darée d oscillation un pendale physique est la méme que « 
dun pendule mathémathique, dont la longueur I est déterminée par la 
mule (38), nous trouvons, d'aprés (31), poor la durée T doscillation 
_ pendule physique, dans le cas de irés petites oscillations, 


VES 


eisicetlars Mg par lo peeketiete ated: 
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: é 
L’expression (32) nous donne la formule exacte correspondante, et (33) la 
formule approchée 


; es K TO ah 
(42) Tony/ (1 + 7 sin <\, 


Quand le pendule oscille dans l’air, ou quand il se produit un /frollement 
autour de son axe, il exécute des oscillations amorlies, telles que celles que 
mous avons considérées 4 la page 187. Le logarithme naturel du rapport de 
‘deux amplitudes successives nous donne le décrément logarithmique des oscil- 
lations du pendule, voir (76), page 189. La diminution graduelle de l’angle « 
entraine une diminution graduelle de la durée d’oscillation, comme Je montre 
la formule (42), ott le second terme de la parenthise est toujours posilif. 
Cette décroissance de la durée d’oscillation est trs faible, quand l’angle initial « 
est petit, et elle se produit trés lentement, quand la résistance de lair et le 
frottement sont faibles, c’est-a-dire quand le décrément logarithmigue a une 
valeur petite. 


CHAPITRE IX 


DIMENSIONS DES GRANDEURS PHYSIQUES 


4. Définition du terme dimension. — Nous avons appris a connaitre, 
dans les Chapitres précédents de cette seconde Partie, ce que l'on appelle les 
unités absolues de certaines grandeurs physiques que |l’on rencontre en Méca- 
nique. Nous avons vu qu’un systéme d’unités peut étre établi a Paide de trots 
unilés fondamentales, pour lesquelles nous avons choisi les unités de longueur, 
de masse et de temps. Si une nouvelle grandeur se trouve lige, dans une for- 
mule, 4 d'autres grandeurs dont les unités sont dga choisies, en égalant a un 
le coefficient de proportionnalité de cette formule, nous obtenons lunité de 
cette nouvelle grandeur, et nous avons ainsi un syste¢me d’unilés dérivées. Se- 
lon le choix des trois unités fondamentales de longueur, de masse et de temps, 
on peut construire une infinité de sysitmes d’unit¢s dérivées. Nous avons tout 
particulitrement considéré le systeme C. G. S., dont les unités fondamentales 
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\ 


sont le centimitre, le gramme et la seconde, et ot les unités de force et de 
travail sont la dyne et l’erg. On appelle plus spécialement unités absolues les 
unités du systtme C. G. S., ou pour abréger les unités C. G. S. 

Examinons maintenant de plus prés comment les unités dérivées dépendent des 
unilés fondamentales. Nous conviendrons de désigner, par de petites lettres ita- 
liques, les grandeurs de différentes especes (4 proprement parler leurs valeurs 
numériques), et par des grandes lettres leurs unités. Les unités fondamentales 
seront L, Met T. Soit a une grandeur physique quelconque, A son unité, 
qui varie en méme temps que les unités fondamentales L, M et T : 

Si Vunité dérwée A varie proportionnellement & la p° puissance de Punité de 
longueur L, a la q° puissance de l’'unilé de masse M, et 4 la r¢ puissance de Vunilé 
de temps 'T’, on dit que P'unilé A est de dimension p par rapport a Vunité de lon- 
gueur, de dimension q par rapport a Uunité de masse, et de dimension r par rap— 
port a l'unité de temps. 

On parle aussi trés souvent, pour abréger, de la dimension de la grandeur, 
par exemple de la dimension du travail, de la dimension de la quantité de 
mouvement, etc., au lieu de parler de la dimension des unités de ces’ gran- 
deurs. 

On exprime symboliquement la dépendance, qui existe entre les unités 
dérivées et les unités fondamentales, par des formules de la forme 
(1) PA] = LeMeT. 


\ 


Ces formules nous seront trés utiles. On se sert parfois aussi des petites 
lettres, au lieu des grandes, 


[at mai". 


Les exposants p, q et r peuvent étre entiers ou fractionnaires, positifs ou 
négatifs. Ainsi, par exemple, la formule symbolique 


4 


(2) Ae SMe 


signifie que l’unité dérivée A d’une certaine grandeur physique a varie pro- 
portionnellement a la racine carrée de l'unité fondamentale de longueur L, 


proportionnellement a la puissance de l’unité de masse, et en raison inverse 


du carré de l’unité de temps. Si nous avions affaire, tout d’abord, au systeme 
C. G. S., et que nous voulions ensuite adopter le métre, le centigramme et la 
minute pour unités fondamentales, l’unité dérivée deviendrait en premier 
lieu to (\/100) fois plus grande, en second lieu 1000 (\/1003) fois plus petite, 
et en troisiéme lieu 3600 (607) fois petite, c’est-d-dire .qu’elle deviendrait 
finalement 360000 fois plus petite. Quand l’unité dérivée A ne dépend pas de 
Pune quelconque des unités fondamentales, on dit que l’unité A est de dimen- 
sion zéro par rapport a cette unité fondamentale. 

Les égalités symboliques telles que (1) sont appelées équations des dimensions 
des grandeurs physiques correspondantes. 
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Cette manitre d’indiquer symboliquement comment les unités dérivées 
dépendent des unités fondamentales se trouve ev relation étroite avec une 
méthode particuliére pour écrire les valeurs numériques des grandeurs elles-mémes. 
Supposons qu’une certaine grandeur a contienne n unités, 7 par exemple. Si 
nous écrivions simplement a = 7, nous n’exprimerions pas quelle est l’unité - 
qui est contenue 7 fois dans la grandeur a, que l’on peut mesurer par une 
infinité d’unités absolues différentes. Mais comme l’unité dérivée est entiére- 
ment déterminée par les unités fondamentales, toute incertitue disparait si 
nous ajoutons entre parentheses, & la valeur numérique de la grandeur, les. 
noms des trois unités fondamentales qui forment la base du systeme d'unités 
que nous avons choisi. Ainsi, par exemple, l’expression 


(3) a = 7(mét., kilogr., min.) 


indique clairement que, dans la grandeur a, est contenue 7 fois l’unité de la 
méme espéce qu'elle, qui découle des unités fondamentales de longueur, de 


masse et de temps indiquées dans la parenthése. Si un travail r = to (cm., 
gr., sec.) unités, cela signifie plus simplement que r = Io ergs. Il est encore 


trés commode d’écrire les noms des unités fondamentales, non pas simple- 
ment les uns 4 cdté des autres, entre parenthéses, mais dans l’ordre, et avec 
les exposants, avec lesquels ces unités entrent dans l’équation des dimensions 
de la grandeur, dont on veut écrire la valeur numérique. Sil’on suppose, par 
exemple, que l’équation des dimensions de l’unité A a la forme (2), on écrira 


au lieu de (3), 


bel 
ross 


(4) or me (kilogr.) 


min.)? 


Cette maniére d’écrire est tres commode; nous ne voyons pas seulement 
quelles sont les unités fondamentales du systtme qui ont été choisies, mais 
encore comment l'unité de la grandeur a dépend des unilés fondamentales. Les 
avantages principaux de cette maniére d’écrire apparaitront nettement au § 3. 


2. Détermination des dimensions des unités des différentes 
grandeurs. — Nous nous servirons pour établir les équations des dimen- 
sions du théoréme trés simple suivant : 

Si la valeur numérique a @une grandeur est égale au produit ou.au quotient 
des valeurs numériques b el ¢ de deux autres grandeurs, c'est-a—dire st 


(9) Gea OC > Ob « a= : 

et st les équations des dimensions des unilés B et G des grandeurs b et ¢ sont 
(6) [B] = MeLiT’, [CG] ==MeL?T=, 

Véquation des dimensions de l'unité A de la grandeur a sera 


(7) [A] = MeteLotu T+, ou = [A] = Mee Lav Tr. 
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L’équation symbolique des dimensions de la grandeur A se forme donc, 
l'aide des équations symboliques des dimensions des grandeurs B et C, de la 
méme maniére qu’est formé le produit ou le quotient des deux expressions 
algébriques indiquant les dimensions des unités B et C. 

Demonstration. — Sia be, oua — b: c,onaa=— 1, pour b= 
et c = 13 0n voit que l’unité A est proportionnelle a B, et directement ou 
inversement proportionnelle a C. Mais B varie proportionnellement a la piéme 
puissance de J’unité fondamentale M, et C proportionnellement a la wieme 
puissance de la méme unité M. Si donc a = be, 'unité A varie proportion- 
nellement a la (p ++ «)iéme puissance de l’unité m, et sia — b: c, propor— 
tionnellement a la (p — «)iéme puissance ; c'est ce qu’expriment symbolique- 
ment les formules (7). 

Le théoreéme démontré se 


généralise évidemment, pour a == b"c™, par 


exemple. Nous aurons symboliquement 
(7; a) [A] = [By"[C]™. 


Nous pouvons maintenant trouver facilement les équations des dimensions 
pour les différentes unités. 

L’unité S de surface est proportionnelle au carré, et Punilé O de volume aa 
cube de l’unité de longueur. Il s‘ensuit que 


(8) [Sj] L4, fo) =a. 


Les deux unités sont de dimension zéro, par rapport & M et a TF. 

Un angle se mesure par le rapport de son arcs au rayon 9; son unilé 
(langle pour lequel s = 9, c’est-a-dire l’angle de 57°14/44",8, page 45) ne 
dépend pas du tout du choix des unités fondamentales. ‘ 

Un angle est done de dimension zéro, par rapport a M, L et T. 

La vilesse v se mesure par Je rapport de l'espace parcouru au temps employé 
4 parcourir cet espace ; il en résulte, d’aprés (7), que 


L y 

(9) (i= ny By ea 
Il est clair que 'unité de vitesse (celle pour laquelle I’unité de longueur 

est parcourue ‘dans l’unité de temps) doit étre proportionnelle 4 Pumté de 

longueur, et inversement proportionnelle a l'unité de temps. Conformément 

4 la formule (4), nous écrirens, par exemple, 

met. SONNE 


{10) v= 3. — ou v=1D ae 
min. sec. 
L’accélération tangentielle et Uaceélération normale w s’expriment lune et 
l'autre par le rapport de la vitesse au temps; par suite, l’équalion des dimen— 
sions de Vunité daccélération est 


(1) w= Li... 
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Nous avons encore trouvé (page 73), pour l’accélération normale, l’expres- 


2 


: te . ee. : 
sion wv =p, ou R est une grandeur linéaire. Ceci donne 


; [V2 L? 
(11, 2) ww) El. t=K 


> 


ce qui concorde avec (11). Nous trouvons que l’unité absolue d’accélération 
est proportionnelle & l’unité de longueur, et inversement proportionnelle au 
earré de l’unité de temps. Il est facile de vérifier, en effet, que l’unité (mét., 
sec.) par exemple d’accélération est 3600 fois plus grande que l’unité (mét., 
min.) d’accélération. La premitre unité correspond 4 un mouvement, dans 
lequel la vitesse croit de un mélre par seconde, la seconde ’ un mouvement 
dans lequel elle croit seulement de un métre par minute. Les valeurs numé- 
riques de différentes accélérations s’écrivent, par exemple, comme il suit : 


, mét. cm. 
3 _— = —<———— ——s — —— @ 
) anal (heu.)?’ ned (sec. )? 


La seconde accélération est exprimée en unilés C. G. S. Nous avons, pour 
Yaccélération g, 


. cm. 
(13) i 981 =e 


La force est égale a mw. On en déduit les dimensions de l’unité de force 


(14) (F] = M[W] = "ye 


Nous savons quel est le sens des égalités suivantes : 


(15) = 8 kilog. met. - ee: er. cm. = oh dynes: 


(min. )? 


C’est ici le moment de faire deux remarques tres importantes. 

1. In FAUT sE GARDER, AVEC LE PLUS GRAND SOIN, DE CONFONDRE LES S¥M- 
BOLES, QUI FIGURENT DANS DES EXPRESSIONS TELLES QUE (10), (12) ET (15), 
AVEC DE VERITABLES GRANDEURS, SE COMPOSANT DE FACTEURS ET DF DIVISEURS. 
— C’est une faute que l’on commet malheureusement trés fréquemment. Ce 
qui est écrit, & la suite dela valeur numérique d'une grandeur, ne représente 
qu’un symbole, et rien de plus, chargé de remplacer le nom de Vunité en 
cause, comme le montre clairement la seconde formule (15). 

dl. Tous tes termes D'UNE EGALITE, C’EST-A-DIRE TOUTES LES GRANDEURS 
QUI SONT LIES PAR LES SIGNES D’ADDITION, DE SOUSTRACDION ET D HGALLT, 
DOIVENT ETRE DE MEME DIMENSION. — On ne peuten effet comparer que des 
grandeurs de méme espéce, et celles-ci doivent naturellement étre de la 
méme dimension. On a la un moyen commode de vérifier les formules. 
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Prenons un exemple. Nous avons trouvé pour la durée d’oscillation d’un 


pendule la formule t =x Ji . Les deux membres de cette égalité doivent 


étre de la méme dimension; celui de gauche a la dimension T ; dans 
celui de droite, figurent | de la dimension L et g de la dimension TS 
[voir (11)|; = est un nombre abstrait, de dimension zéro, Le membre de 


droite est donc de la dimension fees — VT? = T, c’est-a-dire de la 
méme dimension que celui de gauche. 

Si deux grandeurs a et b, iets d’aprés leur définition primitive, 
deviennent numériquement égales, par suite d’opérations quelconques, quand 
on les mesure en unités absolues, de sorte que a — 6, les dimensions de ces. 
grandeurs doivent ¢tre égales, c’est-a-dire que leurs unités A et B doivent dé- 
pendre de ]a méme maniére des unités fondamentales L, M et T. L’égalitéa = b 
doit rester vraie, quelles que soient les unités absolues A et B avec lesquelles 
nous mesurons les deux grandeurs, c’est-a-dire quelles que soient les unités 
fondamentales L, M et T. Si les dimensions des unités A et B n’étaient pas 
égales, elles varieraient d’une manitre différente, quand L, M et T changent, 
et par conséquent les valeurs numériques de a et 6 ne pourraient rester égales. 
Nous devons donc nous attendre A trouver, d’aprés les formules (20), page 99, 
et (9), page 129, les mémes dimensions pour l'impulsion et pour la quantité 
de mouvement, Be la force vive et pour le travail. L’égalité des dimensions 


v ory +o 
des grandeurs + a eo 7» par lesquelles est exprimée, dans différents cas, une 


méme ae Paccélération [voir (11) et (11, a)], confirme ce quitvient 
étre dit. 
Continuons la recherche des dimensions des différentes grandeurs. 
= fs, ou f est la force et s le chemin; les dimensions de l’unité- 


de travail sont donc 


Le travail r 


2 
(16) [R] = [F] L= ae . 
On sait ce que désigne, par exemple, 
kilogr.(kilom.)? or. (cm)? 
de ois eS : pieiges a 8 erga A 


La force vive j = - mv? ; les dimensions de son unité J sont 
(16, a) [J] == MVS 


c’est-a-dire qu’elles sont les mémes que celles du travail, comme nous pou- 
vions le prévoir. Toute autre forme d’énergie, par exemple la chaleur q, aurx 
_les mémes dimensions : 


(16, b) [Q] =e 
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“I 


Limpulsion u = ft, et par conséquent 
Q7) (U) = FT = Me. 


La quantité de mouvement h = mv ; par suite 


ML 
Vans ’ 


(7, a) (H] = M(V] = 


ce qui est identique a (17), comme nous devions nous y attendre. 
Le moment d'un couple m' = fl, ou | est le bras du couple; on a ici 


(18) i = Se. 


Ces dimensions sont également celles du travail. Il en doit étre ainsi, 
d’aprés (8), page 124, car un angle est de dimension zéro. 
La densilé d = m: 0, o étant un volume: par conséquent 


Z M 
(19) D) = Ls 


: ; home : : 
La vitesse angulaire 9 = qT? ou % est langle de rotation du corps; il en 


résulte 

(20) [®| — t = T-', 
L’accélération angulaire ¥ = ‘- par suite 

(21) [p= ae = T-? 
Le moment d'inertie K = ml?; on a donc 

(22) [K] = ML?. 


La durée d’oscillation d’un pendule physique est égale a = \/% (page 310); 


nous venons de trouver les dimensioss de K, P est une force (voir (14), et aest 
: : ; ML? 7 
une longueur; les dimensions de cette durée sont donc —__ = T, 
ML it 
gf 
comme cela doit étre. 
Si Von écrit la loi de la gravitation universelle sous la forme 


(3) fac 


et si l’on mesure la force en unilés absolues, la valeur numérique du coeffi- 
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‘ 


cient C dépendra des unités fondamentales, et, par conséquent, on pewt par- 


a 
ler des dimensions de la grandeur C. La formule (23) donne [I] = [C] se 
(14) donne 

L3 rn 
(24) [C] Mites iviliee AN 


Si l’on écrit au contraire la loi de Newron, en faisant GC 1, la force, que 


mim’ 


nous désignerons maintenant par /’ pour la distinguer, est f’ = . Lrunité 


astronomique de force F’ a donc pour dimensions 
Pe ee 
(29) [I VO 


Si nous prenons, pour le travail r’, expression f’s, ou s est une grandeur 
linéaire, nous obtenons pour les dimensions de l’unité astronomique de 
travail RB’, 

M2 


(26) (Wl = 5 


if 
Hin : mm K 
Comme cela doit étre, le polentiel muluel de deux masses —— a les mé nes 
> 


dimensions, voir (9, a) et (10), pages 271 et 272. 


3. Passage d’un systéme d’unités a un autre. — Le problime du 
passage d’un systéme d’unités 4 un autre consiste en ce qui suit : une cer- 
taine grandeur physique, que nous désignerons symboliquement par la lettre a, 
a pour valeur numérique n, quand elle est mesurée avec une unité absolue 
dérivée des unités fondamentales 4, p», 7; il s’agit de trouver la valeur numé- 
rique n, de la méme grandeur a, mesurée avec une unité absolue dérivée 
d’autres unités fondamentales ),, 4,, t,. La dépendance entre les anciennes 
unités fondamentales et les nouvelles 4 = «#h,, p= ypy,t—= 2%, est donnée; 
on connait en outre les dimensions de l’unité A de la grandeur a : 


(27) [A] = Lei’, 


Pour déterminer n,, c’est-a-dire pour passer au nouveau systéme d’urfités, 
il faut effectuer les trois opérations suivantes : 

1. Ecrire la grandeur a suivant le schéme (4), avec un symbole formé des an- 
ciennes unités fondamentales voir (27), 


(28) C= it. hepsi’, 


2. Exprimer symboliquement les anciennes unilés fondamentales en fonclion 
des nouvelles, 


(29) a = n(wh,)? (yey)? (271)". 
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3. Considérer provisoirement ce symbole, comme une expression algébrique 
formée de facteurs, et en faire sorlir les coefficients qui relient les anciennes 
unilés fondamentales aux nouvelles, 


(30) & = nary I" hyP uy Ty”, 
Le probléme est alors résolu, car la valeur numérique cherchée n, est 
(31) yes naPydet 


Le groupement },?,2t," redevient un simple symbole de U'unilé absolue de la 
grandeur a dans le nouveau sysléme. 

Cette méthode, tout a fait particuliére, parait 4 premicre vue en contradic- 
tion avec ce que nous avons dit page 315, remarque I, mais on pourra recon- 
naitre qu'elle est juste, st ’'on démontre, une fois pour toutes, qu’elle con— 
duit 4 des résultats exacts. II suffit pour cela de démontrer qu’en remplacant 
Yunité de longueur ) par une nouvelle unité ,, la valeur numérique n de- 
vient x? fois plus grande (p pouvant étre négatif). Nous avons posé A = r)4, 
c’est-a-dire que nous avons rendu l’unité de longueur « fois plus petite; la 
formule (27) montre que l’unité A de la grandeur aa été ainsi rendue ? fois 
plus petite ; il en résulte clairement que la valeur numérique de la grandeur @ 
a été rendue x? fois plus grande. La formule (31), que Pon obtient A l’aide des 
trois opérations indiquées plus haut, est donc certainement exacte. 

Exempte. — Un travail r a pour valeur numérique roo dans le systéme (*) 
(poude, sagene, minute) ; quelle sera sa valeur numérique dans le systeme 
(livre, archinne, seconde) ? L’équation des dimensions est, d’aprés (16), 


f ML?2 
(BR) = ae 


Effectuons les trois opérations indiquées plus haut. 


poude (sagéne)? 
(min. 
(4o liv.) (3 arch.)? 
Tt (60 sec.)? ( 
3 Eos 100. 40.9 liv. (arch.)? 
; 3 600 (ec)? ae 


ou, en simplifiant, 
liv. (arch.)? 
ee 
(sec. )? 


La nouvelle valeur numérique cherchée du travail est donc 10. En fait, i 
n’est. pas nécessaire de séparer aussi nettement les trois opérations. Citons 
encore quelques exemples. 


(*) Un poude est égal & 4o livres russes; la livre russe = 4o0g8",Or24r 5 une sagéne 
(toise russe) est égale & 3 archinnes; une archinne = 71°™,12. 
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I. Trouver la valeur numérique de l’accélération g de Ja force de la pesan- 
teur, dans le systeme (pied, livre, minute), « en posant 1 centimétre = 0,0328 


pied. 


he cm, 0,0328 pied __ a, pied 
g = 980 (seen ae 980 (7 (ee b = 980 x 0,0328 x 3600 — eae 
ie) / 
ou 
_ pied 
CP 1G BGI) Grins 


II. Combien d’unités C. G. S. d’accélération, de force et de travail sont 
contenues dans les unités correspondantes de Gauss, dont les unités fonda- 
mentales sont le millimetre, le milligramme et la seconde ? 


Ae chy cpees ; + aE o,t cm. cm. . 
L’unité d’accélération de Gauss est égale 4 1 ——, = 1 7+ =0,1 ——, 
(sec. ) (sec.)* (sec. ) 

=o,1 unilé C, G. S. d’accélération. 
te mm. mg. 0,1 cm.) (0,00T gr. 
L’unité de force de Gauss est 1 Coe ie gr.) 


(sec!) ae (sec. )? 
ae Br == 0,0001 dyne. 


(sec, )? 


= 0,00! 


mg. (mm.)? 0,001 gr. (0,1 em)?* 
L’unité de travail de Gauss est 1 sea ik gr. : ) 
(sec.) (sec. ) 
gr. (cm)? 
== 0,00001 2-——,,~ = 0,00001 erg. 
(sec.) 


4. Systemes d’unités absolues, dont les unités fondamentales 
L, M et T ne forment pas la base. — Bien que nous ayons montré 
qu'on peut construire un systtme d’unités absolues, sur trois unités fonda- 
mentales choisies arbitrairement, nous avons toujours pris comme unités 
fondamentales les unités de longueur (L), de masse (M) et de temps (T). 
Mais on aurait pu prendre, comme unités fondamentales, les unités de trots 
autres grandeurs. Nous allons considérer cette question en détail, d’autant 
plus que, dans ces derniers temps, on s'est servi fréquemment de différents 
systémes d’unités, non basés sur les unités L, M et T. 

Le choix des trois unttés fondamentales ne peut élre absolument ar bitraire ; 
ces trois unités doivent étre indépendantes les unes des autres, c’est-a-dire 
que l'une d’elles ne doit pas pouvoir étre déterminée par les dear autres, a 
aide de l'une quelconque des formules, dans lesquelles le coefficient de pro- 
portionnalité est fait égal & un, quand on construit le systtme d’unités. 
Ainsi, par exemple, les unités de masse, accélération et force, ou de longueur, 
force et travail, ou de temps, vitesse et accélération, etc., ne peuvent étre | 
prises pour unités fondamentales, car, dans tous ces exemples, lune: des 
unités est déterminée (la troisitme plus simplement) par les deux autres. 

Quand les trois unités fondamentales sont choisies, il faut avant tout déter- 
miner les dimensions des unités de longueur, de masse et de temps, qui 
deviennent alors des unités dérivées ; on détermine ensuite facilement les 
dimensions des autres unités, a l’aide des formules du § 2 
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Si Pon se souvient des relations exprimées par les équations des dimen- 
sions, on voit facilement que, pour arriver au but que l’on se propose, il faut 


les traiter comme de simples équations. Ceci se comprendra encore mieux 
sur un exemple. 


On a pris, pour unités fondamentales, les unilés de vitesse V, d’accélération W, 
et de force I’. Il s’agit de trouver les dimensions des autres unités. Nous 
avions les équations des dimensions 


[(V)=LT,  (W)= LT) iF) = MLT—. 


Mainteaant V, W et F sont les unités fondamentales ; L, M et T sont des 


unités dérivées, et, par suite, les relations, qui existent entre ces six grandeurs, 
nous donneront : 


[Lith =V, ([Lj(tT}?@=W, (ML) (TR? =—F. 


| 
L 


Si l’on résout ces formules symboliques, comme des équations, par rapport a 


[L}, [Mi et (T], ona: 


(32) [Ll = VW, [MjJ=FW-, [T}=VW-. 


L 


On obtient, en outre, pour les dimensions des unités de 


foyer, =. | R} = Vouyer, quant. de mouy. [H| ) 
foe. 15) == VW", impulsion -. . [U] } 
meee O}=- V'W* densité... | D] = FV-W?, 
aeeetersang. |V)=-V-*W?, moment. dinert. [K]. = FV‘W-°, 


= VFW-', 


Nous laissons au lecteur le soin de vérifier, 4 titre d’exercice, les équations 
des dimensions qui suivent et de compléter le tableau : on a pris pour unités 
fondamentales les unités de force I*, de travail R et de densité D. On a 


(L] =RF-; (W) = DR-F ; 

1 ass) 
(M] = DR*F-"; [H] =D?R?E 2; 
[T] —=D?RF ?; etc. 


Nous avons vu qu’on peut déterminer les unités des différentes grandeurs 
physiques au moyen d'unités fondamentales. Nous introduirons progressive- 
ment ces derniéres dans ce Traité, au fur et & mesure que nous ferons con- 
naitre de nouvelles grandeurs physiques. Nous reconnaitrons qu’en général 
les trois unités fondamentales que nous avons considérées jusqu’ici ne suffisent 
pas. Dans l’étude des phénoménes calorifiques, nous devrons définir une nou- 
velle unité fondamentale, Vunité de différence de température (un degré, par 
exemple 1°C.). Dans l’étude des phénoménes électriques et magnétiques, 
nous aurons de méme & introduire encore une autre unité fondamentale. 
Différents savants se sont proposé de construire un systéme d’unités, qui 
repose sur le plus pelit nombre possible d'uniiés fondamentales. Nous allons don- 


ner quelques exemples d’une telle réduction. 
Cnwotsox, — Traité de Physique [,. : at 
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la gravitalion donne la possibilité théorique de remplacer les trois unités 
fondamentales de longueur, de masse: et de temps par deux d’entre elles. 
Faisons G == 5, dans la formule (1), Chap. VI, page 250, c’est-a-dire 


pet mm, 
=— 

En outre, définissons de la maniére suivante l’wnité de temps : la période: 
de réyolution ¢ de l’unité de masse (m = 1), gui se trouve a la distance de 
Punité de longueur (r = 1) d'une autre unité de masse (m, == 1), sera égale 
i Punité de temps. On détermine ainsi l’unité de temps par les unités de 
masse et de longueur. Lippmann (1903) a donné une méthode, reposant sur 
les phénoménes électriques (décharge d’un condensateur), pour définir Punité 
de temps comme unité dérivée. 

Un systéme trés remarquable d’unités absolues a été établi par Pranck . 
(1900), en partant de quatre constantes universelles : premitrement, la vitesse 
de la lumitre ; 


Gin. 
0 == 5) > 16 Ss) 
sec. 
secondement, la constante de gravitation 
2 5 3 
ie sl = cms 2 
= iS == 6,985, 100%) = — 
mm, eT. SeC. 


troisismement, une grandeur k, qui se présente dans la Thermodynamique 
8 J it p >) q 
Tome IIL) et qui donne la dépendance entre ce gu’on appelle l’entropie et la 
q P gq I P 
probabilité statistique de l’état d’un systéme de corps; cette grandeur koa 
pour dimensions | Energie : Température! et est égale a 


. 

4 3 
or. cm 
k = 1,346. ro7!6 —2 _____ 
sec.” degré 
quatriémement enfin, une grandeur h, qui apparait dans la théorie moderne 
du rayonnement et a pour dimensions {Energie x Temps] ; on nomme action 
une grandeur de cette dimension et / a le caractére de la plus petite quantité 
possible d’action ou d’un ateme d'action. On a 


h = 6,548 . 10-27 Bo 


sec. r 


En égalant maintenant chacune des quatre grandeurs ¢, C, k et hal unite, 
Pianck obtient un systtme de mesures réellement absolu, parfaitement indé- 
pendant de l’arbitraire humain, un systtme de mesures naturel. Les unités 
de longueur, de masse, de temps et de température sont alors des unités 
dérivées et on a r 

Punité de longueur = 4,03 . ro~*? cm. 
Punité de masse os Saeko Aer, 
=a Oe Ome See 
lunité de température = 3,63 . 10°? degré Cexsivs. 


Vunité de temps 


a 
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Pranck dit de ce systtme : « Ces grandeurs conservent leur signification 
naturelle, aussi longtemps. que les lois de la gravitation, de la propagation de 
la lumiere dans le vide et. les deux principes fondamentaux de la Thermody- 
namique: restent valables ;, mesurées par les étres les plus différents, suivant 


les méthodes les plus diverses, elles doivent donc toujours se retrouver les 
mémes )). 


BIBLIOGRAPHIE DE LA DEUXIEME PARTIE 


La Mécanique fait objet d’un enseignement particulicr ; elle comprend la 
Mécanique théorique et la Mécanique appliquée, avec leurs nombreuses. sub- 
divisions. On ne peut indiquer ici la Bibliographie de ces sciences. indépen- 
dantes, dont le domaine est trés vaste. Parmi les ouvrages spéciaux de Méca~ 
nique, dont la lecture peut étre recommandée pour l'étude de la Physique, 
nous citerons les suivants : 


Newton. — Philosophix naturalis Principia Mathematica, London, 1687; 2° éd., 1713; 
trad. francaise de la Marquise pu Cuasretcer, Paris, 1770. 

Lacnance. — Mécanique analylique, Paris, 1788; 2° éd., 2 vol., 1811-1815; 3° éd. 
(J. Berrranp), 1853 ;, he éd., (G. Darsoux), Tomes 14 et 12 des OKwores completes, 
1892. , 

Laprace. — Mécanique céleste, Paris, 1799-1825 ; OEuvres completes, 7 vol., 1843-1847 
et 1878-1882. 

Carnor. — Principes fondamentaux de Véquilibre et des mouvements, Paris, 1803. 

Poisson. — Traité de Mécanique, Paris, 1811 ; 2° éd., +833. 

F, Reecu. — Cours de Mécanique, Paris, 1852. 

Douwamet. — Cours de Mécanique, 2 vol., Paris, 1845; 3° éd., 1862. 

Srurm. — Cours de Mécanique de Ecole Polytechnique, 5° éd., Paris, 1°83. 

Desprynous. — Cours de Mécanique, 2 vol., Paris 1884, avec notes de G, Darpocx. 

J. Bousstvesg. — Legons synthéliques de Mécanique générale, Paris, 1889. 

H. Bouassr. — Introduction a Vétude des théories de la Mécanique, Paris, 1895 ; Cours. 
de Mécanique rationnelle et expérimentale, Paris, 1910. 

G. Koenics. — Legons de Cinématique théorique, Paris, 1897. 

P. Appert, — Traité de Mécanique rationnetle, Paris, 1892-1903; 2° éd., 1901-1909 5 
un volume‘de la 3° édilion a paru en 1910. 

P. Appett et Daurnevinte, — Précis de Mécanique rationnelle, Paris, 1910. 

De Freyciwer, — Sur les principes de la Mécanique rationnelle, Paris, 1902. 

KE. Picanp. — Quelques réflexions sur la Mécanique, suivies d'une premivre legon sur la 
dynamijzue, Paris, 1902 ; La Science moderne et son ¢lat actuel, Paris, 1909. 

H. Powesns. -— La Science et l'hypothese, Paris, 1903; La valeur de la Science, Paris, 
1909; Science et Méthode, Paris, 1908. 
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L. Porcanté. — La Physique moderne, son évolution, Paris, 1905. 

Tu. Younc. — A course of Lectures on Natural Philosophy, 2 vol., London, 1807. 

W. Tuomson et P.-G. Tarr. — Treatise on Natural Philosophy, 1°° éd,, Oxford, 1867 ; 
2° éd., 1879-1883; trad. allem, de H. Hermuovrz et G, Werruerm, Braunschweig, 
1874 ; Elements of Natural Philosophy, Oxford, 1873. 

J.-C. Maxweti, — Matter and Motion, London, 1876. 

P.-G. Tarr. — Properties of matter, London, 1885 ; Dynamics, London, 1895 ; Newroy’s 
Laws of Motion, London, 1899. 

A.-E.-H. Love. — Theoretical Mechanics, Cambridge, 1897. 


K. Pearson. — Grammar of Science, 2° éd., London, 1900. 
H. Kiem. — Die Prinzipien der Mechanik, Leipzig, 1872. 
G. Kircunorr. — Vorlesungen iiber mathem. Physik, vol. 4, Mechanik, Berlin, 1876. 


H, Srremrz,. — Die physikalischen Grundlagen der Mechanilk, Leipzig, 1883. 

E. Macu. — Die Mechanik in ihrer Entwicklung hislorisch und kritisch dargestellt, 1° éd., 
1883, 4° éd., rgor; trad. angl. de Mac Cormack, Chicago, 1893 ; trad. frangaise 
de E. Berrranp, avec préface de E. Picarn, Paris, 1904. 

W. Vorer, — Elementare Mechanik, Leipzig, 1889 ; Kompendium der theoretischen 
Physik, 2 vol., Leipzig, 1895. 

H. vy. Hermuorrz. — Vorlesungen iiber die Dynamik diskreter Massenpunkle, Berlin, 
1897. 

H. Hertz. — Gesammelte Werke, vol. 3, Die Prinzipe der Mechanik, Leipzig, 1894. 

L. Botrzmany. -— Vorlesungen iiber die Prinzipe der Mechanik, Leipzig, 1897. 

-A. Voss. — Die Prinzipien der rationnellen Mechanik, Encykl, der Math, Wissensch, 
Vol. 4, Heft 1, rgor. 

Riemany-Weser. — Die partiellen Differential-Gleichungen der math. Physik, 5° éd., 


1g10. 
G.-A. Macer. — Principii della teoria matematica del movimento dei corpi, Milano, 
1895. 
P.-P. Van per Vurst. — Introduction a la Mécanique (en russe), St-Pétersbourg, 1886. 
N. Scuitter. — Fondements de la Physique (en russe), Kiew, 1884. 
N. Aspeterr, — Fondements de la Mécanique (en russe), St-Pétersbourg, 1893. 
O. Cuworson. — Etude du mouvement et des forces (en russe), St-Pétersbourg, 18y3. 


D. Bosytew. — Mécanique analytique (en russe), 3 vol., St-Pétersbourg, 1885-1886, 


CHAPITRE III 


Travail et Energie. 


La bibliographie relative & la chaleur considérée comme une forme de, 
l’énergie sera donnée dans le tome III. Nous indiquons ici la bibliographie 
qui se rapporte a l'étude de l’énergie en général. 


G. Cortous: — Trailé de la Mécanique des corps solides et du calcul de Veffet des ma- 
chines, 1*° éd., Paris, 1829; 2° éd., 1844. 

Ros. Mayer. — Bemerkungen iiber die Krifte der unbelebten Natur. Ann. d. Chemie u. 
Pharm., 1842, Bd. 42, p. 233; réimprimé dans sa Mechanik der Warme. 

H. Hetmuorrz. — Mémoire sur la conservation de la force, précédé d’un exposé élémen- 
taire de Ja transformation des forces naturelles, Paris, Masson, 1869. Vortrdge und 
Reden, he éd., Braunschweig, 1896. 

M. Pcancx., — Das Princip der Erhaltang der Energie, Leipzig, 1887. 


7! 
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B. Stewart. — La conservation de PEnergie, Bibliothéque Scientifique Internationale, 
Paris, 1891. 

Hl, Januscaxe. — Das Princip der Erhaltung der Energie, etc., Leipzig, 1897. 

H, Kress. — Erhaliung der Energie, Miinchen, 1878. 

E, Jourrret, — Introduction a la théorie de l’énergie, Paris, 1883. 

M. Lévy. — Sur le principe de l’énergie, Paris, 1888. 

P.-G. Tarr, — Conférences sur quelques-uns des progres récents de la physique, Paris, 


1887. 

R. Corson, — L’énergie et ses transformations, Paris, 1889. 

J. Perrin. — Traité de Chimie physique, tome I, Les Principes, Paris, 1903. 

P. Dunem. — L’évolution de la Mécanique, Revue des Sciences pures appliquées, Paris, 
1903. 


M. Zwercen. — Die lebendige Kraft und ihr Mass., etc., Miinchen, 1885, 

G. Herm. — Die Lehre von der Energie, etc., Leipzig, 1887. Die Energetil in ihrer 
geschichtlichen Entwicklung, Leipzig, 1900. 

E. Macu. — Die Geschichte und Wurzel des Satzes von der Erhaltung der Arbeit, Prag., 


1872, s 
Amprre. — Démonstration générale du principe des vitesses virtuelles, J. Ec, Polyt. Cah. 
13, 1806. 


W.-R. Hatmirron. — On a general method in dynamics, Lond. Phil. Trans., 1834, T. 2, 
pp: 247-308 ; 1835, T. 4, pp. 95-144. 

W. Tuomson et Tarr. — Treatise on Natural Philosophy, vol. 4, Part, I. 

G. Darsoux. — Legons sur la théorie générale des Surfaces, vol. 2, pp. 438-511, Paris, 


1889. 


CHAPITRES IV & V 


Mouvement vibratoire harmonique. 


On trouve, dans les livres consacrés & l’étude du son et de la lumiére et 
dans les traités d’Electrotechnique, des parties ou sont considérées les pro- 
prictés du mouvement vibratoire harmonique. On pourra consulter avec 
fruit : 

W. Tuomson et Tarr. — Treatise on Natural Philosophy, vol,.4, Part. I, 


Lorp Raxteicx, — Theory of Sound, 2 vol., 2° éd., 1894-1896. 
P, Janer. — Legons d’Electrotechnique générale, 3 vol., 3° édition, 1909. 


A. Russex. — Théorie des courants alternatifs, 2 vol., trad, fr. de Secicman-Lur, Paris, 
1909-1910. 

G. Sartorr, — Courants alternatifs, 2 vol., trad, fr, de Monrpetiien, 2° éd., Paris, 
1909. 


A. Kwyeser. — Die Integralgleichungen, Braunschweig, 1911. 

Maxime Bécuer. — An introduction to the Study of Integral Equations, Cambridge, 
1909. 
La propagation du rayonnement est étudiée dans : 


Tuomas Youne. — Philosoph. Transactions, 1802, p. 12 ct p. 393 (On the theory of 
light and colours) ; Fursye. — OEuvres compl., I, pp. 32, 51 et autres. 

Gouy, — Sur la propagation des ondes lumineuses, eu égard a la dispersion, Journ, de 
Math., (3), 8, 1882 ; Sur le mouvement lumineux, J. de Phys., (2), 5, 1886. 
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Il est traité du principe d’Huyeens dans : 
Huycens. — Traité de la lumiére, Leyden, 1690, Ostwald’s Klassiker, n° 20. 


Fresner. — OEuvres compl., I, .p. 365. 
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NOTE 


SUR LA 


DYNAMIQUE DU POINT ET DU CORPS INVARIABLE 


PAR 


MM. Eugéne et Francois COSSERAT 


4. Introduction. — Les principes de la Mécanique, dont le réle est pré- 
pondérant dans la Physique, ont fait depuis longtemps l’objet de discussions 
touchant leur origine, leur nature et leur portée ; mais, sous l’influence de la 
critique approfondie a laquelle les principes de l’Analyse mathématique et 
de la Géométrie ont été soumis, et du remarquable développement qu’ont 
pris de nos jours les recherches expérimentales, l'intérét de ces études s'est 
renouvelé et l’aspect de la question, 4 beaucoup de points de vue, s’est 
modifié. 

M. H. Porncars, qui avait déja discuté d’une fagon si pénétrante les prin- 
cipes de l’Analyse, de la Géométrie et de la Mécanique ('), s’est attaché parti- 
culiérement, dans une conférence faite 4 Saint-Louis en 1904 (2), & signaler 
les difficultés qui apparaissent aujourd’hui dans la Physique mathématique, 
notamment dans I’application des principes de la Mécanique aux phénoménes 
-naturels. 

Ces difficultés, 4 supposer qu’on puisse les écarter & un moment donné, 
renaitront sans nul doute plus tard, et il est peut-étre permis de penser, avec 
Lorp Kexvin (*), qu’elles tiennent d’une part a des idées trop simples sur la 


(*) Les articles de M. H. Porncans ont été en grande partie reproduits dans le livre 
suivant : H. Porncant, — La Science et lHypothése, Paris, 1903, dont une traduction 
allemande a paru en 1904, avec des notes de M, Lrypemayy, et dans l’ouvrage récent : 
H. Porears. — La valeur de la Science, Paris, 190. 

(?) H. Porycans, — L’état actuel et Vavenir de la Physique mathématique. Conférence 
lue le 24 septembre 1904 au Congrés d’art et de science de Saint-Louis. Cette remar- 
quable conférence, qui forme une revue critique des divers principes qui sont a la 
base de la Physique, a d’abord paru dans la Revue des Idées du 15 novembre 1904, 
puis dans le numéro de décembre 1904 du Bulletin des Sciences mathématiques, 2° Série, 
£, XXVIII, p. 302-324, et enfin, avec de légéres modifications, dans La Valeur de la 
Science ; une traduction anglaise a été insérée dans The Monist, t. XV, p. 1-24, 1905. 
Les citations que nous en ferons se rapportent & La Valeur de la Science. 


(3) Lorv Ketyin. — Baltimore Lectures on molecular Dynamics and the wave theory of 
light, London, 1904. 
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constitution du monde physique, et, avec M. H. Porncaré ('), qu’elles résul- 
tent d’autre part d’une application trop fidéle, 4 tous les phénoménes, de la 
théorie de l’univers astronomique. 

Il n’est pas inutile d’observer que si les fondateurs de la Mécanique céleste 
ont cru tres fermement que l’étude des ensembles discrets de points leur livre- 
rait les secrets de la nature, ils n’avaient peut-¢lre pas une foi aussi robuste 
dans les lois du mouvement de Newroy ; il suffit, pour s’en rendre compte, 
de lire le chapitre si curieux, et qui semble un peu oublié actuellement, que 
Laptace intitule, dans son Traité de Mécanique céleste : « Des lois du mouve- 
ment d’un systeme de corps, dans toutes les relations mathématiquement possibles 
entre la force et la vitesse (7) ». 

Dans ces notes sommaires, que M. Cuwotson nous a tres gracieusement au- 
torisés 4 joindre a la traduction francaise de son Traité de Physique, nous 
voudrions faire saisir au lecteur, d’une manitre précise, les difficultés dont 
nous venons de parler, et lui inspirer le désir de prendre part & la discussion 
ouverte sur les fondements des sciences physiques (*). 

Pour atteindre ce but, nous essayons d’esquisser les traits généraux d’une 
exposition, ou un effort est fait pour écarter les obstacles précédents ; nous 
n’abandonnons, pour cela, aucune des acquisitions ancienmes, et notre ten— 
dance est, comme le recommande M. H. Poincaré (*), d’établir une théorie 
d’une forme plus compréhensive. 

Quel que puisse étre l’intérét d’une telle tentative, il ne serait peut-étre pas 
suffisant pour justifier l’introduction, dans ce Traité, d’un ensemble de con- 
sidérations théoriques qui présente une certaine complexité, Mais nous avons 
pensé que c’était un moyen rapide de mettre le lecteur en face des questions 

-controversées, et de lui donner, d’une maniére ordonnée, les sources ou il 
peut puiser, pour prendre part a la tache ardue que les recherches des théori- 
ciens et des expérimentateurs ont imposée a notre temps. 


(1) Conférence de Saint-Louis, p. 171 et suiv. 

(?) P.-S. Lsaptace, — Traité de Mécanique céleste, T.J, 1" Partie, Livre I, Chap. v1; 
ce chapitre occupe les pages 74-79 du tome I des Okwvres completes de Laprace. 

(3) La 17° Section de la Société scientifique de Bruxelles a pris en 1894 Vinitiativ 
heureuse de laisser la discussion sur les principes de la Mécanique a l’ordre du jour 

-de ses futures sessions (Annales de la Société scientifique de Bruwelles, 18° année, p. 98) 
cette décision a été précédée et suivie d’un certain nombre de travaux que l’on trouvera 
dans le recueil précédent (T. XVI, XVIII, XIX, XX, XXIV, XXV, XXVI, 1891-1902). 
~ On peut signaler des discussions analogues qui ont eu lieu en Angleterre ; voir en 
particulier Nature, T. XLVIIL, IL, LI (1893-1895) ; Phil. Mag., 5¢ Série, T. XXXVI, 
1893. 

La Société francaise de Philosophie, fondée en rgor, s’est aussi engagée plusieurs 
fois dans des études intéressantes sur le méme sujet. Nous signalerons, en particulier, 
les theses de M. Le Roy, De la valeur objective des Lois physiques (Bulletin de mai 
1901), et de M. Parntevé, Les axiomes de la Mécanique et le principe de causalité (Bul- 
letin de féyrier 1905), 

(*) Conférence de Saint-Louis, p. 210. 
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Il sera aussi moins elfrayé, en prenant contact avec la critique de 
M. H. Portncans ('), ou avec celle de M. E. Prcarn (2), par tout ce qui parait 
ruineux dans les bases actuelles de la Philosophie naturelle, et appréciera 
mieux dans quelle mesure il peut étre répondu a V’appel de M. vr Freveuer (°) 
en faveur des anciennes doctrines. Il apercevra sans doute également comment 
Von peut concilier I’altiiude agnostique des chercheurs qui, comme 
M. Donem (*), demandent que la qualité reprenne rang dans la Science, et la 
confiance que d’autres savants, comme Hetmnorz (*), Herrz(°), Bourzmann (7), 
ont eue dans le succés d’une construction de la Physique théorique a la ma- 
nivre déductive (*). 

Nous ajouterons quelques mots sur l’exposition que nous voulons pré- 
senter, 

Nous adoptons, dans ses traits généraux et dans son mode de déduction, le 
sysléme énergélique ; mais nous lui donnons, dés le début, une forme plus 
large que celle que l’on considére habituellement. Nous introduisons, ‘en 
outre, quelques notions, parmi lesquelles nous nous bornerons actaellement 
a signaler les suivantes. 

Tout d’abord, nous étendons A I’édifice entier de la Mécanique l'idée 


(1) Livres et articles déja cités. 

(@) E. Prearp. — Quelques réflexions sur la Mécanique, suivies d’une premiére legon de 
Dynamique, Paris, 1902; ce volume, abstraction faite de la 17° Legon de Dynamique, 
est la reproduction des trois paragraphes du Chap. m d’un Rapport écrit & propos de 
Texposition universelle de 1900; les deux premiers paragraphes ont paru ‘en Tgor, 
dans le Bulletin des Sciences mathématiques, 2° Série, T. XXV, p. 17-27- Voir égale- 
ment l'article que M. B. Picanp a écrit en 1904, dans la Revue générale des Sciences, 
T. XV, p. 1063-1066, pour présenter le livre de M. E. Macu, La Mécanique, Etude 
historique et critique de son développement, traduction de M. E. Brerrrano, Paris, 
Hermann, 1904. 

(?) C. pe Freverser. — Essai sur la philosophie des sciences, Analyse, Mécanique, 
Paris, 1900 ; Sur les principes de la Mécanique ralionnelle, Paris, 1902. Des analyses 
de ce dernier ouvrage ont été faites par M. Maurice Livy, Journal des Savants, année 
1902, p. 245-252, et Revue générale des Sciences, T. XIII, p. 394, 1902. 

(4) P. Dusem., — L’évolution de la Mécanique, Revue générale des Sciences, T. XIV, 


rgo3 5 a paru aussi en tirage a part, sous le méme titre. 

(°) Heramonrz. — Principien der Statik monocyllischer Systeme, Journal fiir die meine 
und angewandte Mathematik, T, XCVH, p. 111-140 ; 3177-336, 1884. — Ueber die phy- 
sikalische Bedeutung des Princips der kleinsten Wirkung, tbid., T. CG, p. 137-166; 
213-222, 1887. 

(®) Hentz. — Die Prinzipien der Mechanik, etc., 1894. Cet ouvrage a donné lien & 
des analyses de MM. Picanp (ouvrage cité) et Porncart (note citée a la fin); voir éga- 
lement Compentac, Les idées de Hertz sur la Mécanique, ? Enseignement mathématigue, 

~T. IV, p. 247-271, rgo2, et p’Apuiman, Les principes de la Mécanique et ‘les idées de 
Hertz, Revue des questions ‘scientifiques, 3° Série, T. I, —p. 173-204, 1902. : 


(7) ‘L. Botramany, — Vorlesungen iiber die Prinzipe der Mechanik, I, Teil, 18975 
4. Teil, 1904. 
(8) Sruarr Mit, — A syslem of Logic, ratiocinative and inductive ; voir Chap, xa, 


Of the explanation of Laws of nature ; vol. J, 5° édition, 1862, p. 540-536, 
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d'aprés laquelle, 1a ot lon voyait a une ¢poque encore peu lointaine une 


théorie définitive, on ne peut plus aujourd'hui parler que d'une premicre 


approximation. Nous mettons donc partout en évidence les notions d’élat 
naturel et d'état infintment voisin de l'état nalurel, Nous précisons ainsi, dans la 
dynamique, les notions de mouvement rapide et de mouvement lent, entrevucs 
autrefois par Hermuorrz, et nous leur faisons jouer le méme role que les 
notions de déformation finie et de déformation infiniment petite, dans la Statique. 
Nous pouvons montrer, par suite, comment l’on peut concevoir la séparalion 
des énergies, dans le sysleme énergétique. 

En second lieu, nous placons, & la base de la Mécanique, la notion de groupe. 
Cette notion a déja joué un tres grand role dans l'étude des principes de la 
Géométrie ; elle s’est aussi présentéc, d'une manitre bien digne d’attention, 
dans les théories cristallographiques ; elle nous parait devoir prendre une 
importance non moins considérable dans la discussion des fondements des 


“sciences physiques, car, par invariance qu’elle implique, on peut la regarder 


comme une traduction adéquate de lidée de mesure 

On sait enfin que, dans les différents systtmes sur lesquels on fait reposer 
Ya Physique, on introduit des milieux continus, soit a priori, comme I’a fait 
G. Green ('), dans la théorie de la lumiére, soit comme cas limites des milieux 
moléculaires, pour la commodité des applications (?). Il n’est pas inutile d’ob- 


“server que, dans le premier cas, les propriétés qu’on attribue au systtme con- 


Uinu sont toujours, d’une facon plus ou moins consciente, déduites d’un 
passage & la limite (*) ; or, dans ce passage, il ne semble pas que I’on se soit 
attaché a définir, d’une maniére assez complite, d’aprés le modéle primitif, 
la constitution du milieu continu. Si l’on considére, par exemple, le systeéme 
moléculaire le plus simple, dans lequel figurent de petits solides invariables, 
il est clair que le passage & la limite ne peut s’exprimer, au moyen de points 
malériels, qu’en vertu d’hypotheses qui doivent étre explicitement énoncées ; 
dans ce cas, on est plus généralement conduit a envisager, au lieu du point 


-matériel, ce que nous pouvons appeler un dri¢dre matériel, obtenu en complé- 


tant la notion du point matériel, par l’adjonction de trois directions rectan- 


gulaires issues de ce point ; un milieu continu est alors engendré par un 


triédre matériel mobile, dont le sommet coincide successivement avec les 


‘points du milieu, et il y a entre ce triédre et le point occupé par son sommet, 


toute la différence que les géométres conmaissent entre une sphére de rayon 


(") G. Greey. — Mathematical Papers, London, 1871 3 voir également Lorp Kexvin, 
ouvrage cilé, 17 Lecon. 

(?) Consulter en particulier l’exposition faite en 1889 par M. Boussryesg, dans ses 
Lecons synthéliques de Mécanique générale, et voir notamment, pour ce qui va étre dit, 
les ns 4 cb 55 (pp. 5 et 68), 

(5) On ne fait que constater ici, une fois de plus, Tinfluence des théories les unes 
sur les autres, et |’importance qu’il peut y avoir 3 ce que les différents points de vue 
se développent parallélement. On trouvera un exemple de ce parallélisme, dans les 
Baltimore Lectures de Lorp Keryiy ; chacune des yingt lecons de Villustre savant est 


‘consacrée généralement pour moitié au milieu continu, ct pour l'autre moitié & la 


dynamique moléculaire. 
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nul et le centre de cette sphére. Il est manifeste d’ailleurs que les modéles 
plus complexes, proposés par les théories moléculaires ('), peuvent donner 
lieu & des modéles correspondants du milieu continu, 

Dans cette premiére Note (?), nous commencerons l’examen des fondements 
de la dynamique (*) du point et du corps invariable, en laissant de coté le 
mouvement des systtmes, qui sera envisagé dans une note ultérieure., Nous 
ne parlerons des fondements de la statique, et nous n’insisterons sur la con- 
servation de l'énergie, qu’au moment ou I’auteur étudiera les liquides et les 
solides. La dynamique du point ou du triédre, dans laquelle on suppose que 
toute l'inertie appartient au milieu ou se produit le mouvement, trouvera sa 
place dans le volume de ce Traité consacré a l’Electricité et au Magnétisme. 

Nous rappellerons d’abord quelques notions relatives a la cinématique d’un 
corps invariable et au groupe continu des déplacements euclidiens. 


2. La théorie du triédre mobile et le mouvement d'un corps 
invariable. — Admettons que nous possédions un systeme invariable; la 
notion de mouvement d’un point ou de mouvement d’un corps invariable 
s’acquiert par comparaison avec le systeme invariable donné. Le systéme de 
comparaison le plus commode consiste en un triédre trirectangle Oxyz (*).- 

Le corps mobile peut lui-méme étre rapporté a un tritdre trirectangle 
O'e'y’z', qui lui est invariablement lié ; nous supposerons que ce triédre mo- 
bile a méme disposition que le triédre Oxyz, et nous le définirons, en nous 
donnant, 4 chaque instant t, les coordonnées a, b, c de O’, et les cosinus 
directeurs a, a’, a; B, 6’, BY; y, y’, y" des trois directions O'x’, O'y’, O'2’, 
par rapport au triédre Ozyz ; ces cosinus directeurs sont liés par les relations 


ay NSE ees % 
(1) \ aux ya yay | : 
/ ey Dh gh ao) 


\ 


(!) Gest dans les travaux de Lorp Kevin que l’on trouvera le plus d’idées intéres - 
santes sur ces modéles complexes (Muthematlical and physical Papers, vol. I, IL et II, 
Cambridge, 1882, 1884, 1890). 

(?) Les principaux résultats contenus dans cette Note ont été présentés & |’Académie 
des Sciences, C. R., 140, p. 932, 3 avril 1905, 

(’) Au point de vue o& nous nous placerons dans la Note consacrée aux fondethents 
de la Statique, il serait mieux d’employer ici le mot Cinétique, au lieu du mot Dyna- 
mique, comme l’ont fait Lorp Kevin et Tarr, dans leur Natural Philosophy ; on peut 
regretter que cette nouvelle dénomination ne soit pas entrée plus complétement dans 
les usages, en France. 

(*) Nous supposerons les axes Ox, Oy, Oz orientés de facon qu’une rotation de go°, 
dans le sens posilif autour de Oz (sens de la gauche vers la droite, pour un observa—- 
teur ayant les pieds en O et la téte en z), améne Ow sur Oy ; cette convention est faite 
de maniére 4 donner l’interprétation des formules ow figurent des rotations, avec la 
-représentation habituelle, par un vecteur, des trois éléments (axe, vitesse angulaire, 
sens) d’une rotation. (Apprtt, Traité de Mécanique rationnelle, 1 édition, T. I, n° 3, 
6, At; 2° édilion, T. 1, n™ 9, 9, 43). 
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et par la suivante 


(2) DeaGe y=), 
qui exprime que les deux triédres ont la méme disposition, et qui n’intervient 
que dans l’interprétation des rotations. 

Considérons un point qui se meut d’une fagon absolument quelconque ; 
ses coordonnées 2’, y’, z’, a l’instant ¢, par rapport a la posilion correspon- 
dante du triédre O'z’y’z', sont liées aux coordonnées «, y, z, par rapport au 
triédre de comparaison Oxyz, par les relations 


/ 


(tae im = Ye 
(3) )? —b aS a! a! —+- By! = 5 ae 
( z=e 25 ala! ae Bry! ae yet 
les coordonnées z’, y’, z’ ne sont pas nécessairement des constantes. 

La vitesse 4 l’instant t, du point considéré, par rapport au tri¢dre de com- 
paraison Ozyz, aura, suivant les axes de ce tritdre, des composantes v,, v,, U:, 
que l’on calculera par les formules : 

(4) er oe seo we neds 

aeicadte et Fe ie lt 
Supposons que !’on remplace, dons ces formules, «, y, z par leurs valeurs (3), 
puis quel’oncherche les projections v,', v,',v,' dela vitesse considérée, sur les 
positions, 4 l’instant t, des axes O'a’, O'y’, O'z'; on trouve immédiatement 
gue si l’on pose 


4 0 , ab OC sn. dB dy 

mee. at. dl ee Da 

da db de dy du 

5 es ae TS (sees ; Geass ARS 

Peet ath ath a (6) 7 = 24a = Da 

Banda pdb ms\ 5 de Neca dd» = Ss 

Beer att oa SS 

On a > 

Pe : : da’ ; , ‘ dy’ 
ees (2 TY to Oy Ne Pe! — pz 


(7) 


vz = C+ py’ — qe’ + —, 
dt 
Jormules fondamentales, qui dominent toute la cinématique géométrique. 
~ ’ ° . . . . 
Si l'on applique, en particulier, ces formules, aux points du corps inva- 
riablelié au triédre O'z'y'z’, les coordonnées x’, y,’z’ sont alors des constantes, 
et les formules (7) deviennent les suivantes ; 


(8) < vy =F + Gary Uh yf re’ — pz’, , vs =F py’ — qe’, 


qui expriment que, & l’instant ¢, la vitessse d’un point quelconque du corps 
yA la a) , ~ A . 
est la somme géométrique d’une vitesse (£, 4, £), la méme pour tous les points 
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du corps et égale ala vitesse du point O’, et d’une vitesse due A une rotation ('),. 


dont le vecteur représentatif, issu du point O’, aurait pour projections p, Gar, 
sur les axes O'x’, O’y’, O'7z’. 
De ce résultat, on déduit que les projections v,, v,, v; de la vitesse d’un 


pomt du corps invariable, par rapport au tri¢dre Oxyz, sur les axes de ce, 


tri¢dre, sont déterminées par les formules 


(8) v,=l-+0,z—w,y, v,=M+o,2—w,zZ, Vz; =N+0,Y — WF, 


ol H,, ®,, m, désignent les projections, sur Ox, Oy, Oz, du vecteur represen—_ 


: wath ; $ da 
talif de la rotation instantanée, et ou l'on pose | = di 30 HM afor’ 
( 
db de : ae 
M == 7, — Wao + WZ, N= —wrYo + Wx; On pourrait, d’ailleurs, 
; ( : 


déduire directement ces formules, dans le cas particulier actuel, des for— 
mules (4). 


Nous ne développerons pas davantage Ja théorie du mouvement d’un corps 


invariable (*); nous indiquerons simplement, en terminant, sans démonstra-" 


tion, que l'état des vitesses, 4 l’instant ¢, est le méme que si le corps élait, a 
cet instant, animé d’un mouvement hélicotdal, autour d’une droite (*) appelée 
axe instantané de rolalion el de glissement; les équations de cette droite 


6-92) Fy 2 a pe a ee 
p = q aa 


4 Vinstant f, par rapport a Ia posrtion correspondante du triédre O'z'y'z', s’ob- 


tiennent en cherchant le lieu des points du corps, dont la vitesse est parallele 
& Ja direction de la rotation instantanée, ou encore les points du corps dont 
la vitesse & l’instant ¢ est minimum. el : . 
Ajoutons encore que la connaissance des quantités §, 4, %, p, q, r en fone- 
tion du temps permet de définir compiétement le mouvement du ‘triédre 
O’x'y'z’ par rapport & un triédre avec lequel il coincide 4 une époque donnée. 


3. Les groupes de mouvements et de déplacements; le groupe 
continu des déplacements euclidiens.— Dans la théorie des groupes (*), 


(1) En raison de ce résultat, nous donnerons, dans Ja suite, au vecteur issu de O', 


dont les projections sur O'x’, O'y’, O'z' sont p, g, r, le nom de rotation instantanée du 
triédre O's'y'z'. 

(2) Pour le développement de cette théorie, voir G. Koenies, Legons de Cinématique, 
Cinémalique théorique, Paris, 1897; P. Appent, Traité de Mécanique rationnelle,*T. I. 

(°) Un triédre O'z'y'z' et un corps solide qui lui est invariablement lié sont dits ani- 
més d’un mouvement hélicoidal continu, autour d’une droite D inyariablement liée au 
triédre de comparaison, et sur laquelle l’axe O'2' 
O'v' décrit une hélice ordinaire ayant D pour axe. Dans ce mouvement hélicoidal, 
réalisé par ’écrou qui se meut sur sa vis, tout se passe 4 chaque instant comme si le 
corps mobile était animé d’une rotation » autour de D et d’une translation ha (h cons- 
tant), suivant D. Voir G. Konyics, Legons de Cinématique, p. 103-105. 

(*) J: A, pp Sécurer. — Eléments de la théorie des groupes abstraits, Paris, 1904 ; 
consulter la Note intitulée : Sur les groupes de mouvements, qui-occape les pages 150- 
159 de ce livre. 


reste appliqué, lorsqu’un point de l’axe ” 


. 
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cl. dans la cristallographie ('),, le mol. mouvement prend une signification nou- 
velle ; cela tient 4 ce que, d'une part, on fait abstraction du temps, et & ce 
que, d’autre part, sous linfluence de la notion de symétrie: imtroduite par la 
cristallographie, on étend le sens géométrique simple auquel on est d’abord 
conduit. 

Considérons les formules (3), ow a, b, e, %, B, ..., -7” sont supposés donnés 
et vérifient les relations (1) et (2); nous pouvons interpréter ces formules, 
non plus en supposant que x, y, z, et 2’ y’ 2’ se rapportent aa méme point, 
mais comme une transformation qui fait correspondre au poimt, ayant pour 
coordonnées x’, y', z’ par rapport a un triddre Oxyz, un nouveau point, ayant 
pour coordonnées x, y, z par rapport au méme tritdre Oxyz. Celte trams for- 
mation est appelée mouvement propre, ou mouvement de premiére espece, OU 
encore déplacement. 

Si Pon suppose maintenant que 4, 8, ..., 7” salisfont toujours aux rela— 


ey! a!" 


. . m8 . . | 
tions (1), mais vérifient, au lieu de (2), la relation S cE 3/y” — — 1, les 
| Sat 


formules (3) définissent encore une transformation qui fait correspondre le 
point (x, y, z) au point (2, y’, 2’); cette seconde transformation est appelée 
mouvement impropre, ou mouvement de seconde espéce. Un mouvement impropre 
est évidemment un déplacement suivi d’une réflexion sur un point ou sur un 
plan, en appelant ainsi la transformation qui remplace chaque point par son 
symétrique, relaltivement au point ou au plan ; les transformations rempla- 
gant le point (a’, y’ z’) respeclivement par le point (— 2’, — y’ —z’) ou 
par le point (x’, y’, — z’), par exemple, sont en effet des réflexions sur le 
point O et sur le plan Oxy. 

Considérons deux mouvements p. et »,, qui sont définis, le premier par les 


formules (3) et (1), le second par les formules 


- 


ay = ag yey! + Bays! Yat’, 
(3’) Hi Og eagle! Fe By'9! 42 a2 > 

Dy = Oy ag" aty! > Ba"! He Yass 
ou %,, %,', ..., y;:" vérifient les relations (1), si on les substitue respectivement 
ad,a’,..., 7". A chaque point M’(«’, y’, 2’), le premier mouvement fait cor- 
respondre un point M (a, y, z); au point M, le second mouvement fait corres- 
pondre un point M,, dont les coordonnées (x,, y;, 21) se calculent par les 
formules (3’), dans les seconds membres desquelles on remplacera @,', ‘hata 
respectivement par x, y, z. Si l’on remplace, dans les formules ep hea gu 
respectivement par les expressions (3) de «, y, z, on obtient des formules qui 
définissent une transformation que l'on pourra nommer transformation com- 
posée, ou résullante, ou appeler encore produit de u et v1, qui seront les trans- 


(t) A. Scttorxrrms,— Krystallsysteme und Krystallstructur, Leipzig, 1891: H. Hitroy, 
Mathematical Cristallography and the theory of groups of movements, Oxford, 1903 ; 
dans le § 7 du Chap. u, p. 28, de ce dernier auteur, le mot movement est employé au 


sens plus général qui va étre indiqué, et ce que nous appelons, @aprés M. pp Sécurer, 


mouvement de premiere espéce et mouvement de seconde espece est dénommé operation of 


the first sort et operation of the second sort. 
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formations composantes. Or, on reconnait immédiatement que la nouvelle 
transformation est encore un mouvement : c’est ce que l'on exprime en disant 
que les mouvements, lorsqu’on les compose, en les effectuant successivement, 
forment un groupe, que l’on appelle le groupe des mouvements. 

Remarquons que la transformation inverse d’un mouvement donné, cest- 
a-dire la transformation qui, appliquée a la figure transformée par le mou- 
vement, raméne a la figure primitive, est définie par la résolution des 
équations (3), et que c'est encore un mouvement de méme espéce que 1¢ mou- 
yement que l’on considere ; le groupe des mouvements contient, par suite, la 
tranformation dite identique, ou la tranformation unilé, obtenue par le pro- 
duit de deux tranformations inverses l’une de I’autre. 

On reconnait également que les déplacements, lorsqu’on les compose en 
les effectuant successivement, forment aussi un groupe, qui sera appelé le 
groupe des déplacements ; on dira que ce dernier est contenu dans le premier, 
ou que c’est un sous-groupe du premier ; la transformation inverse d’un dépla- 
cement est encore un déplacement, ainsi qu’on l’a fait observer pour les 
mouvements ; le groupe des déplacements contient donc aussi la transforma-— 
tion identique. 

En outre des deux groupes précédents, on considére encore, sous le nom 
de groupe des mouvements, tout ensemble de mouvements tel que le produit, 
défini précédemment, de deux mouvements quelconques de l'ensemble est 
encore un mouvement du méme ensemble. Un grouve de mouvements est 
dit unpropre ou propre selon qu’il contient ou ne contient pas de mouvement 
impropre; dans le second cas, on peut dire que l'on a un groupe de déplace- 
ments ('). Les mouvements propres d’un groupe impropre forment évidemment 
un groupe propre qui est contenu dans le premier. 

On peut se proposer de mettre un mouvement quelconque sous uné forme 
réduite, résultant de la composition de mouvements particuliers ; on introduit, 
a cet effet, les notions de rotation, de translation, de déplacement hélicoidal, 
de réflexion, de rotation impropre et de translation impropre. La translation 
et la rotation n’ont pas besoin d’étre définies ; ce sont les transformations qui 
correspondent aux opérations de méme nom de la cinématique. Le déplace- 
ment hélicoidal est le produit d’une translation et d’une rotation ; il peut 
étre réalisé en supposant la translation rectiligne et paralléle 4 l’axe de rota- 
tion; il correspond donc, dans une certaine mesure, au mouvement hélicoidal 
de Ja cinématique. La rotation impropre est le produit d’une réflexion sur un 
plan et d’une rotation dont l’axe est normal a ce plan. La translation impro- 
pre est le produit d’une réflexion sur un plan et d’une translation paralltle a 
ce plan. On établit aisément que tout mouvement a une forme réduite qui est, 
soit un déplacement hélicoidal, soit une rotation impropre, soit une transla- 
tion impropre ; en particulier, tout déplacement a une forme réduite qui est 
un déplacement hélicoidal. 


(!) Les groupes de déplacements ont été envisagés et déterminés d’une fagon géné™ 
vale par M. Jonpan, (Comptes-Rendus T, LXV, p. 229-232, 1867 ; Annali di Malema- 
dica, 2° Série, T. H, p. 167-215, 322-348, 1868). 


? 
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. Nous compléterons les notions précédentes, dans unc Note sur la Cristallo- 
graphic, 4 laquelle elles servent de préparation ; nous introduirons, pour 
terminer, la notion du groupe continu (') des déplacements euclidiens, qui inté- 
resse plus particuliérement la Note actuelle et qui va nous ramener a la no- 
tion cinématique du mouvement. 

Considérons le groupe des déplacements euclidiens. Nous pouvons supposer 
que l’on exprime les neuf cosinus 4, ..., 7’ des formules (3), au moyen de 
trois paramétres indépendants, par exemple, au moyen des trois paramétres 
d’OttnvE Ropricurs, et ces formules (3) sont alors de la forme 


(or i te ae 
ea f(x,y", 2, Qy.-Gz, G3, @;, As: ag) 
Si ot eae ed 
WOW a oe 9 Oy, Cy, G35 Cys Ay, Ge) 


Ore bay eee esp 
T= YX, Y, 2, Ass Ap, G3, My, As, As), 


OU A, G, M3, 4, As, 4 sont six parametres et f, e, | des fonctions continues 
des lettres qui y figurent. Au lieu d’attacher, comme précédemment, notre 
attention simplement sur les differentes transformations et sur leurs combi- 
naisons, supposons que nous introduisions, en outre, la notion de continuité, 
en faisant varier les paraméctres d’une facon continue ; nous parvenons 2 la 
notion de groupe continu des déplacements euclidiens. Les paramétres ay, dg, ..., dg 
ne pouvant se réduire a un nombre moindre, on dit qu’ils sont essenliels, et 
que le groupe considéré est un groupe cuniinu a six parameétres constitué par 
Vensemble «* des déplacements euclidiens. 

Revenons sur le qualificatif de continu, pour le préciser davantage, et pour 
lui rattacher la notion, capitale pour la suite, de transformation infinttésimale 
du groupe des déplacements euclidiens. Supposons que les six paramétres 
indépendants, qui figurent dans les formules de transformation, soient des 
fonctions continues d’unc variable ¢, ou, ce qui revient au méme, que dans 
les formules (3), les lettres a, b, c, 4, ..., 7’ représentent des fonctions conti- 
nues d’une variable ¢, vérifiant les relations (1) et (2). Observons qu’un dépla- 
cement ps, correspondant a la valeur ¢, de ¢, peut se déduire du déplacement py, 
qui correspond 4 la valeur ¢, de /, en superposant a », un déplacement qui 
nest autre que le produit de l’inverse de py par w2. Dans ces conditions, 
nous pouvons considérer le déplacement, correspondant a la valeur ¢’ de ¢, 
comme le résultat de la superposition, au déplacement correspondant a la va- 
leur ¢, d'une suite de déplacements qui, par l’addition de leurs effets, réalisent 
successivement des déplacements correspondant a des valeurs du paramétre ¢ 


-_(') La notion de groupe continu, sous sa forme générale, a été développée par 
Sopuus Lie, qui lui a consacré de nombreux travaux ; on trouvera des expositions en 
francais, servant d’introduction aux recherches de Sornus Lie, dans le Trailé d’ Analyse 
de M. Picarv, T. Ifl, Chap. xvn, § 4, p. 492-508, et dans louvrage suivant : 
G. Vrvayt1, Legons élémentaires sur la théorie des groupes de transformations, Paris, 1904. 
En ce qui concerne les groupes continus de déplacements, on pourra consulter : 
Sornus Liz, Vorlesungen iiber Differentialgleichungen mit bekannten infinitesimalen Trans- 
formationen, p. 15-17 ; Vorlesungen iiber continuierliche Gruppen, etc., p, 100-112, 


_p. 666-716. 


Cuwouson. — Trailé de Physique I,. 2 22 
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comprises entre ¢’ ct t. Or, supposons que le nombre des valeurs intermé- 
diaires de t augmente indéfiniment, les différences entre deux valeurs consé- 
cutives tendant vers zéro; assimilons en outre tau temps, et considérons un: 
systtme invariable de points.soumis successivement aux transformations, 
nous retrouyons la nolion cinématique du mouvement d’un: systéme inva= 
riable. 

Ceci nous conduit, en outre, & envisager la transformation, qui fait corres- 


pondre au point (x, y, z) le point (a + 6x, y + dy, z+ 42), ou dx, by, bz 
désignent les parties principales des accroissements que subissent les: coordon- 
nées du point (a, y, z), lorsque, passant de la valeur ¢, qui correspond a ces 
coordonnées, a la valeur infiniment voisine ¢ + 6, on envisage le point cor- 
respondant. Cetle transformation, que l’on appelle, d’aprés Soreuus Lin, trans- 
formation infinilésimale du groupe des déplacements euclidiens, est définie, en 
vertu des relations (8"), par les formules : 


bz 


(g)) Sa==(l-+-w2z—wyy) lt, y= (m-+-wx" —wy,z) dl, 6 = (n+, y— wer) 6. 


L’application d’une suite de telles transformations infinitésimales, dont le 
nombre augmente indéfiniment, permet de reconstituer a la Jimite une trans- 
formation quelconque du groupe ; et, sans entrer dans plus de détails analy- 
tiques, cetle remarque sullira ici & expliquer pourquoi, dans la recherche 
d’expressions, qui restent inallérées par les transformations du groupe des 
déplacements euclidiens, nous nous bornerons a considérer la transformation 
infinitésimale la plus générale de ce groupe. 

Nous remarquerons, en terminant, qu’a coté du groupe continu des dépla- 
cements euclidiens, on considére encore les sous-groupes ; nous aurons I’occa- 
sion de les rencontrer dans les Notes ultérieures. 

4 

4. L’actionsur un point en mouvement, considérée comme un in- 
variant dans le groupe des déplacements euclidiens. — Considérons 
une fonction W de deux posilions infiniment voisines d'un poimt en mouye= 
ment par'rapport & un tri¢dre de comparaison déterminé Oxyz, c’est-a-dire 
une fonction des coordonnées x, y, z dw point a Pinstant ¢ et des dérivées 


dx dy dz 
premieres - 


obs 

dv” dt” dt. 
de W pour qu'elle reste invariante, pour toute transformation infinitésimale 
dw groupe des déplacements euclidiens, ¢’est-a-dire pour que sa variation 6W 


Proposons-nous de déterminer quelle doit étre la Pexe 


soit nulle, lorsque x, y, z éprouvent les variations infiniment petites dz, dy, dz 
définies par les formules (9), ow 1, m, n, 1, ws, 3; sont six constantes arbi- 
traives ct 6¢ une quantité infiniment petite ('). 

Nous avons : 


oW Ws ust oW dx | aW soy ow dz 


oW = ——_— 62 
f ha oy ae a ee 5 ‘tetas Put deal 
° at a dt. 
(!) Comparer Soruvs Lig. — Vorlesungen iiber continuierliche Gruppen mit. geometris- 


chen und anderen Anwendungen, p. 675. 


L’ACTION SUR UN POINT EN MOUVEMENT 339 


et, par les formules (9), 


A oe = dea i (0 a — Ww ay éL 
dt Bem NS ath : iit) : 
Hr (uM) a 
dhe dig=™ erat ae : 
SF ao = (w ined ai) al 
at asin) hily 1 dt 2 dt ‘ 
dow 
ee ow ow oW oW aw dyaW dzaW' : 
West | — + mu ay Time a - Wit ¥ 32 =e By =| > aiid dy +... [of 
Le ree 


La variation ¢W devant étre nulle, quelles que soient les constantes 
I, m, n, 4, 2, 3, nous obtenons : 


aW ow «: oW 
<= 1G — =0 —— 


Ox yo Pe: 
“dy aw dzaW | dzaW draW _ dz oaW dy aW -_ 
Was dl dy dt de di de day dt oe 
dt dl dl dt dt ot 


Si donc nous supposons que le point (x, y, z) peut décrire toutes les trajecloires 
possibles, nous parvenons ainsi a des identités, vérifiées par la fonction W des 
dx dy - 


six arguments «, y, z, de de , qui entrainent cette conclusion que W ne 


doit pas @éperidre de x, y, z et pa étre une fonction de la seule expression 


(10) lin (Gr) + (t) oie (Gi) 
dt dt dt 

Au lieu de la fonction v?, nous pouvons ici introduire une fonction v, que 
nous supposerons continue, comme «, y, z et leurs dérivées, et qui est définie 
par la relation (10). Si, dans l’intervalle formé par deux valeurs de t, le 
second membre de (10) ne s’annule pas, une telle fonction v sera définie dans 
cet intervalle, en précisant la valeur qu'elle prend, pour une valeur parti- 
culiére de ¢; si le second membre de (10) s’annule dans l’intervalle que l’on 
considére, il n’en est plus de méme. Nous avons, dans tous les cas, un exemple 
d'une telle fonction v, en considérant la vitesse du point sur sa trajectoire, 
définie 4 la maniére ordinaire, aprés avoir fait choix d’un sens de parcours (‘). 

Ayant ainsi choisi une fonction v, qui se déduit du mouvement du point (*), 
nous pouvons concevoir, sous le nom de point matériel, un point auquel nous 
associons une fonction W(v) de v, que nous appellerons action euclidienne sur 
le pointalinstantt, Le produit W(v)dé, de W par dt, que nous nommerons 
_ (*) Un premier avantage immédiat de lintroduction de la fonction v est la possibilité 
-de Vinterprétation des valeurs de signes différents, qui peuvent sintroduire dans la 
suite pour v, 

(?) La fonction v ne doit pas étre associée seulement & la considération geométrique 
de la trajectoire, mais aussi au mouvement du point, 


. 
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action euclidienne élémentaire, relative a l'intervalle de temps dt, est aussi, a 
Pégard du groupe des mouvements euclidiens, un invariant ; il comprend, 
comme cas particulier, l'invariant qui, envisagé au point de vue géométrique 
sous le nom d’élément linéaire, provient de la considération de la distance de 
deux points infiniment voisins d’une courbe. 

De méme que la notion fondamentale de la Géomélrie euclidienne est élément 


linéaire ds = de? + dy? + dz?, de méme I’action euclidienne élémentaire 
peut étre considérée comme la notion fondamentale de la dynamique. Nous 
disons action euclidienne, car il est clair que nous pourrions établir, d’une 
manitre tout a fait analogue, la notion d’une action non euclidienne, comme 
Va fait Riemann, pour |’élément linéaire de la Géométrie (*). Nous laisserons 
entitrement de cdté cet ordre d’idées, qui n’a pas pour nous d’intérét 
immeédiat. 


5. La méthode hamiltonienne de l’action variable. Définitions 
de la quantité de mouvement, de la force extérieure, du travail, 
de l'impulsion et de l’énergie cinétique. — L’une des méthodes les plus 
fécondes de la Physique théorique cst la méthode hamiltonienne de Vaction va- 
riable (2). Nous ne l’emploierons pas ici de la maniére ordinaire, parallélement 
au principe de la moindre aclion ; nous nous en servirons pour définir la quan- 
tité de mouvement, la force extérieure, le travail et énergie cinétique. 

Avec les hypotheses sur la continuité des fonctions que nous faisons ici, au 
moins d’une fagon implicite, on peut dire, en définilive, que la longueur 
d’une courbe entre deux points My et M, est, par définition, Vintégrale 


My ; 
if Vda? + dy? + dz?. ‘ 


0 


De méme, si nous considérons la trajectoire d’un point en mouvement, nous 
dirons, & cause de l’analogie étroite indiquée plus haut entre l’éiément linéaire 
et l’action élémentaire, que l’action A, de linstant 4) 4 Vinstant t,, est, par 


définition, l’intégrale : 
ty 
:=), Wade. 
e lo 
* 


(1) Riemann. — Ueber die Hypothesen, welche der Geometrie zu Grunde liegen, 1854 ; 
la traduction de J. Hoviir, publigée en 1870 dans les Annali di Matemica, 3° Série,. 
T. IU,’ p. 309-326, a été insérée dans la traduction frangaise des OEwvres mathématiques. 
de Riemann, Paris, 1898. 

(?) W. R. Hamieron. — On a general method in dynamics, Lond, Phil. Trans., 1834, 
T. U, p. 247-308; 1835, T. I, p. 95-144. Voir aussi: W. Tuomson et Tarr, — 
Treatise on Natural Philosophy, vol. I, Part. I, n° 326, p. 337; G. Kircanorr, — 
‘Vorlesungen iiber mathematische Physik, Bd. I. Mechanik, Leipzig, 4° édition, 1897; 

J.-J. Tnomson. — On some Applications of Dynamical Principles to Physical Phenomena, 
“Phil. Trans,, vol. 176, Part. UH, 1885 ; Hermnorrz et Hunrz (articles et ouvrage déja 


cités). 


LA METHODE HAMILTONIENNE DE L’ ACTION VARIABLE 3A 


Si les coordonnées x, y, 2 de chacun des points de la trajectoire subissent des 
variations quelconques Sa, dy, oz, fonctions du temps ¢, l’action éprouvera 
une variation 6A qui, en vertu de la relation (10), a pour valeur 

aly 


DAt=s 


idW ee dix, dy dy | dz dz) ,, 
v dv \dt* dt * di’ dt dl° a) 


fo 


Intégrons par parties, et posons 


| ,__ dW de _ dWidy — dWid 

ee etna gs pais. Pe 
: dk . dG dil 

oP) Mae gem Wee aie? 1-2 = “ap’ 

nous avons 


t ty 
i) oA = [ Fee + Goy + Hee] =e [ (Xea + Yoy + Zez) dt. 

8 allt : 
Nous donnerons au vecteur (fF, G, H) issu du point (a, y, z) le nom de quan- 
lilé de mouvement du point & l’instant ¢, et au vecteur (X, Y, Z), issu du méme 
point, le nom de force extérieure sur ce point: F, G, H sont les projections 
dun vecteur que l’on obtient en multipliant le vecteur représentant la 

: , IW ’ E 
vilesse par l’expression : a Enfin, nous dirons que, relativement au 
déplacement infiniment petit (dz, dy, oz) appliqué au point (x, y, z), lexpres- 
sion Xéx + Yéoy + Z2z est le travail effectué par la force extérieure, et que 
Poa +- Gdy + Heéz est le travail effectué par la quantité de mouvement. 
Parallélement a l’action élémentaire, nous pouvons maintenant considérer 

le vecteur (Xdt, Ydt, Zdl), que nous nommerons Vimpulsion élémentaire, pen- 


dant le temps infiniment petit dt, de la force (X, Y, Z), et parallélement a 


ty ty 4 ; 
action, le vecteur ([ Xdt, i Yde, i zat) qui sera appelé l’impulsion, 
ty i to 


dans l’intervalle de temps (/), t,), de la méme force. Comme oA doit étre 
identiquement nul, en vertu de l’invariance de l’action dans le groupe des dépla- 
cements euclidiens, quand éa, dy, 6z sont donnés par les formules (g), et cela 
quelles que soient les valeurs des constantes 1, m, n, 1, 2, 3, Nous en con- 
cluons que 


amy t a t Auer Set ies 
ei: Nat, leew Ydt, [x] = | Zdt., 


fo 


. t t fy ; 
[yu = 2G] = ib (yZ — zY)dt, [F — oH | a 1 (zX — «Z) dt, 
to ty ty ly 
tt " 4 
[«G = s ale es f, ay —_ yX) dl; 


autrement dit, l’impulsion est un vecteur mesuré par la variation géométrique de 
la quantité de mouvement, et la limite de la somme des moments des impulstons 
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élémentaires, par rapporl a un aze, est égale a la variation géomélrique du mo- 
ment de la quantité de mouvement, par rapport a cet ace. 

Observons encore que, si l’on suppose connues x, y, 2 en fonction du temps, 
les formules (11) et (12) donnent, tous calculs faits, pour I, G,.H, Ape teeee 
des fonctions de ¢; mais, en vertu des formules qui déterminent «, y, 2 em 
fonction de t, on peut évidemment concevoir quel’onexprime F, G,H, X,Y, Z 

Sabie , a 
au moyen de ¢, de x, y, z et de leurs dérivées qe jusquea tel ordre que 
l’on voudra. Si donc l'on envisage une question dans laquelle X, Y, Z, par 
exemple, sont données, on pourra concevoir que les valeurs données de X, Y, 
Z renferment non seulement ¢, mais aussi x, y, z et des dérivées de ces der- 
nieres. 

Formons l’expression Xdax +- Ydy + Zdz; il vient immédiatement 


! : / dW a 
(13') Xdx -++ Ydy + Zde = d(v 4 — W). 
Posons : 

| se —W; 
dv 


nous dirons que E est l’énergie cinélique du point en mouvement, et nous 
voyons que, comme dans la dynamique classique, la variation de lénergie, 
dans un intervalle de temps fini queleonque, est égale au travail de la force exté— 
rieure, pendant cet inlervalle. ; 


6. Forme normale des équations du mouvement, lorsque X, Y, Z 
sont données en fonction de |, x, y, z. Les actions hamiltonienne, 
maupertuisienne de M. H. Poincaré et les diverses formes du 
principe de moindre action. — Supposons que, conformément aux indi- 
cations de la fin du § précédent, X, Y, Z soient des fonctions données de t, 
x, y, z: les équations (11) et (12) peuvent étre considérées comme un sys- 
teme d’équations différentielles définissant les six inconnues «, y, z, F, G, H. 
Mettons ce systéme sous la forme normale, c’est-d-dire (!) résolvons-le par 


soe nal ge dH 3 
rapport aux dérivées ae des inconnues. A cet effet, observons que v 


est définie en fonction de F, G, H, par la relation 


7\ 2 
(it) <r nor 


; dW 
et que, d’autre part, sinous portons la valeur dev obtenue, dans Ev ‘A Ai dF 


nous avons une fonction de F, G, H, qui ne dépend de ces trois dernidres 
quantités que par l'intermédiaire de la fonction V définie par la formule (2) 


V2 = F? + G?+ He, 


(*) G, Jonpan. — Cours d’analyse de UEcole Polytechnique, T. Ill, p. 4. 
.. ?) On pourra ici répéter & Pégard de V, ce que nous avons dit au § 4, pour », 
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et dont la différentielle totale est (') 


dE = ayy (FF + GdG + Hdl). 


iW 


‘dv 


La forme normale du systeme considéré est donc 


dx es ak dy ak dz ok 
ae (OF te eats di aH’ 
dG. di 
ater. ie) ag ae dia ran, 


Nous avons supposé que, en vertu des formules qui définissent x, y, z en 
fonction du temps, on exprime \, Y, Z en fonction de t, x, y, 23 ceci est pos- 
sible d'une infinité de maniéres et on peut ‘toujours choisir les nouvelles 
formes de X, Y, Z de fagon qu’elles soient respectivement les dérivées par- 
tielles a oN ie d'une méme fonction U, indépendante ou non du temps 1. 
ax’ ay’ az 
Supposons qu’il en est ainsi et désignons par 4 la fonction de «, y, z, F, G, 
HI (et de ¢, si U dépend de 2) définie par la formule : 


a == EF — U, 
le systtme précédent prend la forme : 
dx ov dy od dz dde 
Saas ed di = aG- Qe sali 
dk __ aH dG ) Wb dH ado 
7 ete am ay” fe ee 


Nous avons ainsi les équations du mouvement qui forment la généralisation 
de celles d'Hamitron. Si nous supposons, en particulier, les nouvelles formes 
de X, Y, Z choisies, comme cela est toujours possible, de fagon que ¢ n’y 
figure pas et qu’elles soient les dérivées partielles d’une fonction U de «, y, z, 
ces derniéres équations portent, d’une maniére plus particulitre, le nom 
d’équalions canoniques (?). 

En reprenant le remarquable exposé de M. Porvcanris (*), il est aisé de 
retrouver les diverses formes du principe de moindre aclion. 

Pour obtenir l’action hamiltonienne de M. Powcars, on doit former : 


: ak ak ak 
ee et a Goa +e 
et si l'on ent compte de 
, oF ak a | dW 
J mete pei Hog ve 


(*) Nous conseryerons la lettre E, pour l’expression en fonction de F, G, H. 

() G. Jonpay. — Cours d’Analyse de U'Ecole Polytechnique, T. TU, p. 51; H. Por- 
cant, Les nouvelles méthodes de la Mécanique céleste, T. 1, p. 8; méme auteur, Legons 
de Mécanique eéleste, T. 1, pt. : 

_ (3) H. Porwcans. — Les nouvelles méthodes de la Mécanique céeste, T. II, p. ahg et 


suly. 
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t 
i ‘(W -+ Udi 
L 


qui nous a, en définitive, servi de point de départ. 
Pour obtenir l’action maupertuisienne de M. Potnaaré, on doit exprimer 
dx dy dz 


tds ee Gee 


on est ramené a l’intégrale 


+H 


dx dy dz 


en fonction de ded’ de qui donne a Procédant alors d’une facon 


symétrique, substituons a la variable t, l’arc s de la trajectoire, que nous 


en 5. Ok 
pouvons supposer vérifier la relation — —v; nous obtenons finalement, pour 


dt 


Paction maupertuisienne, ]’intégrale 


{ ods 
dW 


ou » désigne une fonction de x, y, z obtenue en substituant av, dans “2 


valeur tirée de la relation 


dW ; 
y—— =| Wea Uh 
dy 
que l’on déduit actuellement de (13’) et ou A est une constante. 
Nous retrouvons précisé le résultat signalé par Lapiace('), que lon peut 
vérifier a posteriori, par le raisonnement connu (°), 


% 


7. Quelques mouvements particuliers. — La masse maupertui- 
sienne. Valeurs critiques de la vitesse. Notion de l’état naturel. 
Espace absolu et temps absolu. — Aun mouvement défini d’un point 
matériel déterminé, sont associées une fonction v et une fonction W (v); nous 
pouvons concevoir d’autres mouvements du méme point matériel, qui auraient 
pu s’effectuer aux mémes instants; en général, la fonction v sera modifiée. 
Si nous considérons des points matériels différents, nous sommes amenés en 
outre A modifier la fonction W (v). 


Dans l’étude de ces modifications, une des premiéres questions est la sui- 
vante, Que devient la premiére loi de Newron, dans la dynamique générale 
du point matériel que nous considérons, c’est-a-dire quels sont les cas dans 
lesquels les projections F, G, H de la quantité de mouvement sont des cons— 
tantes »Si nous supposons d’abord que ces trois projections F, G, H sont 
identiquement nulles, nous obtenons, soit les points matériels pour lesquels 


V 
be est définie pour v = 0 et qui sont a l'état de repos, soit les points en 


(‘) Lartace. — Traité de Mécanique céleste, T. I de ses OKuvres completes, p. 78. 
' (*) Appetit. — Trailé de Mécanique rationnelle, T. I, 1° Edition, p. 529 et suiy., 
2° Edition, p. 530 et suiv, 


——e 
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mouvement pour lesquels la fonction v serait une conslante dilférente de 
; dW .. : ti, 
zéro et annulant oe Si nous supposons que les trois projections F, G, Hl 


sont des constantes non toutes nulles, nous obtenons, soit les points matéricls 
pour lesquels W est une fonction linéaire de v et qui sont animés d’un mou- 
vement rectiligne, soit encore les points pour lesquels le mouvement est rec- 
tiligne et uniforme. 
Ces premiers résultats nous conduisent 4 plusieurs remarques essentielles. 
En premier lieu, nous venons d’étre conduits, & propos de |’état de repos, 


5 be : a 1 dW ue 
a considérer seulement les points matériels pour lesquels or est définie 


dv 


pour v — 0; ceci nous améne, d’une facon générale, 4 envisager les valeurs 


. r©£dW ; 
de v pour lesquelles la fonction ~ —— , que nous dénommerons masse mauper- 
v 


du 

tuisienne & V’instant ¢ et qui figure dans les équations (11) et (12) de définition 
de F, G, H, X, Y, Z, ne serait pas définie et continue ; on a supposé implici- 
tement dans les paragraphes précédents que de telles valeurs n’entraient pas en 
considération dans le mouvement envisagé ; mais la notion de ces valeurs 
critiques de v permet de regarder l’exposition actuelle, comme une construc- 
tion du genre indiqué par M. Porycaré A la fin de sa conférence de Saint- 
Louis ('), et dans laquelle peut intervenir, par exemple, la vitesse de la 
lumiére. 

~ En second lieu, nous venons de mettre en évidence des cas particuliers de 
mouvement; nous sommes donc conduits, par analogie avec ce que Yon a 
fait dans l'étude des corps déformables, 4 comparer, a ces cas particuliers, les 
autres mouvements quelconques correspondant a la méme fonction W, et, 
d'une manitre plus générale, a introduire la notion d’élal naturel de mouve- 
ment, en entendant par 1a un état de mouvement, auquel nous comparons les 
autres mouvements qui se rapportent ala méme fonction W. Pour elfectuer 
cetle comparaison, voici comment l’on peut procéder, 

Considérons un point mobile, dont les coordonnées soient fonctions non 
seulement du temps /, mais aussi d’un second parametre h, et supposons que, 
pour h = 0, ces fonctions se réduisent aux coordonnées du point, dans l’état 
naturel de mouvement envisagé. II est clair que, pour une autre valeur déter- 
minée de h, ces fonctions pourront se réduire aux coordonnées du point, dans 
un état de mouvement déterminé, mais quelconque. Or, les formules (11) 
et (12) donnent ensuite, pour F, G, H, X, Y, Z, des fonctions déterminées 
de ¢ et de h. Cela étant, on pourra, soit étudier ces six derniéres fonctions, 
en supposant connues z, y, z en fonction de! et de h, soit encore étudicr les 
fonctions de «x, y, z de ¢ et de h, en supposant données certaines des fonctions 
F, G, H, X, Y, Z et certaines conditions aux limites ; dans ce dernier cas, on 
pourra méme supposer les données fournies sous la forme générale indiquée 
ala fin du § 5. 


Remarquons enfin que, parmi les cas particuliers mis en évidence plus 


(') Loe. cit., p. 210. 
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haut, se trouvent I’élat de repos et l'état de mouvement recliligne uniforme. Ceca 
nous améne a insister sur le fait que nous ayons introduit un iriédre Oxyz, 
qui joue un réle particulier. 

Quelle que soit l’idée que nous nous fassions de Ja représentation du monde 
physique que peut nous fournir la Mécanique, nous devons nous demander 
4 quoi correspond, dans les applications, le triédre Oxyz, considéré comme 
image. On se trouve ici en présence de deux réponses ('). Ou bien, on n/at- 
tribue aux principes de la Mécanique, et a la description du monde extérieur 
quils permettent d’obtenir, que la valeur d'une approximation, et alors, on 
pourra se contenter d’établir, entre la réalité et le triédre fixe Oxyz, la corres- 
pondance (2 >) qui paraitra la plus commode et la plus pratique. Ou bien, on 
regarde les lois de la Mécanique comme possédant, suivant l’expression de 
M. ve Freveiner (*), une exactitude rigoureuse, et, dans ce cas, on admettra, 
avec Newron, l’existence d’un temps absolu et d’un espace absolu (*). 

Lapzace s’exprime de la maniére suivante, au sujet de l’espace absolu (5) : 

« Un corps nous parait se mouvoir, lorsqu’il change de situation par rap- 
port a un systéme de corps que nous jugeons en repos; mais, comme tous les 
corps, ceux mémes qui nous semblent jouir du repos le plus absolu, peuvent 
étre en mouvement, on imagine un espace sans bornes, immobile et péné- 
trable a la matitre: c’est aux parties de cet espace réel ou idéal que nous 
rapportons, par la pensée, la position des corps, et nous les concevons en 
mouvement, lorsqu’ils répondent successivement a divers lieux de l’espace ». 

Si, comme nous le faisons dans la Note actuelle, on fait abstraction, pour 
la construction de la Dynamique, du milieu ou un corps est en mouvement, 
lespace immobile, dont parle Lapiace, ne peut é¢tre qu’idéal, et son existence 
doit étre regardée comme un postulat, sans lequel la Mécanique, envisagée au 
second des points de vue signalés plus haut, n’existerait pas. ‘ 

Au contraire, on peut s’occuper de la réalilé de cette existence si l'on 
considére la dynamique de la manitre extrinséque, a laquelle nous avons 
fait allusion a la fin de l'Introduction ; nous laisserons de cété, pour le 
moment, ce second aspect (®) Je l’espace absolu ; nous ferons observer seule- 


(1) Comparer Vanalyse du livre de M. Macu, par M. Duwem, Bulletin des Sciences 
mathématiques, T. XXVII, 17° Partie, p. 261-283, 1903. 

(*) Cette question a été particuliérement considérée dans ces derniéres années ; en 
outre de certains des articles signalés dans le § 4, on peut citer Macu, La Mécanique... 
traduction francaise, p. 234, et l'exposé trés intéressant que l’on trouve dans J. Perrin, 
Traité de Chimie physique, Les Principes, Paris, 1903. 

(3) C. pe Freverser. — Les principes de la Mécanique rationnelle, p. 78. 

(') Consulter A. Voss. — Die Prinzipien der rationellen Mechanik (Enzyklopddie der 
mathematischen Wissenschaften mil Einschluss ihrer Anwendungen, Band. 1V1, p. 3-121, 
Leipzig, 1gor). 

(5) P. S. Lartace, — Traité de Mécanique céleste, 1°° Partie, Livre I. Chap. 1, p. > 
de la derniére édition, 

(°) Comparer Macu, p. 2243 Larmor, Aether and Matter, Cambridge, 1900 ; 
P. Layervin, La physique des électrons (Rapport au Congrés de St-Louis lu le. 22. 
septembre 1904; Revue générale des Sciences, T. XVI, 1905). 
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ment que la donnée du tritdre Oxyz sera liée 4 celle du milieu, et que l'on 
se trouyera encore, en passant aux applications, dans l’alternative de regarder 
ou non la Mécanique, comme une approximation ('). 


8. La mécanique ordinaire, considérée comme 1’étude de l'état de 
mouvement infiniment voisin de l'état de repos. La masse hamil- 
tonienne, lamasse maupertuisienne et la massecinétique. 

En supposant, dans les formules du § 5, 


2 
mv? 

foc 
oe oe 


m étant une constante, on retrouve les relations de la Mécanique ordinaire ; 
mais, comme nous l’avons indiqué dans I’Introduction, nous nous plagons a 
un autre point de vue, et nous allons montrer que l’on peut considérer les 
formules de la Mécanique classique, comme une premitre approximation des 
formules du § 5. Il suffit, A cet effet, d’étudier l'état de mouvement infini- 
ment voisin de I’état naturel consistant dans |’état de repos et mis en évidence 
au paragraphe précédent. 

Supposons que - étant définie pour v =0, la fonction W (v) soit déve- 
loppable (7), dans le voisinage de v = 0, suivant les puissances entiéres posi- 
tives de v; le coefficient de v, dans le développement de W, est nul, et nous 
admettrons que la valeur de W, pour v —o0, valeur qui n‘intervient d’ailleurs 
pas dans les formules (11) et (12), est nulle (*); dans ces conditions, on 
aura 


(15) Wo Wa he 


en désignant par m une constante, et, en représentant par W; (i > 3), le terme 
qui contient v a la puissance i. 

Les coordonnées fixes du point a 1’état de repos étant x4, ¥y, 2), considérons 
un point mobile, dont les coordonnées sont des fonctions de t et de h, déve- 
loppables suivant les puissances de h, par les formules 


Ce ey oes EE soe 
TN PS ot fer ei a as ET 
a ly a CO a Ot 2 Ya ODP 


dans lesquelles z;, y;, z; désignent les termes qui renferment h’ en facteur. 
Les formules (11) et (12) nous permettent de calculer les développements 
de F, G, H, X, Y, Z, suivant les puissances de h; les termes indépendants 


(‘) Porneart. — Conférence de St-Louis, p, 186. 

(?) Pour abréger l’exposition, nous introduisons, dans ce qui suit, des développe- 
ments en série, et nous admeltons que ces séries so prétent aux procédés ordinaires de 
calcul, 

(3) Dans Pétat naturel de repos, I’énergie cinétique sera ainsi nulle, comme la quan 
tilé de mouvement et la force extéricure. 
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de h sont nuls, et les termes F,, G,, H,, X,, Y,, Z,;, qui contiennent h a la 
premictre puissance, sont donnés par les formules 


4 dx(1) dy(t) dz't) 
Bim are G, =m a Hem ar 


d?2(1) 


AS dir ate 7 oF We Lem de? 
ou l’on pose 


TIE By Senos yl =e Ns ZO) == 2 eee 


Si nous considérons, sous le nom d’élat de mouvement infiniment roisin de 
Uélat naturel de repos, le mouvement du point a(), y(t), 2(), et, sous les 
noms de quantilé de mouvement et de force, relatives a cet élat, les vecteurs ’ 
(F,, G,, H,) et (Xy, Y,, Z,), nous parvenons a ce résullat que la dynamique 
ordinaire du point matériel, ou si l’on veut la dynamique de Newron, apparail 
comme la dynamique du point dans Détat de mouvement infiniment voisin de Vétat 
naturel de repos. 

Dans la dynamique, présentée sous la forme précédente, on n’a plus, pour 
un état de mouvement qui n’est pas infiniment voisin de l’état naturel de 
repos, la notion de masse invariable. Nous avons donné précédemment le nom 


wi R aete a din Se Ga 
de masse maupertuisienne a Vinstant ¢, a expression . “Jp Par laquelle on 


doit multiplier le vecteur vitesse, pour obtenir la quantilé de mouvement; avec 
Vhypothése faite sur W, la formule (15) donne, dans le voisinage de la valeur 
=O, 
1 dW 
= ee a= Wea odo 
v dv 
les termes non écrits représentant des termes en v, en v?, etc. 
Nous pouvons remarquer que l’aclion W a Vinstant t conduit de son coté a 


y 


: : See ORE 
envisager l’expression —, , & laquelle nous pouvons donner le nom de 
ye 


2 


masse hamillonienne, et dont le développement, suivant les puissances 


de v, effectuéen vertu de la formule (15), commence aussi par la constante m. 
<A : ‘ en 5. Loe 
La méme remarque s’applique encore & l’expression 52? que nous pouvons 


appeler masse leibnizienne ou masse cinétique. D’aprés la relation 


B=» Ov _w, 


nous voyons que la masse maupertaisienne est égale a la moyenne des masses 
hamillonienne et leibnizienne. 


9. La dynamique du corps invariable. Centre et axes d’inertie 


maupertuisiens, — Nous allons maintenant considérer un corps invariable 


en mouvement, que nous définirons en lui associant un triedre mobile Ole'gid’, 
qui lui est invariablement lié. Le mouvement du triédre O'z'y'z', par rapport 


au tritdre fixe Oxyz, estentitrement défini par les six arguments Py Oa te 
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du § 2. A chaque point du corps invariable, dont les coordonnées sont x’, y’, z, 
par rapport au triédre O’a'y'z', nous associons une fonction w de la position 
de ce point dans le corps et de l’expression v définie, par des considérations 
analogues 4 celles du § 4, au moyen de la relation suivante qui détermine v? 


et qui résulte des formules (8), 
(16) vw? =(§ + qz’— ry’)? + (n + ra! — pz’)? + (0 + py’ — qo’), 


Nous appellerons action 4linstant ¢ sur une portion du corps invariable, 
Vintégrale 


Swds, 


étendue au volume de cette portion; l’action surl’élément de volume do, 
entourant le point (a’, y’, z') sera [w(a’, y’, 2’, v) + e]dw, = tendant unifor- 
mément vers zéro avec do. 

Considérons, en particulier, l’action W al'instant? sur le corps total ; elle se 
calcule par la formule 


W —Suwds, 


ou l’intégrale est étendue au corps entier, et, en vertu de la formule (6), 
c’est une fonction de =, 4, ¢, p, q, r qui est définie, dés qu’on connait la fonc- 
tion w et la forme du corps. 

Nous appellerons masse maupertuisienne, & V’instant t, du corps invariable, 
Vintégrale 


I ow 


(17) ies Os ades 


étendue au volume du corps; c’est encore une certaine fonction de é,7,¢,p,4q,1; 
la méme intégrale étendue a une portion quelconque du corps donnera la 
masse maupertuisienne de cette portion ; la masse maupertuisienne de lélé- 


: I ow 
ment de volume du, entourant le point (a’, y’, z'), sera iS Pome a [do e, ten- 
v dV 


dant uniformément vers zéro avec do. 

De cette définition de la masse maupertuisienne résultent immédiatement 
celles du centre d’inertie maupertuisien a l’instant ¢, celles des moments 
d’inertie, de l’ellipsoide d’inertie, de I’ellipsoide central d’inertie, se rappor- 
fant tous 4 Vinstant ¢ et a des éléments géométriques fixes ou non dans le 
corps. 

Les coordonnées & J'instant ¢ du centre d’inerlie, par rapport au triédre 
O'z'y'z', seront 


1 dW 4 1 dW Law 14 
v ov ; v ov ; voav 
18 2! Se =SSs 2 = ———— - 
.*: aS J Won We 


Le moment d’inerlie, 4 l'instant t, par rapport A une droite du corps, issue 
par exemple de O! ct dont «, 8, y sont les cosinus directeurs relativement aux 
axes O’x’, O’y’, O'z', est 


Joo? + B3? + Cy? — 2D3y — 2Bva ~ 253, 
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‘ 


en posant : 


aS (yt ptthdo, BSI! (rt al\dm, 0S! (lt py! 
‘as oa (y?+2")do, R= eer -+a'*)do, C or +y*)do, 
TQ) ° 

/o=S*° foe 0 2de, 38 +o aldo, FS ON yds 


Vv OU Vv Ov 


et Vellipsoide d'inertie & l'instant t, se rapportant au point O', a pour équalion, 
relativement au tritdre O!z! a y'z! 
dba’? +. By’? + Ez’? — aDy'z! — 282'a! — 25z'y' = 1. 


Nous appellerons action sur le corps invariable considéré, de Vinstant 1, a 


Vinstant ¢,, Vintégrale 
by 
A = Wade. 
Lo 


Appliquons encore ici la méthode de V’action variable. Supposons que les 
expressions a, b, c, a, 8, ..., y", qui déterminent la position du triédre O’a'y'2! 
a l'instant ¢, subissent les variations ¢a, 6b, 6c, 6a, 68, ..., 67". Introduisons 
Tes auxiliaires 41’, ¢y', ¢x’, définies par les formules 


a= S33 — By, oy = = ya = PA tx'= 'gaa—= — iad, 


qui sont les analogues des expressions pdt, qdt, rdt du § 2; introduisons, en 


outre, les variations ¢a’, cb’, cc’ des projections a’, b’, c’ du segment OO’ 
sur O'a', O'y’, O'z', et les auxiliaires 6,a’, 6,5", 6,c’, qui sont définies par les 
formules 
6,a’—=Ca’+-e'63'— b'on', 0, b' == 6b! alow’ — efor’, b,c. —= be" O'Gr' aos", 
t 
et qui représentent les projections, sur O'x’, O'y’, O'z', da déplacement — 
ee es , } ; 

(a, cb, ec) subi par le point O’. 

Un calcul faciledonne, pour déterminer les variations subies par &, 4,6, p.q.r, 
les formules suivantes ; 


- ze 6a! Rs hess dst’ 
32 = 76K! — Cy’ ane + qs,c' rob’, Reitee + qin'—-ros', 
* : 1d b’ . 2 dy! Rn z 
(20) § == Cor’ — Eéx’ 4 = + ré,a"— psc’, (ar) , —q=a + roy —pix’, 
s iN 6 > dcx! It ; 
66 = Eby’ — 701' + ] =- po b'— 47? a, Op = dt ++ pei qh ve 


Ceci posé, la fonction W (é, 4, £, p, q, 7) Gprouvera une variation : 


Ps oW PN i errr) 4A ow , aw » 
sw a Me aa : Hs 4 oC + oS op + - 69 - ee 


et action A, une variation 6A, définie par la formule : 


by 
6A = oWadl. 
fo 
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Cette variation, en vertu des formules (20) et (21), et aprés une imtégra- 


tion par parties, prend la forme : 


ba = [F'%,@ + G’5,6’ + W3,c' + Ter 4 


mT 
Ea [ (X’3,a" + Y¥'6,0" + Z'¢,c! 4+ Ler’ + Mer’ - - N’cx' de, 
=p 
en posant ; 
(22) i ai¥ (ee aww poo ae aWw foe peo 
3 04 at ap oy Ol 
f a! ! 
Xo ae ie Soa |S ee gy he 2 qk! Fil e+ HY (4 
: iG’ ! . 
(23), Y= a +r’ — pH’, M= = eer — ph’ + CPt — ll’, 
eg oe ’ K’ 
(Fa -g te —, N= as + pd’ — ql’ + &G" — xf". 


Ces résultats nous conduisent & poser des définitions analogues & celles que 
nous avons ¢tablies pour la dynamique du point. 

Rappelons tout d’abord les définitions suiyantes de la théorie des vec- 
teurs ('). 

Etant donnés des vecteurs quelconques, on appelle respectivement résullante 
générale et moment résullant, relativement d unpoint P, la résultante de vecteurs 
ayant P pour origine, égaux et paralléles aux vecteurs donnés, etlarésultante 
des moments des vecteurs donnés, relativement au point P. Si lon fait varier 
la position du point P, la grandeur et la direction de la résullante générale 
restent invariables ; le moment résultant, par rapport 4 un point P’, différent 
du point P, est la somme géométrique du moment résullant par rapport au 
point P et du moment, par rapport a P’, de la résultante générale relative au 
point P. Deux systémes de vecteurs sont dils équivalents, quand leurs résul- 
tanles générales et leurs moments résultants, par rapport & un méme point de’ 
Vespace, sont identiqucs ; leurs moments résultants sont alors identiques, par 
rapport a tout point de l’espace. Un systéme de vecteurs est dit équivalent a 
2éro, quand sa résultante générale ct son moment résultant, par rapport aun 
point, sont nuls; ces grandeurs sont alors nulles, pour tout point del’espace. 

Ces définitions rappelées, considérons d’abord les deux segments issus du 
point 0’, dont les projections sur O’z’, O'y’, O'z' sont respectivement EF”, G’, H’ 
et I’, J’, K’; nousles considérerons respectivement, commela résultante géné- 
rale et le moment résultant d’une infinité de systémes de vectcurs équivalents ; 
nous donnerons a l'un quelconque de ces derniers syst¢mes le nom de systéme 
des quanlités de mouvement. L’origine de cette dénomination provient de Ta 


remarque suivante ; posons : 


Erei—ry)}. g= 


lh ow 
” ow) 


Fo r nN f 
ao fahren pe), R= hpy’—qe'} ; 


(*) P. Apress, — Traité de Mécanique rationnelle, FP. B; G, Kosntes, Lecons de Ciné- 
matique, Cinématique théorique. 
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les formules (22) peuvent s’écrire 


—— Sfide, 2 = ee i’ = Shids, 
= Soh ou 2q')do, eS Sif! — ei \dos, Ki = S(a'g' ss yf" des 


Si nous supposons qu’on remplace chaque élément do du corps, par un 
point matériel de méme masse maupertuisienne, situé en un point (a’, y’, z’) 
intérieur a cet élément, a Ja limite, la résultante générale et le moment résul- 
tant, relatifs au point O’, du systéme de vecteurs formé par Jes quantités de 
mouvement des dillérents points matériels, scront respectivement (F’, G’, J’) 

oid wey ed 

Cetle remarque nous conduit a cette conclusion que, si l’on remplace le 
triédre O'z'y'z' par un triédre qui lui est invariablement Jié, les systemes de 
quantités de mouvement définis au moyen du second triédre seront les mémes 
que pour le triédre O’v'y'z’; la résultante générale (I, G’, H’) et le moment 
résultant (I’, J’, K’), relatifs au triédre O'z'y'z’, délerminent des systémes 
équivalents a ceux engendrés par les éléments analogues relatifs 4 un autre 
triédre invariablement lié au premier. 

Considérons maintenant les deux segments issus du point O’, dont les pro - 
jections, sur O’z’, O’y’, O'z', sont respectivement X’, Y’, Z’ et L’, M’, N’; 
nous les considérerons respeclivement, comme la résullante générale et le mo- 
ment résultant d’une infinité de syslemes de vecteurs équivalents - nous don—- 
nerons, a l’un quelconque de ces derniers systtmes, le nom de sysléme de 
forces extérieures appliquées au corps. 

Ici encore, si l’on remplace le tri¢dre O'z'y’z’ par un triédre qui lui est 
invariablement lié, les systémes de forces définis au moyen du second tritdre 
seront les mémes que pour le triddre O'z'y’z’; Ja résultante générale (X’, Y‘, Z’) 
et le moment résultant (L’, M’, N’), relatifs autriédre O’a’y'z’, forment des 
systemes ¢quivalents 4 ceux engendrés par les éléments analogues relatifs a un 
autre tricdre invariablement lié au premier. 

Ceci est une conséquence immédiate de linterprétation suivante des for— 
mules (23), considérées indépendamment des relations (22) qui déterminent 
a GH, I’, JK’ en fonction de &) , G. p,q, 

Si l'on conslruit, & Vinstant t, respeclivement les résullantes générales O2, OM 
et les moments résullants Os, OS, relalifs au point O, du sysléme des quantités 
de mouvement et du sysléme des forces extérieures, les Equations (23) expriment 
que les vilesses des points géomélriques 3, 5 sont respeclivement égales el paral- 
léles aux segments OM et OS. 

Celte proposition, qui se démontre immédiatement, a, comme on le voit, 
un énoncé identique a celui de la Mécanique ordinaire ('), que lon en déduit, 


(‘) La représentation géométrique du théortme des moments des quanlilés de mou- 
vement de la Mécanique classique parait due & M, Sainr-Guituen, qui l’a donnée en 
1854, dans le Tome XIX du Journal de Liouville; consulter également le travail sui- 
vant du méme autenr-: Nouvelle solution synthétique du probléme de la rolation des corps 
(Memoires de V'Académie des Sciences de Toulouse, 4° Série, T. V, p. 338-350, 1855) 5 
on pourva rapprocher ce dernier travail, quia ¢lé reproduit ae les Nouvelles Annales 


‘<. *) 
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2 
UD) , . r . ia 
en supposant w de la forme p 57? Stant une fonction déterminée de a’, y’, z’, 
ou mieux en passant par la notion de |’état infiniment voisin de |’état. de 
repos, comme nous le dirons plus loin. 


Nous venons d’énoncer une proposition qui, soit en supposant que w est de la 


2 


forme p(x’, y’, z’). p? soit en considérant l’état infiniment voisin de I’état 


de repos, se transforme dans une proposition fondamentale de la Mécanique 
classique. 

Nous devons maintenant examiner les autres généralisations les plus inté- 
ressantes des propositions de la Mécanique ordinaire. 

Si nous conservons la définition habituelle du travail d’un systeme de 
forces, la somme, relative au temps di, des travaux élémentaires des forces 
extérieures appliquées au corps invariable, est 


(EX! + 1 Y! + CZ! + pL! + gM! + rN’)dt. 


Remplagons X’, Y’, Z’, L’, M’, N’, par leurs valeurs définies au moyen des 
formules (22) et (23) ; il vient immédiatement 


(24) (EX’ + nY! + CZ! + pL’ + qM’ + rN’)dt = dE, 
en désignant par E Ja fonction de &, 4, ¢, p, q, r définie par la formule : 


Bo era. < poW ie aWe o -aWeog aW nay 
Gs) B=to + at : aes ee 


Si nous donnons a E le nom d’énergie cinétique du corps considéré, l’équation 
- (24) s’énonce ainsi : 

La variation infiniment petite de V'énergie cinétique est égale a la somme des 
travaux élémentaires des forces ealérieures. 

On en conclut que: 

La variation de V'énergie cinétique, dans un intervalle de temps fini, est égale a 
_ la somme des travaux des forces eaxtérieures, pendant cet inlervalle, 

En particulier, si le corps n'est sollicité par aucune force exlérieure, son 
énergie cinélique reste constanle. 

Examinons actuellement les propositions dans lesquelles peut intervenir le 
centre d’inertie maupertuisien, 

Observens d’abord que, si l’on introduit les coordonnées z,', y;’, 2/1, défi- 
nies par les formules (18) du centre d’inertie maupertuisien a l’instant ¢, la. 
masse maupertuisienne Jb définie par la formule (17), et les expressions 


de Mathématiques, 1"° Série T. XV, p. 63-76, 1856, du suivant; R. B. Haywanp, 
_ On a@ Direct Method of eslimating Velocities, Accelerations, and all similar Quantities with 
respect to Axes moveable in any manner in Space, with Applications (Trans, Camb. Soc., 
vol. X); Je travail de R. B. Haywanp sur lequel MM, Kew et Sommerretp insistent 
d’une facon toute particuliére aux pages 113 ct 115 de leur ouvrage : Ueber die 
’ Theorie des Kreisels, porte cette indication qu'il a été lu le 25 février 1856. 

Cuworson — Traité de Physique Jy. 23 
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A, B. ..., FJ, définies par les formules (1g) on peut donner aux relations (22) 
les formes suivantes : 


(26). FY = MW(E + qu '— rys'), G’= Wo(n + ra,' —pz';), H’— 


Mo(S+ py'— qa), 
\ Y= +" bop — $q — tr + Wb (qz,' — ty’) 
(27) ) i = — Gp + Bq — Or + Mote," — tz’) 
. Ki — Sp — Dg + Cr + Mo(Eys’ — ary). 


Les formules (26) s’énoncent sous la forme suivante : 

La résullante générale des quantilés de mouvement est un vecteur équipollent a 
la quantilé de mouvement d’un point materiel, qui serait placé au point du corps 
invariable avec lequel coincide le centre d’inertie a l'instant t, et qui aurail, a cel 
instant, une masse mauperluisienne égale a la valeur de Jb. 

Si l’on envisage maintenant, en dehors de Ja proposition qui vient d’étre 
énoncée, les propriétés par lesquelles s’introduit le centre d’inertie, dans la 
Dynamique classique, il est facile de reconnaitre qu’elles se ratlachent 4 deux 
ordzes d'idées distincts : 1° le centre d’inertie jouit de propriétés particulitres, 
dans le mouvement du corps invariable qui n'est soumis a aucune force extérieure ; 
2° il jouit de propriétés parliculiéres, dans l’étude du mouvement relatif. Nous 
nous placerons au premier point de vue. 


40. Quelquesmouvements particuliers. Mouvements hélicoidaux 
et de rotation spontanés, axes spontanés ; mouvements de rotation 
permanents, axes permanents. Les valeurs critiques de £, 4, ¢, p, 4,"- 
La Dynamique ordinaire considérée comme l'étude de l'état de 
- mouvement infiniment voisin de l'état de repos. — Les mouvements 
d'un corps invariable, pour lesquels les six expressions \’, Y’, Z', L’, M’, N’ 
sont identiquement nulles, peuvent étre considérés comme ceux que donne 
le systtme d’équations dilférentielles : 


pier «om 
8f awe a ap:, ow aW: aw : ow 
dt sp as ‘ on, meee yaa ey aq ge. ie oe ge 
oW d oW ; 
(28) a0 Ae Le ag: 2M. aWi, ,oWa eae 


dia op. PP or a —§ peor” 
Os j= ‘ 

NG ns oW owe ar oW oW oW ow 
dt feat ae ha ae ae ay 1p é rn 


0, 


définissant les six inconnues £, 4, ¢, p,q, 7, caractéristiques d'un mouve- 
ment, ; 
L’étude du cas, ot un corps invariable n’est. soumis a aucune force exté- 
rieure, se confond donc avec l'étude du systéme précédent. 
Si nous supposons que le hessiende la fonction W n'est ‘pas identiquement 
nul, le systeme (28) peut se mettre: immédiatement sous la forme normale, 
constituée ici par six équations donnant, pour les dérivées premibres:des in- 
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connues 2, 4, 6. Ps ql des fonctions déterminées /;, /2, .»+y fo de ces seules 
inconnues ; nous en concluons immeédiatement la proposition suivante : 

Si les fonctions fi, fo, ...» fs sont réguliéres, dans le voisinage de cerlaines va- 
deurs £9, qo, So» Pos Jo» To de leurs arguments, el s’annulent pour ces valeurs par- 
ticuliéres, les fonctions , 4, C, p, q. Tr qui vérifient le sysléme (28) et qui, a un 
certain instant, prennent les valeurs £, no, So, Por Gor To» sont constantes. 

Or ici se rencontre ce fait, digne de remarque, que le systéme des six équa- 
tions f, = 0,f2 = 0, ..., fs = 0, définissant les six inconnues §, 4, £, p,q. ry 
présente une indétermination relativement considérable ; nous allons préciser 
<ette indétermination et interpréter les solutions. 

Nous avons d’abord la solution particuliére (') définie en posant 
— = =p = =F o, cest-a-dire l’état de repos; dans ce cas. 
-d’apres les formules (26) et (27), les six expressions I’, G’, H’, I’, J’, K’ sont 
-mulles également (*). 

Kecartons encore le cas ou les fonctions p, q, r sont identiquement nulles et 
ou —, 4, ¢ sont des constantes non toutes nulles : les équations (28) sont véri- 
diées, d’aprés les formes (26) que l’on peut donner aux trois premicres des 
oW aW aw 

ton 
: 


formules (22), et en vertu desquelles les valeurs de ear sont actuel- 
E Ese 


dement proportionnelles a £, y, €; on a un mouvement de translation uniforme 
queleonque et la proposition particuli¢re suivante qui correspond a la premiére 
Joi du mouvement de la Mécanique de Newton : 

Si un corps uwartable, qui n'est sollicilé par aucune force exlérieure, commence 
a élre animé dun mouvement de translation uniforme, il continuera a étre animé 
ale ce mouvement de translation uniforme. 

Considérons enfin le cas ot les six fonctions §, 4, €, p, g, r étant des cons- 
dantes 5, 70, .--, To les valeurs py, qo, 1% de p, g, 7 ne sont pas toutes nulles ; 
Je mouvement du corps est alors un mouvement hélicoidal, ou, comme cas par- 
ticulier, un mouvement de rotation ; si mous exprimons que les équations (28) 


sont vérifiées, en posant § = &, 7 == 7, -.-, ==", il vient les six condi- 
‘tions : 
oW oye oner f : OW i wf aeNire ’ one ‘ 
Meese, 7, 2 ar og ert none: tal 
ow aWw aw oW aoW oW 
29) eg erage Os ip par gro has sear a 
al ow oW ; oW A Da ° ss a 
[cas oe? P aq 1 dp om ae mete 


qui doivent étre vérifiées par les valeurs initiales et qui peuvent remplacer 
Jes équations f, — 0, ..., f; = 0} or les six conditions (29) se réduisent évi- 


(4) Nous supposerons, dans tout ce qui va suivre, que les différentes fonctions de 
 $.9,Gp,q7, qui figurent dans les équations (26), (27), (28) sent, ainsi que fi, 0 fi» 
réguliéres pour les valeurs particuliéres que nous considérons, 

(2) On pourrait répéter a l’égard du systéme des quantités: de mouvement une dis 
cussion analogue a-celle que mous développons pour te systome des forces. 
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demment & quatre relations et déterminent ainsi une double infinité de mou- 
vements hélicoidaux, que nous appellerons mouvements hélicoidaux spontanés (') 
du corps considéré, et a l’égard desquels nous avons la proposition suivante : 

Si un corps invariable, qui n’est sollicité par aucune force extérieure, commence 
a& étre animé d’un des mouvement hélicotdaux sponlanés qui lui sont propres, il 
continuera a étre animé de ce mouvement hélicotdal. j 

Les mouvements hélicoidaux spontanés d’un corps invariable sont, par la 
nature méme de la question qui leur a donné naissance, indépendants du 
triédre O'x'y'z' choisi dans le corps ; nous donnerons aux droites du corps qut 
sont les axes de ces mouvements hélicoidaux le nom d’axes spontanés (de mou- 
vement hélicoidal ou en particulier de rotation) ; ces droites, lorsque la fonc- 
tion w est quelconque, forment dans le corps une congruence de droites, 
chaque droite étant associée 4 un mouvement hélicoidal déterminé. Lorsque 
la fonction w a Ja forme qui convient a la mécanique ordinaire, les axes spon- 
tanés ne dépendent plus, comme nous allons le voir, d’aucun paramétre et 
coincident avec les droites qui portent actuellement le nom d’axes spontanés 
de rotation ; chaque droite est alors associée 4 une double infinité de mouyve- 

-. ments hélicoidaux. 

Pour rattacher rapidement les mouvements hélicoidaux spontanés a la no- 
tion de centre d’inertie maupertuisien, remarquons qu’en choisissant conve- - 
nablement le tricdre O'x'y’z’ dans le corps (2), nous pouvons supposer : 


8) == ©, Ho O, Po = 9, qo = 9; 


il suffit, & cet effet, de prendre pour axe O’z' l’axe du mouvement hélicoidal ~ 
ou l’axe de rotation. Les conditions (29) se réduisent alors, puisque rg n'est 


pas nul, aux quatre suivantes : ‘ 
oW oW aw oW 
== == (OF, = = O, ——— == 0; =O; 
0g on op od 


qui doivent étre vérifiées par les valeurs :nitiales; or, d’apres les formes (26) 
et (27) des formules (22), ces derniéres conditions équivalent a : 


gel = Os a2)» i) ir OF 


d 


ces relations expriment cette propriété de tout mouvement hélicoidal spon- 
tané que son are est un des axes de lellipsoide central d’inertie qui lui gorres- 


pond (°). 


(') Parmi ces mouvements sont compris une simple infinité de mouvements de rotation 


spontanés, : 

(*) Nous avons déja fait remarquer, sous une autre forme, que, si l’on remplace le © 
triédre O'e'y'z’ par un autre (riddre trirectangle qui lui est invariablement lié, les fonc- 
etions £, 4, €. p, q, r relatives 4 ce nouveau triédre sont constantes, quand celles rela- 


tives au premier le sont, et inversement. 
(*) A chaque mouvement hcélicoidal correspondent, par la formule du m® g, un 
centre d’inertie déterminé, un ellipsoide central d’inertie déterminé, ete. 
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Considérons encore.le cas correspondant au probléme d’Evrmr de la Méca- 
nique classique relatif au corps invariable ayantun point fixe, c’est-a-dire le 
cas ou, supposant que le point O’ est fixe, le moment résultant relatif au 
point O’ est nul, en sorte que l’ona: 


eee wee. OO, Lee Of oe M’ = 0, N’ =o. 


Les trois premiéres équations (23) définissent X’, Y', Z’ ct les derniéres sont 
des équations différentielles définissant p, q, r, savoir: 


oW 

ap ow aw 
Pdiss ae | eae 

oW 

Og) me saw aw 

diieevap of har, SS 

oW 

or oW aWw 


Fidi uel Spe Lie op 


W désignant ici W (0, 0, 0, Bga ty. 

Nous pouvons répéter, sur ces équations, ce que nous avons dit sur le sys- 
téme (28). Supposons qu’on puisse les résoudre, par rapport aux dérivées de 
P, 4, , et envisageons les mouvements pour lesquels P, qr sont constants ; 
ce sont ceux pour lesquels les valeurs p, q, r, 4 un instant donné, vérifient les 
conditions : 


ow WwW ee ee Wn OW 


ae q ee, op Orcs I ol] 1 op 


Ces conditions, se réduisant évidemmenta deux relations, conduisent ainsi, 
en laissant le cas du repos, & associer au point O! du corps une infinilé de 
mouvements de rotation que nous appellerons mouvements permanents de rota- 
tion du corps considéré relatifs au point O' et a légard desquels nous avons 
Ja proposition suivante : 

Si un corps invariable est assujellt a Ja condition géométrique d’avoir un point 
fixe O' et se trouve soumis 4 une force extérienre passant par ce point, el st le 
corps commence a élre animé d’un des mouvements permanents de rotalion qut lui 
sont propres et qui sont relalifs au point O', tl conlinuera a élre animé de ce mou- 
vement de rolation. 

Les mouvements permanents de rotation nelanile au point O' sont, par la 
nature méme de la question qui leur a donné naissance, indépendants des 
directions des axes du triédre O’z'y’z’ choisi dans le corps; nous donnerons 
aux droiles du corps, issues de O’, qui sont les axes de ces mouvements de 
rotation, le nom d’axes permanents de rotation ; ces droites, lorsque la fonc- 
tion w est quelconque et que le point O' varie, dépendent de quatre para- 
métres, chaque droite élant associée 4 un mouvement de rotation déterminé. 

_Lorsque la fonction w a la forme qui convient 4 la Mécanique ordinaire, les 
axes permanents relatifs 4 un point déterminé O' ne dépendent plus, comme 
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nous allons le voir, d’aucun paramétre et coincident avec les droites qui por— 
tent actuellement le méme nom (!): chacune des droites est alors associée & 
une infinité de mouvements de rotation et lear ensemble forme un complexe 
de droites (*). 

Remarquons qu’en choisissant convenablement te triédre O'a'y'z' dans le 
corps, nous pouvons supposer que les valeurs constantes de p et q sont nulles ; 
il suffit, & cet effet, de prendre pour I’axe O'z' l’axe de rotation ; on doit alors 
avoir, pour les valeurs initiales, r n’étant pas nul, 


ow Wert 


op : o" 


, 


c’est-a-dire, en utilisant les formes (27) des trois derniéres formules (22) : 


Ces relations expriment cette propriété de tout mouvement permanent de 

rotation relatif au point O! que son aze est un des axes de Vellipsoide dinerlie 
qui lui correspond. 
_ Nous pouvons encore considérer le cas ou l’axe O'2' glisse sur Oz, et plus 
particulierement le cas ou O' est fixe et O'z’ dirigé suivant Oz ; dans ce der— 
nier cas, qui est l’analogue du mouvement autour d’un axe fixe Oz de la Mé- 
canique ordinaire (*), ona: 


E10, 71 =O, 6 =O. p=o0, q = 0. 


(1) La découverte des axes permanents de rotation est due, semble-t-il, 4 Srexen 
(Specimen theoriae turbinum, Halle, 1755); mais c’est surtout entre les mains d’?Kurer. 
qu ils ont acquis toute leur importance ; dans le tome I de la 2° Edition de sa Méca- 
nique analylique (2° Partie, Sect, IIL, art. 299), Lacrayer, aprés avoir défini les axes- 
principaux par la considération des produits d’inertie, fait remarquer que e’est en 
enyisageant les plus grands et les plus petits moments d’inertie qu’HKuer a trouyé 
les axes principaux. Ce n’est qu’en 1834 que lellipsoide d’inertie a été introduit par 
Potnsor dans sa Théorie nouvelle de la rotation des corps, qui ne parut qu’en 1851, 
dans le tome XVI du Journal de Liouville et dans la Connaissance des temps. 

(7) Ge complexe de droites a été d’abord considéré dans les mémoires suivants = 
J. Bryer, Mémoire sur la théorie des axes conjugués el des moments d’inertie (J. Ee. Polyt... 
16° Cahier, p, 41-67, {1811}, 1813); Ametne, Mémoire sur quelques nouvelles propriétés 
des axes permanents de rotation des corps et des plans directeurs de ces ares (Mém. de 
VAcad, Fr., T. V, p. 86-152, [1821], 1826) ; Guiperr, Note sur les ames principaux 
des corps (J. Ee. Polyt., 25° Cahier, p 118-122, 1837); G. Gascuzau, Remarques sur 
la théorie géomélrique des axes permanents. de rotation (Journal de Liouville, 1°° Série, 
T. VI, p. 241-266, 1841). Certains résultats des. travaux précédents ont donné lieu aux 
expositions bien connues suivantes: Moreno, Legons de Mécanique analytique, 16° Lecon, 
Paris, 1868; Orro Hessz, Vorlesungen iiber analytische Geometrie des Raumes, etc. , 
2° Edition, 25¢ Lecon, Leipzig, 1869. ) n= 

(8) Appett, — Traité de mécanique rationnelle, T, II, 1° Ed., p. r27 et suiv. 72° Ed., 
p. 76 et suiv. ; 
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Les fonctions F’, G’, H’, I’, J’, K’ se réduisent a des fonctions de r: en par- 
ticulier, K’ est égal a &e , en continuant de désigner par W la fonction 
W (0, 0, 0, 0, 0, r); les formules (26) et (27) donnent : 

= — Mery,’, G' = vbre,’,. HW’ =o, 

|’ — — &,, [ee or, KE =r; 


et les équations définissant X’, Y’, Z’, L’, M’, N’ sont: 


‘ di’ __ dG! 

ae ! TI San ! 

ies art, Y aur ee ae Le =O; 
; dl’ be ren ald’ , ; dK’ 

L — “ai = rJ ’ M —= aL. Tr rl ; N Ss An : 


analogue de la formule bien connue de la Mécanique 
eae. . Jp are ae 
classique ('), et l’équation N’ — al i équivaut aussi au théoréme qui remplace 


le théoreme des forces vives (?), car elle s’écrit, en multipliant par rd, 


dW 
rNidt = d (r 7 Ww 
dr 
Ajoutons, en terminant, que l’on peut faire des remarques analogues a 
celles du § 7, soit en envisageant les systémes de valeurs critiques de =, %,¢, p, 
q,1, soit en considérant la notion d’élat naturel. 


En supposant, dans Jes formules du § 9, que la fonction w est de la 
2 


forme o ~, ow p est une fonction des seules variables x’, y’, 2’, om retrouve 
les propositions de la Dynamique classique ; mais, comme au § 8, il convient 
de se placer & un autre point de vue, et de considérer la Dynamique ordi- 
naire, comme l'étude de I’élal infiniment voisin de (élatde repos ; nous ne nous 
arréterons pas sur le développement de cette indication, analogue & celui du 
§8, qui est relatif au cas actuel. 


44. Le triédre matériel ; le triédre caché. — En vue de constituer 
Te triédre matériel dont il a été question dans I'Introduction, considérons un 
point O’, auquel nons adjoignons un tritde trirectangle O'x'y'z’ ; suppo- 
sons ce triédre rapporté a un triédre fixe Oxyz, et conservons les notations 
du §2. 

Nous pourrons établir d’abord la notion d'action euclidienne, en envisa— 
geant une fonction de deux positions infiniment voisines du triédre 
O'x"y'z', c’est-a-dire une fonction de a, b, c, 4, 8, ..., 7” et de leurs dérivées 


W 
premicres Ee at am nous déterminerons cette fonction de telle sorte qu elle 


(') Aprett. — T. IL, 17° Ed., p. 79-80; 2° eo Perce 
(?) Aprett. — T. II, 17° Ed ,-p. 128 ; 2° Ed., p. 77. 
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reste invariante dans le groupe des déplacements euclidiens, c’est-A-dire de facon 
que sa variation soit nulle lorsque, d'une part les coordonnées a, b, c, de 
Porigine O! du tritdre O'z'y'z' subissent des variations infiniment pelites défi- 
nies par les formules 


da = (1+ wye—w,b)df, 6b—=(m+wz,a—w,c)3t, b¢—(n+- w,b—w, alee, 


oul, m, n, ,, @,, ; sont six constantes arbitraires et 6f une quantité infini- 
ment petite, et que d’autre part le tri¢dre O'z'y’z’ subit une rotation infini- 
meat petite, dont les composantes suivantles axesOx, Oy, Oz ont pour parties 
principales : ; 


nx » a 
w, Ol, w,0t, W30l. 


Observons que, dans le cas présent, les variations 6£, 64, 6%, ep, oq, ér des 
six expressions £, %, ¢, p, g, r sont nulles, comme cela résulte de la théorie 
du tri¢dre mobile, et comme nous pouvons d’ailleurs le vérifier immédiate- 
ment, au moyen des formules (20) et (21), en remplacant 6,a’, 6,b’, 8\c', 
ci’, ey’, ox’ par leurs valeurs actuelles. Il en résulte que nous oblenons une 
solution de la question, en prenant pour W une fonction des six expressions 
24,0, p,q, r3 un calcul facile, qui, a quelques détails prés, cst tout sem- 

blable a celui du § 4, conduit a ce résultat final remarquable que lon oblient 
ainsi la solution générale de la question, st l'on admel que le triédre mobile peul 
prendre tous les mouvements possibles. 

Ceci posé, nous pouvons concevoir, sous le nom de triédre malériel, un 
tri¢dre O'x'y'z', auquel nous associons une fonction W des six arguments 
£,4, 6, p, q, r qui sont déterminés par le mouvement du triédre O'z'y'z! 
qui permettent, inversement, de le déterminer de la maniére connue. _ 

La fonction W sera ce que nous appellerons l’aclion euclidienne sur le triédre 
alinstant ¢, et le produit W dtde W par dt, l’aclion euclidienne relative a Vinter- 
valle de temps dt. 

Avant de poursuivre, remarquons immédiatement que si, d’une fagon ana- 
loguea ce qui a été faitau § 9 au moyen du point matéricl, nous voulons cons- 
tituer un corps continu invariable, en partant du tri¢dre matériel, nous asso- 

-cierons @ chaque point du corps invariable, dont les coordonnées sont 2’, y’, z' 
par rapport au triédre O'z'y'z', une fonction w de la position de ce point dans 
le corps et des six quantités £, 4, £, p, g, r; et nous donnerons le nom d’aelion 
euclidienne sur le corps a l'instant t a Vintégrale Swdw étendue au *vo- 
lume du corps. Or, ‘tous calculs faits, nous trouvons ainsi une fonction W 
ae Be 6 Py Gals 

Nous n’augmenterons donc pas ici la généralité, en passant du tri¢dre ma- 
tériel au corps invariable, et tout ce que nous allons dire sur le premier 
s'appliquera, par conséquent, au second. 

Partant de la fonction W, nous appellerons actionsur le corps invariable 
considéré, de instant ¢) & l’instant ¢,, Vintégrale 


4 
A= [ Wadi. 
Jt 


0 
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Appliquons la méthode de l’action variable ; nous retrouvons, par le calcul 
du § 9, la formule : 


8A = [F',a' + G’8,6 + H8,c' + Woy + J'ay' + Ken’ |! 
0 


ty 
-/ (X/0,a' + Y'8,6' + Z'6,c' + L’dy’ + M’6s' + N’ex'dé 
fo 


avec les formules (22) et (23). On vérifie aisément que les systtmes de quan- 
titésde mouvement ct de forces extérieures, définis comme au § 9, sont encore 
ici indépendants du triédre O'z'y'z' choisi. 

Nous avons encore les formules (24) et (25), qui introduisent l’énergie ciné 
tique E du tritdre matériel ou du corps invariable. 

Les formules (17), (18), (19), (26) et (27), basées sur la forme particuliére 
de la fonction W du § 9, disparaissent ; nous avons ainsi des formules d’une 
plus grande généralité que celles du § 9. 

Remarquons également que si nous supposons que W ne dépend de 
e, 1, ¢, p, q. r que par l’intermédiaire de la seule quantité & + 7° + @, qui 
représente, d’aprés le § 2, le carré v° de Ja vitesse du point O', par rapport au 
triédre Oxyz, nous pouvons alors, apres avoir associé au mouvement du 
point O! la fonction v du § 4, prendre W sous la forme W (v). 

En tenant compte de la relation v? = ~? + 7? + %3, les formules (22) et 
(23) nous donnent : 


; ; 1 dW ; dW, . F 1 dW ; ' a 
De oe gc ic? | =O J = 0; Ko, 
a di’ / ' yee 
X=, + oH 2 RG? p di == (0) 

dG’ 
ee Sitiem vs ! ' 
=F wile galt pu’, MeO 
dH’ 


Zi =F -+ pG'— qk’, N=. 


Si nous définissons la quantilé de mouvement (I’, G', H’), et la force exle- 
rieure (X', Y’, Z’) issues du point O’, par leurs projections (I", G, H) et (X, Y, Z) 
sur les axes Ox, Oy, Oz, on tombe sur les équations (11) et (12) du § 5. 

Ceci nous améne, en considérant le cas général d’un triédre matériel, soit 
directement, soit comme remplacant un corps invariable de dimensions assez 
petites, 4 la notion du triédre caché. Il suffit, a cet effet, d’admettre que nous 
portons notre attention seulement sur le mouvement du point O' du corps 
solide ou que nous ignorons l’existence du triédre adjoint au point O’ du triedre 
matériel. Or, en supposant déterminées en fonction du temps, pour fixer les 
idées, les composantes des vecteurs (X’, Y’, Z'), (L’, M’, N’) issus de O’, par 
rapport au triédre fixe Oxyz, el en introduisant les coordonnées a, b, ¢ du 
point O’ et trois paramétres A, », v, au moyen desquels on exprime les cosi- 
nus a, 8, ..., 7’, les équations (22) et (23) conduisent aun systeme d’équa- 
tions différentielles renfermant les six expressions a, b, c, A, p, v et leurs 
dérivées premiéres. Sinous n’enyisageons que a, b, c, on pourra concevoir que 
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Von élimine i, p, v; et on est conduit a des questions du genre de celles trat- 
tées par M. Koeniaspercer ('), ala suite des remarques faites par Hetmuonzz (*) 
et Hentz (*). 


42. Mouvement relatif du corps invariable. — En outre du tritdre 
mobile O'z'y’z' inva. iablement lié 4 un corps invariable, considérons un triédre 
auxiliaire O,x,y,z,, ayant comme O'z'y’z’ la méme disposition que Oxyz, et 
dont nous définirons la position 4 V'instant 4, en nous donnant, par rapport 
aux axes Ow, Oy, Oz, les coordonnées 1, m, n a cet instant du point O, et les 
v's vacw sv" des.axes Oar. OQ) gees 

Au lieu de rapporter a chaque instant le tri¢dre O'a'y'z’ au triedre Oxyz, 
nous pouvons le rapporter a la position correspondante du triedre O,2,y,2, ; 


cosinus directeurs respectils A, \’, 2"; a, yw’, 


nous appellerons, par rapport a ce dernier triédre, a,, b,, c, les coordonnées 
du point O’ et «,, ,’ 
pectifs de O'x’, O'y', O'z’. 

Suivant la terminologie habituelle, nous donnerons les noms de mouvement 
absolu et de mouvement relatif aux mouvements respectifs du corps invariable, 
par rapport au triedre Oxyz et par rapport au tri¢dre O,2,y,z,; ces mouve- 
ments seront définis au moyen du tri¢dre O'z'y'z’. Nous donnerons le nom 
de mouvement d’entrainement au mouvement du triédre O,2,7,2, par rapport 
au triedre Oxyz. : 

Nous conserverons, pour le mouvement absolu, les notations des. § 2 et 9, 
et nous introduirons encore les six expressions £, 9, ¢, p, q, r définies par les 
formules (5) et (6) du § 2, et que nous désignerons actuellement par &,, tas Sas 
Pa: Fa» Ta; nous désignerons par &,, %,, ..., Ty el par &, Ne, -.-, Te Pespective- 
ment les quantités analogues relatives aux tri¢dres O’z'y'z’ et O,a,y,z, dans le 
mouyement relatif et dans le mouvement d’entrainement. > 

Il est aisé de déterminer &, 4, --., "a, au moyen des quanlités analogues 


Eos Nes o-os Fe 3 Ges Tips «+-) Tp et au moyen des quamtités a,, bj, c,, @) aun 


(1) Leo Korytcspencer, — Ueber die Principien der Mechanik (Berl. Ber., 1896, 
p. 899-944, 1173-1182, Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, T, CXVIIT, 
p. 275-800, 1897; T. GXIX, p. 25-49; 1898); Ueber verborgene Bewegung und 
unvollstdndige Probleme (Ber). Ber., 1897, p- 158-178); Ueber die Darstellung der Kraft 
in der analytischen Mechanik (Berl, Ber., 1897, p. 885-goo0) ; Ueber die erweiterte Laplace’- 
sche Differentialgleichung fiir die allgemeine Potentialfunction (Berl. Ber., 1898, p.®- 
18) ; Ueber die erweiterte Laplace-Poisson’sche Potentialgleichung (Berl. Ber., 1898, 
p. 93-101) 3 Ueber das erweiterte Princip der Erhaltung der Flichen, etc, (Berl. Ber., 1898, 
p. 148-158) ; Ueber die Erniedrigung der Anzahl der unabhdngigen Parameter, etc. (Ma- 
thematische Annalen, T. LI, p. 584-607, 1898; Berl. Ber., 1898, p. 491-496) ; Ueber 
die allgemeinen kinetischen Potentiale (Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, 
T. CXXI, p. 141-167, 1899); Sur les principes de la Mécanique (Acta Mathematica, 
T. XXIHL, p. 63-83, 1899) ; Die Principien der Mechanik, Mathematische Untersuchangen, 
Leipzig, 1901. 

(2) Mémoires cités ; consulter également: Lro Kornicspercer, Hermann von Henm- 
sorrz’s Unlersuchungen iiber die Grandlagen der Mathematik und Mechanik, Leipzig 1896. 

(°) H. Hentz, — Die Prinzipien der Mechanik, Leipzig, 1894. 


504" 5 By, By. By" 3 vy Vy, %” les cosinus directeurs. res— 


& 
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qui définissent le mouvement du triédre O/z'y’z’ par rapport au tritdre 
0424712. 

ga Na» &q sont les projections sur O’x’, O'y’, O'z' de la vitesse absolue du 
point O'; or, les projections de cette derniére sur O,7,, Oy, Oiz, sont d’aprés 
les formules (7) du § 2: 


ay db ic 
an -- t, + Ge —Fby, oi + Fert Pelis =o > ih ie per a ema 


Projetant sur O’x'y'z' et utilisant les formules analogues aux formules (5) 
qui donnent &,, 7,, f,, ona: 


cs = Ep (Ee + eli ao robs) == a, (Ne a= ray Pes) = a,” (S = Pedr a as Jolts )» 
Le Ope B, (é. Sat ae Yel ae rby) + B, (4, = Pedy — Pets) oe By” (Se + pyrby — (Joly 
c, =O +i (be Gels r,b,) t ta’ (Ne ry Me, — Pols) yy" (e+ Peds — folly) - 


Pour obtenir p,, qa. 1a, i suffit de remplacer, dans les formules (6) du § 2, 
¢, B, ..., y” par leurs valeurs en fonction de i, i’, ...,v" et de %, By, ..., Y1", et 
il vient immédiatement, en vertu de l’hypothése que les tritdres O'z'y'z’ et 
O.2,y,z, ont méme disposition, les formules suivantes, dont l’interprétation 
est bien connue, F 


Pa = Pr + %Pe + ay’ Fo te ty Tes 
Ga = Gr By pe oh Bide a Bi"Tes 
Pq Py & YiPe + Y1'e + t1'Te- 


Ceci posé, supposons que dans la fonction W (fa, tar Say Par Yar Ma) définie 
soit au § 9, soit d’une facon plus générale au § 44, nous remplacions 
bux Tax +++, Tq pat leurs valeurs données par Jes formules précédentes ; nous 
obtiendrons une fonction de &,, te. Ce, Per Jer Me et de ay, by, Cy, 21, Ba, ees ya's 
Ree Ge? Drs Fre Mee pour laquelle nous emploierons, en vue d’éviter toute 
confusion, la lettre W,.; les formules (22) deviennent 


av, aw... We aw, OW es Or gre 
oP» or or, 


Gi 
$3 —— ’ 
Be or at, 


wv 


Go) F'= pew, p_eW, -¢,__2W, 


g ra) 


Les formules (23) déterminent ensuite X’, Y’, Z’, L’, M’, N’. 

Si nous supposons que, dans la fonction W,, on remplace Gus thas Caxrennel’s 
par leurs valeurs en fonction du temps, nous obliendrons finalement une 
fonction (‘) de t, ay, 01, Ci, <1, Ba, woe Y1"s Ses Ny Sey Pry Grr Try Que NOUS Con— 
tinuerons de désigner par W, et les équations (30) et (23) détermineront 
Memiaeelt, .<;, &’, Y',..3, N’. 

Les formules obtenues, qui peuvent étre utilisées pour Ja question inverse 
de Ja détermination du mouvement, donnent lieu & Ja remarque suivante. 

Supposons que dans le calcul de l’action de Vinstant {a Vinstant f,, nous 
remplacions W par sa valeur W, en fonction de t, a;, bi, 1, %, Acne ec ee 


(!) On remarquera que toute fonction de t, de a, ..., %,, +» 74" et de leurs dérivées 
premiéres est une fonction de t, a, bi, C1, &1, «0+» Yu's Eny woes Pry EL inversement 
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g , . 


Sr 


.., 1, puis que nous cherchions a appliquer la méthode de I'action variable 


ty 
A =| Wat, 
to 


en supposant que a;, by, c;, %,..-, :" subissent des variations a,, ..., O71". 

En introduisant les auxiliaires ¢1,/, 2y,/, &K,’, 9,a,', 6,b,', 6,c,' analogues & celles 

du § 9, on obtient, ainsi que cela résulte a priori du calcul du § 9, et ainsi 
3 { 


? 
a expression obtenue : 


qu’on peut d’ailleurs le vérifier directement, la formule : 
t i 
3A = [Fa.a! +... + K’x,'])! = a (X'S,a,' 4-.... + NOxar 
lo 


analogue A celle du § 9, et ot F’, ..., N’ sont les expressions définies par les 
formules (30) et (23). 

De cette formule, nous tirons cette conclusion qu’il revient au méme, soit 
de rapporter le mouvement au triédre Owyz et d’adjoindre au corps la fonction 
W de &, 4, £, p, q, r, soit de rapporter le mouvement au triédre Oyx,y,2, et 
d’adjoindre au corps la fonction W, de t, ay, by, Cy, %1, Bis oes 1's Ce 
dans les deux cas, la méthode de I’action variable conduit au méme systeme 
de quantités de mouvement et au méme systéme de forces extérieures. 

La fonction W,. que nous venons d’envisager a une forme particuliére, par 
rapport a ses arguments. Ceci nous conduira plus tard a envisager le cas ou 
Von applique la méthode de V’action variable a l’intégrale 


a 
A =| Wad, 
to 


ou. W dépend de #, a, b, c, x, B. .... 7", & n,  p, g, 1, le corps entrainé par 
le triedre O'a'y'z' étant rapporté au tritdre Oxyz, 


413. Quelques renseignements bibliographiques. — Larticle écrit 
par M. Voss, sur les principes de la Mécanique, dans i’Encyclopédie des 
Sciences Mathématiques qui est actuellement en cours de publication en Alle- 
magne (‘), renferme des renseignements bibliographiques trés complets, 
s’étendant jusqu’en 1901 : nous ne pouvons mieux faire que d’y renvoyer le 
lecteur ; nous nous contenterons simplement d’adjoindre, aux indications 
données par M. Voss, les suivantes, qui se rapportent particuli¢rement a la 
présente Note. 


R. Bronptor, — Exposé des principes de la Mécanique (Bibliotheque du Congres interna- 
tional de Philosophie, T. III, p. 445-455 [1900], 1901). 
De Sainr-Venanr. — iMémoire sur les sommes et les difjérences géoméltriques, et sur 


leur usage pour simplifier la Mécanique (C. R., T. XXI, p. 620-625, 1845) ; Prin- 


cipes de Mécanique fondés sur la Cinématique, Paris, 1851 ; Notice sur Lours-Josren 


(*) A. Voss, — Die Prinzipien der rationellen Mechanik (Encyklopédie der mathematis- 
chen Wissenschaflen mit Einschlass ihrer Anwendungen, Band IV1, p. 3-121, Leipzig, 


1gOr). 


a 
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comte Du Buar (Mémoires de la Société des Sciences de Lille, 3° Série, T. IL, p. 66g- 
679 [1865] 1866) ; De la constitution des atomes (Annales de la Société scientifique de 
Bruzelles, T. I], 2° Partie, p. 417-456, £878). 

Eurer. — Leltres a une princesse d’Allemagne sur divers sujets de physique et de philo- 
sophie, Saint-Pétersbourg, 1768-1772. 

Harrmann.— Définition physique de la force (L’ Enseignement mathématique, T.VI, p. 425- 
439, 1904 ; Revue de Métaphysique et de Morale, 'T. X11, p. 935-948, 1904). 

T. Konner. — Der Begriff des materiellen Punktes in der Mechanik des achtzehnten 
Jahrhunderts (Bibliotheca Mathematica, 3° Série, T. V, p. 15-62, 1904). 

E. Pasquier. — Cours de Mécanique analytique, T. 1, Louvain, Paris, rgo1 ; a la page 
183 de cet ouvrage se trouve une liste de travaux dans Jesquels la masse est consi- 
dérée comme fonction du temps et que l’on peut rapprocher du renvoi 136, p. 52, 
de l'article de M. Voss. 

H. Poincaré, — Les idées de Herrz sur la Mécanique (Revue générale des Sciences, 
T. VUI, p. 734-743, 1897) ; Les rapports de Vanalyse pure et de la physique mathé- 
matique (Revue générale des Sciences, T, VII, p. 857-861, 1897; Verhandlungen des 
ersten internationalen Mathematiker-Kongresses, etc., p. 81-g0, 1898) ; La mesure du 
temps (Revue de Métaphysique et de Morale, T, VI, p. 1-13, 1898) ; Sur les principes 
de la Mécanique (Bibliotheque du Congres international de Philosophie, T. MI, p. 457- 
499 [1900], 1901) ; Relations entre la physique expérimentale et la physique mathé- 
matique (Rapports présentés au Congres international de Physique de 1900, T. I, p. 1- 
29); une traduction en anglais de ce dernier travail a parudans The Monist, T. XII, 
p- 516-443. Ces différents articles sont presque en totalité reproduits dans les deux 
Ouvrages cités au § 4, 
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4. Mesures absolues et mesures relatives. — Nous avons wu, 
page 3, que l’observation et l’expérience nous permettent d’augmenter nos 
connaissances sur les phénoménes naturels ; elles conduisent & découvrir de 
nouveaux phénomenes, a en faire une étude plus compléte et a établir les 
tors de dépendance qui les régissent. Le probléme que nous voulons résoudre, 
en recourant & Pobservation ou a l’expérience, est donc double : il peut tou- 
cher le coté qualitalif des phénoménes, ou leur coté quantitalif. Toutefois les 
observations et les expériences purement qualrtatives sont relativement rares. 
Presque toujours des recherches quantitatives s’y rattachent plus ou moins 
étroitement, en vue de délerminer, par exemple, d’une mantére ples préeise, 
les conditions sous lesquelles se présente le cété qualitatif du phénoméne 
observé, ou les données qui définissent plus exactement ce coté qualitalif. On 
découvre les lois, ou rapports constants et généraux des phénoménes, comme 
on I’a expliqué au § 7 de I'Introduction générale, page 20, par Pétude du 
colé quantitatif des phénoménes, en procédant a la mesure des différentes 
gtandeurs qui jouent un réle dans les conditions de production de ces phéno- 
ménes ou qui les caractérisent a certains points de vue. b 

La mesure des différentes grandeurs a donc une importance prédominante 
dans les recherches physiques. Les méthodes de mesure sont exposées dans un 
grand nombre d’ouvrages spéciaux, auxquels on devra s’adresser si l’on veut 
se livrer 4 des mesures physiques précises, exigeant non seulement des connais- 
sances étendues, mais encore une certaine habileté. Cette dernitre ne s’acquiert 
évidemment qu’a force de pratique, et aucun livre ne peut contenir d’indica- 
tions sur toutes les circonstances dont on doit tenir compte, quand on effectue 
une mesure. 

Scrupuleux, patient et laborieux, tel on doit étre pour entreprendre des me- 
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sures physiques ; ces mesures doivent étre failes avec une prudence, ou plulot 
une circonspection extréme. Non seulement la prudence ordinaire, sans laquelle 
on peut endommager un appareil ou, dans certains cas, provoquer des acci- 
dents, est nécessaire ; mais il faut encore procéder avec une grande circons- 
pection dans le choix de la méthode de mesure, dans Vinstallation des appa- 
reils, et en particulier dans les essais pour déduire des conclusions, des 
résultats obtenus par les mesures. 

Nous ne pouvons entrer, dans ce livre, dans tous les détails que l’on trouve 
dans les ouvrages spéciaux consacrés aux mesures physiques ; nous nous bor- 
neronsa présenter quelques recommandations générales d'une trés grande im- 
portance, que l’on doit toujours suivre quand on effectue des mesures ; puis, 
“nous nous occuperons de la question de savoir comment on doit trailer par 
$e calcul les résultats des observations ; nous examinerons quelques appareils 
de mesure et quelques-unes des plus importantes méthodes de mesure des 
‘Yongucurs, des angles, des volumes, des masses, des forces et du temps ; enfin 
nous considérerons d’une manieére particuli¢re les méthodes de détermination 
de Vaccélération g due a la pesanteur, et de la densité moyenne de la 
Terre. 

Mesurer une grandeur pliysique, c’est, comme nous I’avons dit a fa 
page 17, déterminer combien de fois elle conticnt une grandeur de méme 
nature, prise pour unité. 

On distingue habituellement les mesures absolues et les mesures relatives. 
Les mesures absolues donnent la valeur numérique de la grandeur a mesurer 
en unités bien déterminées ct parfailement connues, par exemple, une lon— 
gueur en metres, une force en dynes ou en grammes, une quartrté de chaleur 
en calories, elc. Les mesures relatives perrent ¢tre de trois sortes : 

1. On obtient la valeur mramérique de la grandeur a mesurer en unilés arbi- 
iraires, comme on dit habituellement, c’est a-dire en unilés dont la grandeur 
‘dépend des qualités accidentelles de l’apparcil de mesure, de son installa- 
‘tion, etc., et dont le rapport a lumité généralement employce peut étre 
“inconnu. Les mesures de ce genre peuvent donner trés exactement le rapport 
de deux grandeurs 4 mesurer simullanément, la variation relative de l'une 
d'elles, elc. La valeur numérique a d’une grandeur, oblenue dans une telle 
mesure, est proportionnelle a la valeur numérique b que donnerait une mesure 
absolue. Le coefficient de proportionnalité C, dans la formule 


(1) b = Ga, 


-s’appelle coefficient de réduction. Il est en général différent pour des appareils 
du méme genre, car ces derniers ne sont jamais tout 4 fait identiques. Le 
coefficient C peut, dans certains cas, étre déterminé. par des mesures simul- 
‘tances d’une méme.grandeur quélconque au moyen de deux méthodes, dont 
Yune donne Ja valeur numérique 6 de Ja grandeur en unités délermin¢ées ¢t 
connues, et Yautre sa valeur numérique a en unités arbilraires. Une fois le 
coefficient de réduction C déterminé a Vaide de ta formule (1), on peut ensuite 
-réduire chaque fois, avec cette méme formule, les résultats. des mesures, qui 
donnent les nombres a, ala mesure absolae b. La détermination du coefficient C 
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doit étre répétée de temps en temps, car des modifications imperceptibles 
dans l'appareil lui-méme, dans son installation ou dans les influences exté- 
rieures, peuvent avoir pour conséquence une variation de l’unilé arbitraire, 
pour laquelle V’appareil donne la valeur numérique a. Quand cette unité 
dépend de causes extérieures, par exemple de la température, il en résulte 
une complication particuliére. 

2. La mesure relative se réduit a la simple détermination du rapport de 
deux grandeurs x et y, dont on peut considérer l’une, par exemple x, comme 
jouant fe rdle d’unité arbitraire. S‘il est possible d’effectuer une mesure absolue 
de la grandeur z, et si l’on est certain que cette grandeur n’a pas varié dans 
Vintervalle de temps qui s’est écoulé entre la mesure absolue et la comparai- 
son avec la grandeur y, on obtient, pour cette derniére, une mesure absolue, 

3. On peut ranger au nombre des mesures relatives, les mesures de varia- 
tions, dans lesquelles on ne mesure pas Ja grandeur elle-méme, mais seule- 
ment ses variations en fonction du temps, de la température, ou des autres 
paramétres dont elle dépend. Si les mesures des variations d’une grandeur 
sont accompagnées de temps en temps de mesures absolues, on obtient alors 
la mesure absolue de cette grandeur, pour tous les intervalles ou l’on a déter- 
miné ses variations. 


2. Etalons et instruments de mesure. — Quand l'une des grandeurs 
physiques qui caractérisent un corps est connue avec toute [exactitude possible, et 
quand ce corps peut servir & la comparaison de cette grandeur avec d’aulres gran- 
deurs de méme nature, on l’appelle étalon de la grandeur considérée. Ainsi, par 
exemple, une tige dont la longueur est exactement connue en metres, ou un 
fil dont la résistance électrique a été déterminée, avec tout le soin possible, 
en unilés de résistance (ohms), peuvent servir respectivement d’étalons pour 
Ja mesure de la longueur ou de la résistance d’un autre corps quelconque. On 
s’efforce Ree arena d’arriver a ce que la grandeur de l'élalon s’approche le 
plus possible ou de l’unité elle-méme, ou d'un de ses multiples simples, ou 
d’un de ses sous-multiples. Ainsi, l’étalon de longueur a ordinairement une 
longueur égale a l’unité de longueur elle-méme, ou & un de ses multiples, 
ne hE 1 


4’ -5’ 10° 100 


5 “th is I : ; 
ou a une fraction simple (par exemple, - ) ; il en est de méme 


pour l’étalon de résistance. 

On se sert, pour effectuer les mesures, d’instruments particuliers trés diffé- 
rents suivant la nature de la grandeur A mesurer, suivant la méthode spé- 
ciale de mesure employée, et enfin suivant les ateliers qui les construisent et 
qui introduisent des particularités diverses dans les détails de construction, 
l’agencement des parties, etc. Différentes modifications ont été apportées | 
ree le cours du temps & ces instruments de mesure, mais elles ne consti- 
tuent pas toujours des perfectionnements. 

Les appareils de mesure se divisent d’une maniére naturelle en groupes 
correspondant aux différentes grandeurs & mesurer. Suivant le genre de me- 
sure auquel ils sont destinés, on les distingue en appareils de mesure absolue, 
‘de mesure relalive et de mesure de variation. Au point de vue de leurs déno- 
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minations, nous pouvons remarquer que beaucoup d’entre elles se termi- 
nent par l'un des suffixes scope, métre et graphe. 

Les instruments dont les noms se terminent par le suffixe scope ne doivent 
pas a vrai dire étre rangés parmi les instruments de mesure, bien qu’ils jouent 
parfois un réle important dans les mesures, notamment dans la méthode da 
zéro dont nous parlerons plus tard, Ils ne permettent pas de mesurer immé- 
diatement une grandeur, mais ils indiquent quel est son signe, si elle est égale 
ou non a zéro, plus exactement si elle dépasse une certaine valeur minima 
(par exemple, l’électroscope, le galvanoscope), A cette méme catégorie appar- 
tiennent les appareils qui servent seulement & examiner des objets quelconques 
(le microscope, le télescope); ces instruments n’ont rien A voir avec les 
mesures ou forment seulement certaines parties de véritables appareils de 
mesure. 

Les appareils dont le nom se termine en mélre sont de véritables instru- 
ments de mesure, qui servent 4 déterminer plus ou moins directement la 
valeur numérique d’une grandeur 4 mesurer (électrométre, galvanometre, 
barométre, spectrométre, hygrométre, calorimétre, etc). 

Les instruments dont le nom se termine par graphe forment le groupe par- 
ticulier des appareils enregistreurs, qui inscrivent d’une maniére continue ou 
4 intervalles de temps déterminés, le plus souvent égaux, la mesure de cer- 
taines grandeurs. La plupart de ces appareils (pas tous cependant) sont des 
appareils de mesure de varialions : ils indiquent de combien une grandeur 
donnée a varié pendant un intervalle de temps déterminé, par rapport a sa 
valeur a un instant initial donné (barographe, magnétographe, thermo— 
graphe, elc.). Mais l’anémographe, par exemple, qui indique immédiatement 
l’azimut de la direction du vent et sa force (vitesse du vent), n’appartient 
plus aux appareils de mesure de variations. 


3. Les manipulations dans les mesures. — Toute mesure d’une gran- 
deur physique comporte une série de manipulations, dont l’cnsemble conduit 
aux données d’ou l’on déduit immédiatement, ou par des combinaisons ct 
des calculs divers, la valeur numérique cherchée de la grandcur & mesurer 

Il est impossible de donner un apercu de toutes les manipulations que lon 
a & effectuer dans l’exécution des mesures physiques. Le lecteur devra con— 


‘sulter 4 ce sujet les ouvrages spéciaux ; mais ils ne peuvent remplacer l’expé- 


rience personnelle que l’on acquiert en effectuant soi-méme les mesures, et 
qui seule permet réellement de surmonter les difficultés. 

Nous nous bornerons & quelques indications essentielles, 

Dans l’immense majorité des cas, on doit effectuer, dans les mesures phy- 
siques, trois manipulations successives : |’installation, l’observation et la lecture. 

I. L’Iysrattation consiste dans la mise en place des appareils, en un lieu 
conyenable et dans une disposition appropriée, en tenant compte des circons- 
tances extéricures et intérieures, qui dépendent aussi bien des qualités des appa- 
reilseux-mémes que des particularités des phénoménes & observer. Trés souvent, 
un appareil doit étre installé de maniére qu’un certain plan de cel apparel soit 
horizontal. On réalise en général cette condition a l’aide de niveaux a bulle 

Cuwotson, — Traité de Physique Ij. ah 
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d’air (voir ci-dessous) et par la rotation des vis calantes de l’appereil. En outre, 
_les appareils doivent toujours étre installés de fagon qu’il soit possible et com— 
mode d’effectuer les mesures, et souvent a cet effet des parties déterminées de 
ces appareils doivent étre orientées dans une direclion convenable. Parmi les. 
conditions extérieures que l’on doit réaliser avec le plus grand soin, dans. 
Vinstallation d’un appareil, figure la fixité de cet appareil, qui ne doit étre 
soumis & aucune vibration ou sécousse accidentelle, capable de modifier, par 
exemple, peu a peu la position horizontale du plan dont nous avons parlé 
plus haut. On y arrive, en installant l’appareil sur des consoles scellées dans 
un mur, sur des piliers en pierre établis sur une base solide, ou méme sur 
des massifs de magonnerie. Dans certains cas, le sol lui-méme peut étre suffi- 
samment solide, par exemple quand il est formé d’un parquet sur asphalte 
reposant sur des votites en maconnerie. I] faut encore tenir compte de 
Vinfluence du milieu : courants d’air, variations de température (voisinage d'un 
potle, d’une fenétre, de l’observateur), humidité (qui influe par exemple sur 
la longueur des fils de cocon), etc. ; il ne faut pas négliger non plus l’action 
des appareils les uns sur les autres, l’influence du voisinage de masses de fer 
ou de conducteurs dans lesquels passent des courants électriques (dans le cas 
«les appareils magnétiques), etc. L’installation doit se faire en recherchant le 
plus minutieusement possible toutes les circonstances extérieures qui peuvent 
influer sur les indications des appareils ; ces circonstances doivent étre évitées, 
sinon il faut tenir compte de la grandeur de leur action ; on ne doit cependant 
pas perdre de vue le degré de précision que comportent les mesures, afin de 
ne pas perdre de temps en précautions ou en dispositions inutiles. 

IL. L’Osservarion consiste, dans beaucoup de mesures, a suivre le déplace- 
ment graduel de l'une des parties de l'appareil, ou Ie changement de position 
d'un objet extérieur, de manitre a arriver a un résultat déterminé. L’inStant 
ot l’on atteint ce résultat est obtenu, dans la plupart des cas, par la visiom 
directe, mais parfois aussi par l’audition ou par le toucher (voir plus loin le 
sphérométre). On appelle parfois une observation de cette nature, la mise aw 
point de telle ou telle partie de l'appareil, en vue d’arriver au résultat pour- 
suivi. La manipulation nécessaire doit étre possible, mais il n’en résulte pas. 
que chacun puisse la réussir du premier coup. On n’y arrive souvent qu’avec 
une longue pratique, et un observateur habile peut seul effectuer des mesures 
précises, c’est-a-dire apprécier aussi exactement qu’on peut le faire linstant 
oi un résultat déterminé est alteint. iit 

La mise au point d’une partie d'un appareil ou d'un objet extérieur se fait,. 
dans presque tous les cas, en fournant une léte de vis, et bien rarement a la 
main (comme dans quelques photométres). Il est trés souvent possible de 
l’effectuer dans deux sens opposés, et en opérant deux fois, d’abord dans un 
sens, puis dans l’autre, on peut obtenir un résullat plus exact. Il faut appor- 
ter, en particulier, une trés grande attention A ce que l'on appelle le point 
mort de la vis ; si l’on a d’abord tourné Ia vis dans un sens, en déplagant ainsi 
une certaine partie de l'appareil, et si on la tourne ensuite en sens inverse, la 
partie mobile de l'appareil, sur laquelle elle agit, n’est pas entrainée immé- 
diatement, de sorte que la grandeur de la rotation de la vis ne peut pas servir 
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de mesure au déplacement de cette partie de l'appareil. L’expérimentateur 
doit trouver par quel moyen il pourra, dans chaque cas donné, éliminer l’in- 
fluence nuisible du point mort, soit en faisant, dans chaque mesure, deux 
observations dans deux sens opposés, c’est-a-dire en tournant d’abord la vis 
dans un sens, puis dans l’autre, soit en procédant A une série de mesures suc- 
cessives, en tournant la téte de la vis constamment dans le méme sens. 

Nous n’avons fait qu’indiquer d’une maniére générale que le déplacement 
d'une partie de l'appareil devait se poursuivre aussi longtemps qu’a la vue, a 
Paudition ou au toucher ne paraissait pas atteint un certain résultat déter- 
miné. Ce résultat peut varier de caractére: il consiste le plus souvent a rendre 
quantilativement égales deux grandeurs observées, extensives (longueurs, 
angles, etc.) ou intensives (intensité de son, d’éclairage, etc.). On peut encore 
citer le cas ot l’on cherche a réaliser une méme coloration pour deux sur- 
faces, une méme hauteur pour deux sons, et d’autres égalités qualitatives ana- 
logues. Nous ne pouvons pas saisir l’instant ou deux grandeurs observées se 
trouvent dans un rapport déterminé, ou l'une, par exemple, est deux fois plus 
intense que l’autre. Par contre, la question de l’égalité ou de Uinégalité de deux 
grandeurs peut, avec de la patience, se résoudre avec une grande exactitude. 

Dans de nombreuses méthodes de mesure, on aA observer |’instant de la 
disparition d’un phénoméne déterminé ; ces méthodes s‘appellent méthodes du 
zéro. Elles sont particuli¢rement précieuses, car on juge avec plus de certitude 
de l’existence ou de la non-existence d’une impression sur les organes des 
sens, que de l’égalité de deux impressions. II| n’existe pas cependant de limite 
bien nette entre ces deux modes d’appréciation, car parfois la disparilion d’un 
phénoméne correspond en nous a l’égalité de deux impressions ; quand on 
observe, par exemple, sur un fond clair (photométre) une tache ou une raie, 
il s’agit de saisir l’instant o& elles disparaissent, c’est-a-dire l’instant oi la 
clarté & V’endroit qu’elles occupent devient égale a celle du fond qui les 
entoure. 

Dans beaucoup de mesures, on doit amener, a la coincidence la plus com- 
plate possible, deux points, un trait et un point, ou deux traits, en déplacant 
Yun deux qui est mobile, vers l'autre qui reste fixe. Il faut ici une grande 
habitude, car, en réalité, le point est un petit cercle, et le trait une bande 
étroite, et ce que l’on doit faire coincider ce sont leurs centres et leurs axes 
géométriques. 

L’observation, dans le sens de mise au point exacte d’une partie de l'appa- 
reil, que nous avons présentée comme la seconde des trois manipulations 
principales, fait entiérement défaut dans certaines mesures, et sc trouve rem- 
placée par une manipulation simple, qui provoque dans l’appareil méme un 
- déplacement quelconque ou en général une certaine perturbation. C'est ainsi, 
"par exemple, que la fermeture d’un courant électrique cause Ja rotation de 
Vaiguille du galvanométre, qu’un échauffemeut (dans la mesure des coefti- 
cients de dilatation, des points de fusion et d’ébullition) cause un déplace- 
ment du mercure du thermométre, etc. 

III. La lecture peut étre relative soit 4 une longueur, soit 4 un temps. 

La lecture d’une longueur s’effectue sur une échelle graduée que Von dis— 
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pose suivant une ligne droile ou suivant une circonférence de cercle; il s’agit 
de déterminer la valeur numérique correspondant a un point de l’échelle. 
Quand ce point se trouve entre deux divisions de l’échelle, la fraction de 
division peut s’estimer a vue d’ceil. 

La lecture d'un temps se fait: 1) 4 l’audition; au moyen d’un mécanisme 
battant la seconde ou Ja demi-seconde, on détermine l’instant ou le puénoméne 
que l’on considére a lieu, et 2) a l'aide d'appareils spéciaux appelés chrono- 
graphes (voir plus loin), qui permeltent de ramener la lecture d'un temps & celle 
dune longueur. 


4. Détails relatifs a l’exécution des mesures physiques, — Nous 
avons présenté l’installation, l’observation et la lecture, comme les trois opé- 
rations principales que comporte toute mesure physique; nous allons ajouter 
ici quelques indications générales, qui pourront étre utiles pour les commen- | 
cants. 

1. L’art d’effectuer de bonnes mesures, c’est-d-dire des mesures précises avec 
un appareil donné, consiste a savoir atleindre la limite extréme de précision que 
comporte cel appareil. — Pour des mesures grossitres, approximatives, dont 
on se contente souvent dans la technique (en particulier, en électrolechnique), . 
on peut employer des appareils simples, et qui sont si commodes que lon 
peut apprendre a s’en servir parfois en quelques instants. Mais il n’en est 
plus du tout ainsi, quand il s’agit de recherches scientifiques, ou !’on doit 
atteindre la limite extréme de la précision. Une étude minutieuse des pro- 
priétés de l’appareil est alors nécessaire, ainsi qu’une grande circonspection 
et une grande pratique, comme nous l’avons dit plus haut. Un expérimen- 
tateur habile peut obtenir, avec un mauvais appareil, des résultats meilleurs 
qu’un expérimentateur sans pratique muni d'un appareil perfectionné.  * 

2. Quand cela est possible, il faut répéler chaque mesure plusieurs fois de suile. 
— Nous insistons sur ce point, pour les commengants, qui sont toujours 
enclins a se contenter d’une mesure unique. Il ne faut pas oublier que si, 
d’ordinaire, il faut dépenser beaucoup de temps et de peine, pour arriver aux 
résultats de la premiére mesure, les mesures suivantes en exigent de moins 
en moins, lorsqu’on les répete. 

3. Quand on mesure Vinfluence d'une aclion quelconque A sur une certaine 
grandeur B (par exemple, l’influence d’une variation de température sur la 
résistance électrique d'un fil), il faut procéder 4 des mesures de cette grap- 
deur B alternativement en la présence et en l’absence de l’action A, ou tout 
au moins, si l’on a commencé par faire une mesure de B sans l’action A, puis 
effectué -une série de mesures en présence de celte action, il faut revenir a 
Uétat initial et effectuer de nouveau la mesure de la grandeur B sans I’ac- 
tion A. C’est ainsi que l’on s‘assure si, pendant la durée des opérations, il 
ne s'est produit aucun changement, dans l'appareil lu'-méme ou dans les 
circonstances extérieures, qui puisse influer sur ses indications. Quand on 
observe un changement de cette nature, et quand il est important, il faut en 
tenir comple en admettant qu'il s’est produit graduellement et proporlion- 
nellement au temps qui s’est écoulé depuis la premitre mesure, 
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4. Il ne faut jamais négliger, au début d’une série de mesures, d’inscrire ce 
que Von mesure et par quelle méthode on opére, puis le lieu et la date de l'obser- 
vation, c’est-a-dire l’année, le mois, le jour, l'heure, et, pour chaque mesure, 
séparément les minutes, et méme s’il est nécessaire les secondes et fractions 
de secondes. On inscrit presque toujours aussi la température. On note égale- 
ment d’autres grandeurs, comme la pression de l’air, le degré hygrométrique, 
la déclinaison magnétique, etc., quand elles peuvent avoir une influence sur 
les résultats. } 

5. Les données numériques obtenues par la lecture directe ne sont que 
dans des cas trés rares prises immédiatement pour les valeurs numériques des 
grandeurs que l’on veut déterminer. Presque toujours, on obtient les valeurs 
cherchées par le calcul, au moyen de formules dans lesquelles on doit intro- 
duire les résultats des lectures. [1 faut prendre comme régle de ne pas accumuler 
un grand nombre de résultats d’expériences, sans effectuer les calculs correspon- 
dants, car les résultats des calculs peuvent trés souvent donner des indica- 
tions importantes sur les défauts de la méthode employée, sur cerlaines 
influences extérieures, etc, Ces calculs, qui exigent parfois plus de peine, plus 
de soin et plus de temps encore que les mesures elles-mémes, et qui cons- 
lituent en tout-cas un travail moins intéressant, doivent étre conduits de 
telle fagon qu’ils puissent étre facilement revus et vérifiés. On peut recourir 
a l’emploi des machines a calculer et de différentes tables, comme par exemple 
les tables de Bartow (carrés, cubes, racines carrées et racines cubiques, 
inyerses des nombres entiers) et celles de Crete (tables de multiplication), 

6. Une fois la méthode de mesure choisie, on doit tout d’abord la sou- 
mettre 4 un examen théorique, en vue de déterminer les conditions dans 
lesquelles sa sensibililé est la plus grande, cest-d-dire dans lesquelles une trés 
pelile variation de la grandeur & mesurer entraine la plus grande variation pos- 
sible dans la leclare. On ne peut donner de regles générales a ce sujet, sauf 
dans le cas ou lon aa mesurer une pelile variation Ax d'une grandeur x, pro- 
duite par une cause extérieure quelconque (par exemple, la variation Aw de 
la résistance « d’une partie d’un circuit électrique par suite de son échauffe- 
ment, ou la variation Ax d’une intensité ]umineuse « sous l’influence de 
forces magnétiques : voir la rotation magnétique du plan de polarisation), JI 
~ faut faire en sorte, dans ce cas, que la valeur initiale de x soit la plus pelité pos- 
sible, ou méme nulle s'il se peut, ou que la grandeur «x soit elle-méme sans in- 
fluence sur la lecture, qui ne doit dépendre que de Ar. Quand la résistance x 
d’un circuit est trés grande, une variation Az, petite en valeur absolue, ne 
produit pas de variation appréciable dans l’intensité du courant, ni par suite 
dans les indications de l'appareil (galvanométre) ; cette méme grandeur Ax 
peut, au contraire, produire une grande variation dans ces indications, si 
celles-ci ne dépendent pas de x. De méme une petite variation Av, dans l'in- 
tensité d’un éclairage puissant, reste inapergue, tandis que la méme intensité 
Aa deyient trés sensible sur un fond obscur. 

Une loi psychophysique découverte par Fecuver joue un role trés important 
dans cette question. Si ]’on désigne par J la grandeur d’une cause extérieure 
-qui excite l’un de nos sens, par AJ une variation de cette grandeur qui pro- 
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duit une variation encore tout juste perceptible de la sensation, AJ doit ¢tre 
proportionnel a J ; si, par exemple, entre deux poids presque ¢gaux 
que l’on souléve, on sent une différence & peine perceptible, la dillérence de 
deux poids n fois plus grands devra étre elle-méme n fois plus grande pour 
“étre reconnue avec le méme degré de certitude. Fecuner en conclut que les 
sensations forment une progression arithmélique, quand la grandeur de la 
cause qui les produit croit en progression géométrique. On sait que les 
étoiles sont classées, d’aprés leur éclat, en étoiles de premiere grandeur, 
de deuxiéme grandeur, etc. ; elles ont été ainsi ordonnées, d’apres nos 
sensations, suivant une progression arithmétique ; or, des mesures photomé- 
triques ont montré que les éclats réels des étoiles de grandeurs sueccessives 
formaient une progression géométrique, Nous verrons de méme en acoustique 
que les nombres de vibrations des sons séparés par des intervalles égaux for- 
ment une progression géométrique. 

7- Toute méthode de mesure établie théoriquement est en quelque sorte 
abstraite et idéale. Dans lapplication pratique de cette méthode, presque 
toujours toute une série de circonstances se présentent, qui influent sur la 
Jecture finale et modifient par cela méme la formule théorique qui doit nous 
donner la valeur numérique cherchée de la grandeur & mesurer. Nous devons 
donc, pour obtenir la valeur réelle de cette grandeur, apporter & nos calculs 
cerlaines corrections. 

L’une des principales préoccupations de l'expérimentateur doit élre de rechercher 
toutes les circonstances qui peuvent influer sur le résullal de la mesure, el de déter- 
miner les corrections correspondantes. 

Lorsque l’on cherche & obtenir, par le calcul de ces corrections, le résultat 
le plus exact possible, il faut procéder avec réflexion, pour ne pas tomber 
dans une faute souvent commise. Les différentes circonstances qui influent 
sur le résultat de la mesure peuvent agir trés inégalement: certaines correc- 
lions peuvent s‘exprimer en unités pour cent du résultat, d’autres en dixiémes, 
centiemes ou milliemes. JI faut éviter avec soin de faire les petites corrections, 
fant que Von n’apas tenu comple de celles qui sont relativement beaucoup plus 
importantes. En observant les oscillations du fléau d’une balanee, on peut 
apporter a la pesée des corrections représentant au plus 0,oor pour cent du 
poids a déterminer ; de telles corrections sont inutiles et absolument illusoires, — 
si l’on n’effectue pas en méme temps des corrections beaucoup plus impor- 
tantes, telles que, par exemple, la perte de poids due a la poussée de lair, {ui 
peut atteindre 0,1 pour cent. 

8. Tl faut distinguer l'exactitude absolue et Vexaclitude relative du résultat 
final de la mesure, qui se présente sous la forme d’un nombre, avec une frac- 
tion décimale en général. Elles sont déterminées l'une et I’autre par la partie 
du nombre obtenu, pour laquelle nous croyons pouvoir affirmer que nous 
sommes arrivé 4 la certitude. Si, par exemple, le poids d’un corps a été 
trouvé égal a 125,0465 grammes, et si nous pouvo ns étre certain que l’avant- 
dernier chiffre doit étre 6 (c’est-a-dire que le poids est supérieur &@ 125,0455 
grammes et moindre que 125,0465 grammes), l’exactitude absolue de Ia pesée 
est 0,5 milligramme, l’exactitude relative au contraire est 0,00001. Si l’exac- 
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titude ne dépend que trés peu ou ne dépend pas du tout des dimensions de 
Ja grandeur & mesurer (angle, différence de température, parfois aussi lon- 
gueur et temps), on ne parle alors que de l’exactitude absolue (exact jusqu’a 
-0",1 Ware, jusqu’a o’,or C., jusqu’’ 0,oor millimétre, jusqu’’ 0,01 seconde). 
Dans la majorité des cas, quand on parle de |’exactitude du résultat d’une 
mesure, on sous-entend qu'il s’agit de l’exactitude relative. Elle est déter- 
minée par le rang du dernier chiffre du nombre obtenu, dont on peut 
répondre, compté de la gauche vers la droite. Le nombre obtenu se présente 
parfois sous la forme d’une fraction décimale, par suite du choix particulier 
de Punité de mesure. Dans ce cas fous les zéros placés 4 gauche ne comptent pas. 
Le premier chiffre différent de zéro s’appelle le premier chiffre significalif, et 
est & partir de lui que l’énumération commence. Si, par exemple, la gran- 
deur mesurée a été trouvée égale & 0,0016843 et si nous pouvons étre certain 
du chiffre 8, ceci ne signifie pas que l’exactitude est 0,oooo1 ; nous devons 
dire que la grandeur mesurée est exacle jusqu’au trotsiéme chiffre significalif, 
ou qu'elle est mesurée & 0,01 pres. Il y a exception, quand le premier chiffre 
significatif est g et le suivant 5, ou un chiflre supérieur a 5; si, par exemple, 
Te résultat de la mesure est 0,0096843, et si nous pouvons étre certain du 
chiffre 8, l’exactitude sera presque égale 4 0,001. 

On ne doit pas oublier qu’entre l’exactitude des mesures isolées, auxquelles 
on a xprocéder, pour déterminer Ja valeur numérique d’une grandeur, et 
exactitude de la déiermination de cette dernitre, il peut y avoir une grande 
différence. Si, par exemple, pour mesurer une certaine grandeur y (coefficient 
de torsion, voir 6° Partie), on a 4 déterminer le rayon x d’une lige, approx1- 
mativement égal 4 0,4 millimétre, et si la grandeur y est proportionnelle a z*, 
on peut, méme avec l’exactitude absolue la plus grande possible dans la 
mesure de «, jusqu’a 0,oot millimetre par exemple, s’attendre 4 une erreur 
de un pour cent dans la valeur numérique de la grandeur y. 

A Paide du calcul différentiel, on peut traiter facilement ces sortes de ques- 
tions. Si nous avons d’une manitre générale y = f(x), ol x est mesuré 
directement et y calculé d’aprés une formule déterminée, l’erreur Ax qui peut 
se produire dans la mesure de z entraine l’erreur absolue Ay dans la déter- 
mination de y ; on peut exprimer l’erreur relative avec une exactitude sufli- 
sante par légalité approchée 


Ay me fe (ze) Ag ore 
@) ty PIAA = A log fe), 
(2, a) = a hog y. 


g. Une répélition fréquente d'une méme mesure par une méme personne, 
sans changement dans les dispositions, ni dans la méthode, laisse toujours 
dans le doute au sujet des erreurs qui peuvent se reproduire chaque fois, pro- 
venant soit d'une installation défectueuse ou d’imperfections de l'appareil, 
soit de circonstances extérieures ou de l’observateur lui méme, C’est pourquoi, 
le changement de la méthode de mesure est an des principaux moyens qui permet- 
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é 


tent d'arriver a des résullals exacts. Ce changement peut porter sur certains 
détails dans la mesure ou surla méthode elle-méme tout entiére. 

Il faut toujours faire varier les détails de la mesure, la ow ul. est possible de le 
faire, en se guidant principalement sur les considérations suivantes. Suppo- 
sons que l’on ait des raisons d’admettre qu'une cause quelconque A, dont on 
ne peut déterminer exactement la grandeur, exerce une influence sur le 
résultat d’une mesure. Il faut faire en sorte, dans ce cas, de pouvoir effectuer 
la mesure deux fois, mais en la modifiant de maniere que V'influence de la 
cause A s’exerce, dans les deux mesures, en deux sens opposés, c’est-a-dire que 
dans l’une elle augmente le résultat. numérique, et dans l'autre, le dimi- 
nue. En prenant ensuite la moyenne des résultats, on élimine l'influence de la 
cause A, pas enti¢rement il est vrai, car Jes deux effets en sens contraires 
peuvent ne pas étre rigoureusement é6gaux.' 

Chaque fois que cela est possible, il faut s’efforcer d’effectuer les mesures 
par des méthodes essentiellement différentes, qui doivent donner des résultats 
concordants. 


5. Calcul approché des résultats des mesures. — On doit avoir 
toujours présent a Vesprit, dans le calcul des résultats des mesures, que l’on 
ne peut compter que sur un certain degré d’exactitude, dont l’observateur 
lui-méme a toujours une notion plus ou moins précise. C’est pourquoi on 
peut, lorsqu’on effectue les calculs, procéder a des simplifications ; on intro- 
duit ainsi, en connaissance de cause, certaines erreurs, mais qui doivent étre 
certainement moindres que celles qui subsistent en tout cas dans le résultat 
final, du fait des erreurs cle mesure. Ces simplifications ou calculs approchés, 
comme l’on dit, sont particuli¢rement commodes quand on rencontre dans 
les formules des grandeurs assez petites pour que l'on puisse négliger leurs 
carrés ou leurs puissances supérieures. Nous donnons ici quelques exemples 
des simplifications que l’on peut effectuer dans le calcul des résultats des me= 
sures physiques. Soient «, 6, y, ... des grandeurs trés petites; on peut alors 
écrire : 7 


Q+a)(r+8)(k+y7..=1+a+tPB+yv4+...; 
{I + a)"==1-++ nx;  parexemple (1 4-4)? = 1 + a2; 


/ 4 
Yrta(1+2)? =1+-a4 


ao 
z =e. ees 24 - s 
at; os (1 ee a.) Le cr, ees, SS (1 — a) = 1 =a 
I ry --f os I bic an 
ey. = (1 =e x) i ee A hs (1 a5 a)” We (i } x) sae = | week of 
sina==a; coog=1; tge=a; sinas-tga; log (14> ayaa 


On peut écrire plus exactement : 


42 


ain @ = 4 — & a9; cosa=—=1 — — ; tg2—2-, @* 5 sin (w= 2) sin gooeeoeee 


3 
a2 


cos (a 4> 4)'==/cos& ¢ sin. a: log'(1 4-4) = — 


——<- 
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Si 7, — x, = « est une grandeur trés petite, on peut écrire : 
Ve oe get ail Sets: 2) 
Die 


carona: 


as i= aR a Teo: 
Ly, = \/ ry (ae, — 7) = 2%, TS ad pale rile 
1 


Bey — % By + (%, — 2) + hp 
2 2 )tok3 


6. Loi deserreurs accidentelles d’observation. — Supposons que 
nous ayons effectué n déterminations d’une méme grandeur, et obtenu nr 
nombres @,, 2, %3, ... @;, ... p- Si toutes nos déterminations étaient abso- 
lument exactes, tous ces nombres seraient égaux entre eux et & la valeur 
vraie x dela grandeur a mesurer. Mais, par suite des erreurs inévitables d’ob- 
servation, les résultats des mesures s’écartent de ce cas idéal de l’égalité par- 
faite. / 

On divise les erreurs d’observation en deux groupes : les erreurs systéma- 
liques et les erreurs accidentelles, 

Les erreurs systémaliques proviennent de défauts de la méthode, de causes 
extérieures agissant toujours dans le méme sens, ou des qualités personnelles 
de l’observateur souvent porté dans l’installation des appareils et dans les lec- 
tures 4 commettre une erreur dans un sens déterminé, par exemple a étre 
constamment en retard dans I’appréciation de l’instant ot se produit le phé- 
nomene observé. Les erreurs systématiques, ayant a peu pres la méme 
influence sur tous les nombres z;, ne peuvent évidemment étre diminuées ou 
éliminées par aucun calcul effectué sur ces nombres. On ne peut les éliminer 
qu’en les recherchant directement, mais on ne peut donner a ce sujet aucune 
regle générale. in remplac¢znt la méthode de mesure employée par une autre 
completement différente, on obtient souvent des indications précieuses pour 
la découverte de ces erreurs. 

Les erreurs accidentelles proviennent de changements fortuits dans l’instal- 
lation des appareils et de fautes commises dans les observations et dans les 
lectures, ou de causes extérieures qui, changeant fréquemment, agissent tantot 
dans un sens, tantotdans|’autre, sur les résultats des mesures. La probabilité 
d’obtenir, par suite des erreurs accidentelles, un nombre trop grand dans le 
résultat est la méme que la probabilité d’obtenir un nombre trop petit ; par 
suite, la moyenne arithmétique x, des nombres obtenus «x; représente le résullat le 
plus probable. Il faut donc prendre 
es 
(3) = 


1 | 
w n 


pour la valeur numérique la plus probable de la grandeur mesurée. Si l’on 
retranche les nombres observés x; de la valeur moyenne «,, on obtient ce 
qu’on appelle les écarts 6; entre les différentes observations et la valeur 
moyenne. Leur somme algébrique est évidemment nulle. 


\ 
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Les écarts 4; constituent ce qu’on peut appeler les erreurs apparentes, la 
dénomination d'erreuys réelles devant étre réservée aux différences i 


L—2; 
entre la valeur exacte x et les valeurs observées 7;. L’expérience démontre que, 
sur un nombre trés constdérable d’observations (théoriquement infini), le 
nombre yAy des erreurs, dont la grandeur est comprise entre y et 7 + Ay, 
est donné par la formule 


(i ydy = re, 


Yo et h étant des constantes. Cette loi, dont les conséquences ont été minu- 
tieusement étudiées, s'est toujours trouvée d’accord avec les faits, lant que les 
erreurs sont trés petiles. 

Ainsi, Braprey a mesuré 470 fois le méme intervalle de temps, avec toute 
la précision que comportaient ses instruments ; en regardant comme mesure 
exacte la moyenne arithmétique 2, des 470 nombres obtenus, et par consé- 
quent en confondant l’écart 6; avec l’erreur absulue y; dont la mesure 2; est 
alfeclée, il a trouvé (R. pe Monrrssus, Lecons élémentaires sur le Caleul des 
probabilités, p. 122) : : 


y ai 1+ Ay 
g4 erreurs dont sensiblement. . . eee ie 
© 57 0, 6 —o,1 
88» > f 44 Saerie's “hays 
Mts er — 0,1 — 0,2 
) 39 + 0,2 + 0,3) 
78 >») » . * . 

(39 — 0,2 —o,3 
58» » es ae On 
et ara — 0,3 —o,4 

5 ( 25 +o,4 aE Ose P 
I » » . e . / AG aN 0, 4 ee 0, 5 
A (18 + 0,5 + 0,6 
36 » » ey Or / 18 aly ela 
6 \ 13 + oO, 6 as oO, yl 
2] » » . . . ) a ax 0, 6 es 0, 7 
aly = OFT + 0,8 
th » ») . ? - —ek4 — 0,8 
5 + 0,8 + 0,9 
10» » Pe toy 5 ek § 09 
3 + 05.9 fo Bae 

a » patie 2 4 Re ae 


SAG r . [ase i Es 

en plus, 8 erreurs, tant positives que négatives, sont un peu superieures a re 
Si l’on prend, sur l’axe des x, une origine O correspondant a la valeur 
exacte, et si l’on porte en abscisses les erreurs 7, 7 ++ Ay, --. et en ordonnées 


les nombres -- ou, ici, roy, on obtient la figure 131, ou les aires 


A 
AyCB — 47, AyEF — 4A, ... représentent les nombres d’erreurs compris 
entre o et Ay (0° et-+-0°,1), Ayet 2 Ay (+ 0°,1 et o’,2), .... Or, les sommets 


B, EK, G, ... se trouvent a trés peu pres sur la courbe 


y = f7, 365 + ETRE, 
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D’aprés (4), le nombre total des erreurs est 


+2 
IN a= gn 
—20 ee 
d‘ou l’on déduit 
, Ak 
= P Yo rm Ves “ 


S 


La probabilité pour qu’une erreur particuliére soit comprise entre y et 


y + Ay est donc 
oe ey AY Lae 


—hiv2 
é hi Ay; 


Vz yx 
a he 
et la probabilité pour qu’une erreur soit plus petite que y est égale & 
h ip * 
T= é 


x. 


Le coefficient y, représente la fréquence des erreurs nulles, et la quantité h, 


d’ou dépend la rapidité du décroissement 
du nombre des erreurs avec leur gran- 
deur ainsi que leur degré de probabilité, 
a recu le nom de module de convergence ; 
Ja probabilité pour qu’une erreur soit in- 
férieure & une grandeur donnée est d’au- 
lant plus grande que h est plus grand. 

Connaissant Ja loi de décroissement du 
nombre des erreurs de grandeurs dilfé- 
rentes, on peut en déduire diverses er- 
reurs spéciales en relation simple avec le 
module h. 


y 


or E 


: 


OCF X 
Wig. 131 


1. Si l’on fait la somme de toutes les erreurs, positives d’un coté et néga- 
lives d’un autre colé, en méme nombre et de mémes valeurs pour un nombre 
trés considérable d’observations, la moyenne arithmétique de chaque somme 
est nommée moyenne erreur. Pour calculer cette moyenne erreur, remarquons 


4 Ah 
qu entre y et ~ + dy, le nombre des erreurs étant os e 


—h2y2 


dy, A étant le 


1 


nombre total, on aura, pour la somme des erreurs positives, 


Beers. jee 
as J vd = 
a) " rey 


Le nombre des erreurs positives étant égal a 


moyenne erreur == 


I 
hyn 


ah x 


os 


A 


—, on trouve donc 


= 0,564 189 a ’ 


et on voit que h peut étre déterminé, quand on a un nombre d’erreurs assez 


considérable pour en obtenir stirement la moyenne. 
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2. Prenons toutes les erreurs positives ou négatives et élevons chacune au 
carré ; si on fait la somme, on aura 


Ah A 
2 eo | yay = 5 
Ae fea De 
et, en divisant par le nombre total A des erreurs, puis prenant la racine car- 
rée positive, on obtiendra ce qu’on appelle l’errew moyenne 


erreur moyenne — = 0,707 107 


h Ja “h 


Il faut se garder de confondre cette quantité avec la précédente. 

3. Ajoutons a ces délinitions celle de Perreur probable. Cette expression ne 
signifie pas que cette erreur soit plus probable que toute autre, mais seule- 
ment que, abstraction faite du signe, le nombre des erreurs en valeur absolue 
plus grandes que cetle erreur probable est le méme que celui des erreurs 


: = ; A ae 
plus petites. Le nombre total des erreurs positives étant = dont la moitié 


est égale a —, la question revient a chercher la valeur de y. qui rend l’inté- 


sy Alyy 

eee OND I ee a > eel | ao r 

grale *. [ Pei dy ou — | endl égale 8 >. Les tables de Vintégrale 
T.Jo Te 4 


; ; 
if edt fournissent la solution 
0] 
= 0,476 948, 


fe) 


d’ot 


erreur probable = 0,476948 . ef z 


On a, d’aprés les résultats précédents, 
erreur probable = 0,845 369 x moyenne erreur = 0,674 506 x erreurmoyenne, 


ou approximativement 


II 
erreur probable — 73 moyenne erreur = 3 erreur moyenne. 


7. Calcul du résultat le plus probable d'une série de détermina- 
tions de la méme grandeur. — Les relations que nous avons établies 
dans le paragraphe précédent ont été obtenues dans l’hypothése que le nom- 
bre des observations est sinon infini, du moins trés grand, et que, de plus, 
les erreurs sont toutes connues en valeur absolue. Mais il en est rarement 
ainsi dans les déterminations physiques; pourtant, si les observations sont 
en nombre assez considérable, on peut encore appliquer, comme nous allons 
le montrer, les principes précédents et en déduire l’approximation sur laquelle 
on peut compter. 

Ainsi que nous l’avons dit, la moyenne arithmétique a) des nombres 2; 
obtenus dans les observations doit ¢tre prise comme le résultat le plus pro- 
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bable. Les écarts 3; relativement a cette moyenne sont liés aux erreurs réelles 
par des relations telles que la suivante : 


Mv 


“Yi 


Ones y 
| aid u n 


> 
en posant S = 56,7, on voit que 


(2y4)? , 


= Saree 
ti 5 


or, (Zy;)? est sensiblement égal 4 Ey;2, puisque les quantités de mémes va- 
leurs et de signes contraires se trouvant A peu pres en méme nombre, la 
somme des doubles produits est négligeable par rapport a la somme des car- 
rés ; donc 
aa 
as 2 
cao et 
et par suite, en désignant par f erreur moyenne de chaque détermination, 


ona 
Vy 2 S 
—+ Se = y/ ; 
(5) aa +y/ n ee n—I 


Calculons l’erreur moyenne de la moyenne x) que l’on peut prendre sensi- 


= 


e 
blement égale 4 —*. On aura 
n 


= n 


en négligeant les doubles produits comme précédemment ; mais nous venons 


de voir que 
bY, Ss 


— ’ 
n —— 1 


et on en déduit, en désignant par F l’erreur moyenne de 2, 


TN 
(6) Paty/ 


Lerreur probable » d'une observation et l’erreur probable ® de la moyenne 
des observations s’obtiennent en multipliant l’erreur moyenne par le nombre 


: Bae? 2 
0,6745, en se bornant a quatre décimales, ou approximativement par 3. On 


a donc 


Ss 2 S 


: s weep 2 2 
(8) ® = = 0,6745 ee 1) ou eat} Vy 


Nous oblenons finalement, pour la grandeur cherchée 2, « = x = ®, c'est- 
a-dire 
2a; i 
eg == ——$ + 036745 (hese : 
(9) 4 n noah, n(n — 1) 


Prenons un exemple (tiré de l’ouvrage de Terquem et Damien, Introduction 
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a la physique expérimentale). Un angle x a été mesuré n = 10 fois, et l'on a 
trouvé les valeurs x; suivantes : 


x; Ecarts 6; 8,2 
20°, 666 — 0,0023 0,00000529 
20°, 740 — 0,0763 0,00582169 
VOL — 0,0373 0,00139139 + 
20°,616 + 0,0477 0,00227529 © 
20°, 641 + 0,0227 0,00051529 
20°, 700 — 0,0363 0,00131769 
20°,658 + 0,0057 0,00003249 
20°,616 + 0,0477 0,00227929 
20°,658 ++ 0,0057 0,00003249 : 
20°,641 ++ 0,0227 0,00051529 
Somme 206°,637 S = 367 = 0,01418220 
if ae , : S528 /§ _ + \/o,00157 -580 
\V Pe \V 9 
Se Se — + 2/03" 
Moyenne ae 0°,0397 
Lp== 20°,6657 Fat y ~ Sheol 5. 2+ 9° oreeb eee 
oul \V n(n—1) go 


Xp = 20°,39' 4a" 


Résultat final : 2 = 20°39'49" + 


Quand la valeur numérique d’une grandeur a été déterminée par plusieurs 
séries d’observations, effectuées suivant des méthodes différentes, avec des 
dispositions également différentes des appareils, ou enfin par plusieurs obser- 
vateurs, les résultats numériques de ces séries d’observations ne présentent 
pas, en général, le méme degré de certitude. Il serait incorrect de prendre 
pour résultat la moyenne arithmétique des nombres «; obtenus dans les 
diverses séries, car on leur attribuerait ainsi 4 tous la méme importance. Il 
faut donner dans ce cas, 4 chacun des résultats, wn poids particulier, en enten- 
dant par la un nombre qui caractérise la valeur ou le degré de certitdde du 
résultat de chaque série d’observations. : 

Pour oblenir le résultat final «, il faut multiplier chacun des nome Xj, par 


son poids p;, et prendre ensuite la moyenne de ces produits, en divisant leur somme 
par la somme des poids. 
On obtient ainsi 
S pie: 
(10) a aS 


d v 
ox 


Dans beaucoup de cas, on doit déterminer le poids par appréciation per- 
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sonnelle. Souvent aussi on le caleule au moyen des observations elles-mémes, 
le poids du résullat dune série d’observations étant inversement proportionnel aw 
carré de son erreur probable ®, voir (8). . 

Supposons qu'une série de déterminations de la latitude géographique ) d’un 


lieu ait donné 
Ain = 6° 1 15" I 5". 


Une autre série, obtenue avec un autre appareil ou par un autre observa- 
teur, donne 
Xy = 4g°t6'10' 3". 


Les poids sont ici entre eux comme g est A 25, et par suite 


g.13” + 25.10" 


d awa gy is 25h» 


g + 25 


= ho6' + 


= 49°16'10',8. 


7. Calcul des valeurs les plus probables de plusieurs grandeurs. 
Méthode des moindres carrés. — On trouve la méthode des moindrcs 
carrés exposée en détail dans les ouvrages spéciaux sur Ja théorie des probabi- 
lités. Nous devons nous borner ici 4 donner un court apercu de l’importance 
et des caractéres de cette méthode. 

Nous avons vu (page 21) que la loi de dépendance qui relie des phéno- 
ménes s’exprime par une relation analytique déterminée entre les valeurs 
numériques des différentes grandeurs. Supposons qu'une grandeur v soit une 
fonction des grandeurs «, y, z, ..., desorte que l’on peut écrirev— F(z, y, z, ...)- 
Dans la fonction F entrent, outre x, y, z, ..., divers autres parametres numé- 
riques a, b, c, ..., par exemple des coefficients, des exposants de puissances, 
des bases d’exponentielles, etc. C’est pourquoi on peut écrire en général 


(11) Ue TeV os ties Oy Oy Ce sve )e 


Dans la plupart des cas, on ne cherche que la relation entre deux gran- 
deurs v et x, et l’on a alors, au lieu de (11), 


(12) BaP (ar) G,. 0,16), <h-)) 2 


La forme de la fonction F peut étre obtenue théoriquement, ou choisie & 
tilre d’essai, ou étre enfin empirique (page 27). Dans chacun de ces cas, la 
question se pose de savoir si l’on peut déterminer les constantes a, b, ¢, ..., 
de telle facon que les valeurs observées des grandeurs v, z, y, z, ..., ou seule- 
ment des grandeurs v et @, satisfassent a la fonction F obtenue théoriquement, 
essayée, ou établie empiriquement. Dans ce dernier.cas, on donne trés sou— 
yent 4 la relation empirique entre deux grandeurs v et « la forme 


(13) v=a+ be + cx? + dx +... 


Les valeurs numériques des grandeurs v, «, y, z, ..., ou seulement de vet x, 
“sont données par les expériences ; au contraire, les valeurs numériques 
a, b, c, ... des paramétres doivent étre déterminées de fagon qu’aprés substi- 
tution dans (11), (12) ou (13), on obtienne une relation, a laquelle les valeurs 
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numériques.trouyées par l’expérience satisfassent le micux possible, Ainsi, par 
exemple, nous avons dans (13) une série de valeurs observées et correspon- 
dantes des grandeurs v et x ; il faut done considérer dans (13) v, x, #?, x, ... 
comme des coefficients connus, a, b, c, d, ... comme les inconnues cherchées. 
Sile nombre des observations, c’est-a-dire des valeurs connues correspon- 
dantes des grandeurs v et x, est égal au nombre des paramétres inconnus 
a, b,c, ..., ces derniers sont délerminés et n’ont qu’une seule valeur, et il ne 
peut éire question d’aucune vértfication des paramétres de la formule empirique ou 
théorique. Supposons, par exemple, que v et z soient liés par la formule 


U— 10 on 


Si les mesures nous donnent en tout trois couples de valeurs correspon— 


, 


dantes de v et x : vj, @, 3 vy, Lz} V3, Xz, les trois équations de la forme 
Oh == @) SS (ey = GR, 


ou i= 1, 2, 3, suffisent pour déterminer les trois inconnues a, b, c. De 
méme, si l’on a 


v=asin « + b sin 27 -+ ¢ sin 3a + d sin Az, 


quatre couples de valeurs correspondantes de & et v suffisent pour déterminer 
les quatre parametres a, b, c, d. 

Il en est tout autrement, quand le nombre n des observations est supérieur 
au nombre m des paramétres inconnus, quand nous avons, par exemple, 20 
observations et seulement 3 paramétres. On a alors n (par exemple, 20) équa- 
tions 4 m (par exemple, 3) inconnues. Si la relation admise entre les gran- 
deurs observées exprimait leur loi de dépendance réelle, et si les mesures 
étaient absolument exactes, m équations quelconques détermineraient les m 
paramétres, qui devraient satislaire aux n — m autres équations. Mais les 
observations ne sont pas sans erreurs et la relation admise, surtout si elle est 
empirique, n’exprime qu’approximativement la loi de dépendance qui relie 
les grandeurs : par suite, si nous prenons, parmi les n équations, différents 
groupes de m équations, pour déterminer les paramétres, nous n’obtenons 
pas des valeurs absolument identiques. JI s’agit done de savoir quelles valeurs 
numériques des paramétres nous devons choisir, c’est-d-dire quelles sont leurs 
valeurs les plus probables. 

Gauss a donné a cette question la réponse suivante : il faut choisir les valeurs 
des paramétres pour lesquelles la somme des carrés des écarls, entre les valeurs 
observées et les valeurs calculees de la fonction F, est minimum. L’expression 


(14) Sa Sto, = F(a, a, by ere) 


ou v; et 2; sont des valeurs correspondantes des grandeurs v et 2 obtenues par 
les observations, doit avoir une valeur minimum pour les valeurs cherchées 
des parameétres a, b, ¢, ... 

Le calcul différentiel nous apprend que S sera un minimum, si les rela- 
tions suivantes sont salisfailes : 


(15) as os as 


nO) = 10; r=) Os ClC. 
oc 
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On obtient ainsi aulant d’équalions qu'il existe de parameétres inconnus ; il ne 
reste plus qu’a résoudre ces équations. 
Supposons que notre fonction ait la forme 


(16) v= ax + by + cz, 


y?) 


(ou, comme ¢as particulier, on peut avoir y = 2, z=2*, orr—t1, 
et que les observations aient donné n valeurs des pratense ats Se ris agit 
de trouver les valeurs les plus probables des coefficients a, b, c. La mliode 
des moindres carrés nous donne 


faa ae 
famine ee 
ra) eT; a 
(17) ah ‘N [Vi ax; by; ez," == 0 
7) \) 43 
ae / [v; — by: = ez, |? = 0. 


Toutes les valeurs v;, x;, y;, 2; sont connues. La premiére des équations (17) 
donne 


X- . 
Pa ax; by; Cz;| 2; —= 0, 
ou la premicre des trois équations ; 


ao aa 
\ N V0; == a See +b Soy +e Sai 


hal 
a * ‘an, cat ~~) 
(18) < D7 —a Sry: =— 5 ye +e ye 
+ e 5 : 


Ces trois équations servent & déterminer les trois paramétres a, b et c. Il 
est facile de généraliser et de résoudre de méme le cas d'un plus grand 
nombre de paramiétres. 

Prenons un exemple. Les grandeurs v et « sont liées par l’équation 


(19) v=ae + ba? 


On a obtenu a l'aide des observations, les valeurs numériques suivantes : 


x v x v 
0,33 aot 2,60 8,81 
1,04 5,23 Sle 9,10 
1,02 6,12 3,82 8,26 
2,06 7,97 4,13 8,04. 


En comparant (19) avec (16), nous voyons que y = x, z = 0, et par suite 
(18) donne les deux équations 


Sem ne Bar tb Be 


/ Sue? —— ae +b wat. 


\ 


(20) 


Cuwotson, ~~ Traité de Physique I,. ! 25 
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Pour calculer ces sommes, on emploie des tables des carrés et des cubes des 
nombres entiers, et la formule tres utile, 


0). pe 
pees la q 


gui conduit a la suivante, = 


wy 9 W 9 
a Vv ball Tame iites ata 
ey oP == ; 


Cette derniére formule permet de ramener le calcul d’une somme de produits 


; = 
a celui d’une somme de carrés. Dans notre cas, nous avons > U0 == TAT, OL; 


0? == 50,446, > == 450,925, > = 669,00 et Sue == AZ bo: 


Si nous substituons ces nombres dans (20), nous obtenons a = 5,9735 et 
b = — 0,9851 ; par conséquent, la relation cherchée est 


v = 5,9735x2 — 0,981 2?. 


Si, dans l’expression ainsi obtenue pour F(z, y, z, ...), on substitue les 
nombres «;, yi, 2j, -.., on obtient des nombres v;/ caleulés, qui different des 
nombres v; observes. Désignons les écarts par 6;== v;/ — v;. L’erreur moyenne f 
du résultat est égale, comme on le démontre dans le calcul des probabilités, a 


(22) ei Voy eae 


ou nest le nombre des équations, m le nombre des parametres. Dans notre 


= 
exemple, Nie? = 0,029, n = 8, m = 2; par conséquent 


V4 


f= 0,929 ve 


ied 
28 G Ei 10,00. 


Quand la fonction F n’a pas la forme linéaire (16), on calcule dabord, au 
moyen de m équations, des valeurs approchées a), by, ¢), -.. des grandeurs 
cherchées. En posant ensuite a = a, + «4, b= b, + 8, c=) + Y, -es 
nous. avons 7 


the BUEN Yt, -2.5" Aan 0; 1D, a neegete eee 
Comme 2, 8, y, ... représentent de petites grandeurs, nous pouvons écrire 


oF 


% 
oa 


oF oF 
p= F (x,y,z, ..63, 08; Bye Cy, - eae ber 8 + 
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Si nous introduisons les notations suivantes : 


Dien G 9h Zatans Tgy Oy, Cary vs p= 
ol vie ok ; oF F 
i aye 
nous avons 
v! = aa! + By! 4- yz +... 


ou les grandeurs uv’, x’, y’, z’, ... sont connues; il reste donc a déterminer les 
nombres «, 8, y, ..., par la méme méthode qui nous.a donné les grandeurs 
a, b,c, ... de l’équation (16). 
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CHAPITRE I 


QUELQUES INSTRUMENTS AUXILIAIRES 


_ 4. Machine a diviser les longueurs. — Nous avons dit a la page 371, 
que la lecture des longueurs se faisait sur des échelles graduées rectilignes ou 
circulaires. On emploie pour tracer les divisions de ces échelles, des machines 
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a diviser les lignes droiles, ou des machines & diviser les cercles, Les premitres 
se partagent encore en machines & diviser ordinaires et en machines reproduc- 
trices. Les machines ordinaires servent A tracer des divisions déterminées, 
‘données a l’avance ; les machines reproductrices servent & reproduire les divi- 
sions d’une régle achevée sur une nouvelle régle a préparer. 

Il existe un trés grand nombre de machines & diviser, qui ont des formes 
varices, mais qui ne dilftrent cependant entre elles que par la construction 
des détails. La partie la plus impertante, commune & toutes les machines (non 
reproductrices) est une vis (vis micromélrique) disposée horizontalement, dont 
les filets, aussi réguliers que possible, doivent ¢tre taillés avec le plus grand 
soin. Les extrémités de cette vis sont munies de filets circulaires et reposent 
‘dans des coussinets correspondants (voir fig. 133, N, a droite), en sorte que 
la vis tourne autour de son axe, sans éprouver de mouvement de translation. 
La vis traverse un écrou fixé a un chariot horizontal placé au-dessus de la vis ; 
dans la rotation de la vis, l’écrou et avec lui le chariot recoivent un mouve- 
ment de translation, dont la grandeur, si le filetage de la vis était absolument 
régulier, serait rigoureusement proportionnelle a langle de rotation. Des dis- 
positifs particuliers permettent de faire tourner la vis chaque fois d’un méme 
angle, ct par suite de déplacer le chariot d’une méme quantité. A coté du 
chariot est installé un style qui permet de tracer des divisions sur la tige fixée 
au chariot parallélement a l’axe de la vis, et quise déplace avec elle pendant la 
rotation de cette derniére. Dans beaucoup d’appareils, le tragoir se déplace au 
contraire en méme temps que le chariot, et la tige & diviser est fixée sur le 
‘bati, au-dessous du tracoir, et bien parallélement a l’axe de la vis. 

Les diverses machines a diviser different dans leurs détails, surtout par 
Jes dispositifs qui permettent d’effectuer des rotations de la vis d’un angle 
‘constant, et par la construction du style qui doil tracer les traits. Ces traits 
ne sont pas tous, en général, de méme longueur, car on sait qu’ordinairement, 
dans les régles, les cinquiémes et dixiemes traits sont plus longs que les traits 
antermédiaires ; parfois, un trait long suit immédiatement un trait court et 
réciproquement (par exemple, dans la division en demi-millimétres), out ils 
alternent suivant un ordre déterminé quelconque. La rotation de la vis d’un 
angle déterminé et le tracé des traits a intervalles donnés doivent se faire 
aulomatiquement, de fagon que l’opérateur puisse concentrer toute son atten- 
tion sur la pointe du style et vérifier si les trails sont bien réguliers et bien 
-apparents. 

La figure 132 représente une machine a diviser de construction assez 
‘simple. On y voit Ja vis F dont on a parlé, le chariot G sur lequel se trouve 
Ja tige & diviser LL’, et aupres de celle-ci le tragoir Il. La partie ECBB' est 
mise en mouvement par la manivelle A : elle sert & Ja rotation automatique 
‘de la vis d’un angle donné; la figure 133 la représente a part; la figure 134 
indique le dispositif qui supporte le style. 

La rotation de la manivelle A est transmise, au moyen de deux roues den— 
tées coniques BB ( fig, 133) perpendiculaires l'une sur l’autre, ala partie BGE 
librement mobile autour du prolongement AV de l’axe de Ja vis NM; une 
autre roue dentée R est calée sur le méme arbre, de sorte que la vis tourne 


. 
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en méme temps qu’elle. Sur les dents de la roue R appuie un ressort UF dis- 
posé de facon que, dans une rotation de la partie BGK, dans le sens des 
aiguilles d’une montre (en regardant A partir de la gauche), son extrémité F 


saute librement d’une dent sur l’autre, et que l’axe AVM reste par conséquent 


hh ——— =. 


Pig 038 


immobile: un ressort V ‘est fixé au bati en fonte (MM sur la figure 132) et 
empéche ainsi le ressort UF d’entrainer la roue R. Si l’on tourne la mani- 
velle, et par conséquent la partie BGE, dans le sens opposé, l’extrémité F du 
ressort appuie contre l’une des dents de la roue R, qui tourne alors en méme 
temps que la vis M, comme si BGE était fixé a axe AV. Pour régler J’angle 
de rotation de la manivelle A, et par suite de la vis, & la valeur constante 
donnée, on se sert d’un disque circulaire E muni sur son pourtour d’une rai- 

Bp nure hélicoidale, avec laquelle 
\ engréne la roue dentée K, et 
de deux taquets d’arrét Let D, 
dont le dernier peut étre fixé 
en un point quelconque de la 
circonférence du cercle GG, 
de sorte que la distance angu- 


laire de I a D peut étre chan- 
gée a volonté. Sur l’axe de la 
roue K se trouvent encore 
deux autres butoirs Z et X, 
qui peuvent également étre 


7 
HA 


| 


a 


Hh 


Fig. 133 


fixés aune distance angulaire 
quelconque l’un de l'autre. On voit que, pour une rotation complete du sys- 
teme BGE, la roue K avance d’une dent. Si l’on tourne Ja manivelle A 
(fig. 132) et le systeme BGE en sens inverse de la rotation des aiguilles d’une 
montre (pour l’observateur qui regarde a partir de la gauche, fig. 133), 4 un 
moment donné la goupille d’arrét I rencontre le butoir Z; la rotation peut 
alors s’eflectuer en sens contraire, jusqu’a ce que D arrive contre X. 

On comprend maintenant comment la vis tourne chaque fois d’un angle 


a +e ie 
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donné, et comment par suite le chariot G (fig. 132) avance aussi d'une lon— 
gueur donnée. Supposons que le pas de la vis soit de 1 millimétre, et quel’on 


ait & tracer sur une tige des divisions distantes l’une de l’autre de — millimétre. 
n 


On fixe alors le butoir D de facgon que sa distance angulaire 4 la goupille I 
soit égale 4 la niéme partie de la circonférence; on fixe en méme temps les 
butoirs Z et X en des positions telles que I et D les rencontrent, apres des 
rotations du systeme BGE, dans un sens ou dans l’autre, de 360: n degrés. 
Si, par exemple, les divisions de la tige doivent étre distantes de 0,1, 0,25, 
0,5 ou 1 millimétre, les distances angulaires de I et D doivent étre respec- 
tivement égales a 36°, go°, 180° et 360°, ou o° (c’est-a-dire quel et D doivent 
étre placés en regard |’un de l’autre). Si les divisions doivent étre 4 une dis- 
tance lune de l'autre supérieure a un millimetre, par exemple a1,5 ou 5 mil- 
limétres, il faut disposer le butoir X de telle fagon que D puisse passer 
librement une fois, ou dans le second cas quatre fois, devant la roue K, et 
que ce ne soit respectivement qu’a la seconde ou a la cinquiéme rotation qu’il 
rencontre le butoir \. Le fait que X tourne en méme temps que la roue Kk, 
et que celle-ci n’avance, pour une rotation compléte du disque E, que d’une 
dent, dans un sens ou dans l'autre, permet de disposer ce butoir convenable- 
ment. On voit que, dans le premier cas, la distance des taquets I et D doit 
étre égale 4 180°, et, dans le second, a 0°. 

En tournant la manivelle alternativement dans -un sens et dans l’autre, 
jusqu’a ce que les butoirs I et Z ou D ct X se rencontrent, la vis reste immo- 
bile ou tourne d’un angle déterminé, et le chariot se déplace de la longueur | 
voulue. Dans le premier cas, la rotation s’effectue vers la gauche (en sens in- 
verse de la rotation des aiguilles d’une montre) ; dans le second, elle s’effectue 
vers la droite. 

Pour que la roue R et la vis commencent 4 tourner en méme temps que la 
partie BGE, i] faut que l’extré- 
mité du ressort UF presse for- 
tement contre une des dents 
de Ja roue R, tant que la posi- 
tion relative des différentes par- 
ties reste telle que la repré- 
sente la figure 133. De plus, on 
comprend facilement que le 
nombre des dents de la roue R 
doit étre un multiple exact de 
n, Cest-a-dire qu’a la distance 
angulaire des butoirs I et D 
doit correspondre un nom- = 
bre entier de dents de Ja roue ; Fie. 13h 
a i 

Pour qu’A des rotations égales de la vis correspondent des déplacements 
égaux du chariot, il faut que le pas de la vis soit rigoureusement le méme 
dans toute la longueur de cette dernitre. Cette condition n’est jamais en fait 
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exactement réalisée, et il faut en conséquence soumettre les filets de la vis & 
une étude minutieuse ; on ne doit pas oublier non plus que la température 
influe sur la longueur du pas. 

La figure 134 représente un tracoir eeiyement simple; le poingon H est 
fixé & un cadre POH, muni de deux charniéres en P et en O. Deux roues 
dentées D et V, montées sur un axe commun, sont disposées de telle fagon 
que le butoir X se trouve dans le plan de la plus petite roue V. La figure 123 
montre mieux le cadre PO et la disposition générale des parties du tracoir, 
qui est vu de cété sur la figure 134. 

Les traits sont tracés de la manitre suivante : on souléve le poincon H, a 
l'aide du crochet U, ct on le déplace vers la droite jusqu’a ce que le butoir X 

= rencontre le bord de la 


L ert 
AAA 1 (oa : ae : f 
sewn Fa a tt = roue V ; on abaisse alors 
SSMU q i} 


le style, jusqu’a ce qu'il 
touche la tige que l’on 
désire graduer, puis on 
le déplace versla gauche, 
ae jusqu’a ce que la partie 
inféricure O du cadre 
(voir fig. 134 et 132) 
bute contre la vis T, 
=e préalablement placée 


im se 
i) dans une position con- 


ternativement des traits 


venable. Pour obtenir al- 


de longueurs différen- 
tes, en nombre déter- 


Ver) 
ond 
= is miné, on a pratique, sur 


le pourtour de la roue 


V, des entailles inégale- 


— Mike: SS 2 : ne 
ke nc mi Ines ment profondes, corres 
La 
INA as a pondant au tracé youlu; 
} ‘J = 


cette roue est solidaire 
d'une autre roue a ro- 
chet D, qu’un cliquet a 
ressort R_ fait tourner 


d'une dent, chaque fois 
que l’on déplace le poin- 


con et le cadre, vers la 
gauche de la figure 134, 
c’est-a-dire chaque fois 


My 


A 
i). 
: 


an 
ui! 


que l’on trace un trait. 

la le A son retour, le taquet 
eS X bute contre une dent 
de la roue V, ou entre dans une des entailles plus ou moins profondes de 
cette roue ; les traits sont donc @inégales longueurs. La disposition et la pro- 


MACHINES A DIVISER LES LONGUEURS 393 


fondeur des entailles se déterminent facilement, en fonction de l’ordre de 
succession des traits longs et des traits courts et de l’angle dont tournent les 
roues D et V, a chaque déplacement du cadre PO. 

Nous allons maintenant donner la description sommaire d’une machine a 
diviser plus perfectionnée, due au constructeur Braver de Saint-Pétershourg ; 
nous empruntons la description et les figures au cours de Physique du profes- 


I 
g de 


sa grandeur naturelle, en plan dans la figure 135, et en élévation dans la 


seur Tu. Tu. Perrouscuewsky. La machine de Braver est représentée au 


figure 136, quand on la re- ” 
garde du coté KH (sur la = a | 
figure 135). La figure 137 


représenle s¢parément le 


tracoir, et la figure 138 une 
des parties de ce dernier. 
Dans les quatre figures, les 


mémes lettres correspon— 
dent aux mémes parties de 


la machine. 


On voit, sur Ja figurer35, 
Ja vis LQ, dont l’axe pro- 


longé recoit la roue mo- 


trice aa,, divisée en 100 


parties égales sur son pour- 


tour, ou se trouve en outre 


pratiquée une rainure hé- 
licoidale ; les spires de cette 
rainure ont été dessinées 


Fig 136 


plus larges qu’elles ne sont. 


en réalité, pour plus de 
clarté. Un vernier b (voir 
Chap. HI, § 2) permet de 


mesurer l’angle de la rota- 


tion de la vis produite par 
Ja manivelle W, 40,001 de 
circonférence pres. La vis 
traverse un écrou fixé au 
‘chariot NVV’, qui glisse sur 
la partie supérieure du hati 
ABCD. Sur le chariot est 
fixé le tracoir, qui se dé- 
place ainsi parallélement A 
Vaxe de la vis, quand cette 
‘derniére tourne; en réalité le tracoir est fixé 4 une plaque M (fig. 137} 

_ portée par le chariot, dans lequel elle peut coulisser perpendiculairement a 
i’axe de la vis. 
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Le tracoir (fig. 137 et 138) est construit de la maniére suivante. Sur la 
plaque M se trouve le cadre P, qui supporte Je levier TRX, a V’extrémité du- 
quel est fixé le burin g lui-méme. Ce burin se reléye automatiquement; il 
se déplace vers le point ou doivent commencer les divisions, s’abaisse jusqu’’ 
ce que la pointe touche la surface de la tige 4 graduer, se déplace horizonta-- 
lement de Ja longueur d’un trait, puis se reléve de nouveau. Tous ces mouve- 
ments se rép¢etent, quand une rotation conyenable de la téte de vis aa, ( fig. 136) 
a amené Je tracoir al’endroit ou doit étre marquée sur la tige la secoride divi- 
sion. La tige est maintenue, pendant tout ce temps, immobile sur la tablette- 
en fonte KH (fig. 135), a Vaide des lattes dd, qui peuvent étre vissées sur KH, 
4 une distance variable l’une de l’autre. Les mouvements du burin g que l’on 
a indiqués, s’effectuent 4 l’aide de différentes piéces de la machine. La tige e 


aaa 


(fig. 137) traverse librement le support 1 et une sphere placée 4 Vintérieur du 
cadre P ; elle est mise en mouvement, au moyen de la tige kl reliée a la borne 
fixe k, et du Jevier Jm qui lui est fixé en n, et se termine par la manette m. 
Deux disques circulaires 0 et o' viennent rencontrer la sphére précédente, 
quand on déplace la manette m A droite ou a gauche, et limitent ainsi la 
course de la tige e. Celle-ci souléve ou abaisse elle-méme la pointe g, a Vaide- 
de la roulette s. Si l'on continue a agir sur la manetle m, quand o ou o! sont — 
en contact avec la sphére, toute la plaque M se met alors en mouvement, et. 
avec elle le cadre P et le style g. C’est ainsi que l’on déplace le style vers Ja 
droite, pour tracer une division (c’est la position représentée par la figure 137), 
quand il est abaissé, et vers la gauche, quand il est relevé. Pour donner aux 
traits la longueur voulue, on se sert des vis 6 et » (cette dernidre n’est pas- 
représentée par la figure 138) qui traversent les appendices = et ¢, formant. — 
écrous, de la plaquette o; celle-ci est elle-méme fixée au chariot. Les posi-. 
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tions des extrémités de ces vis forment les extrémités de course du plateau M 
du chariot ; ces vis viennent en effet buter contre la roue u,, qui tourne, en 
méme temps que la roue 4 rochet u, autour d’un ‘axe fixé dans le plateau M. 
Le cliquet § fixé a la tige e, au moyen d’une lamelle recourbée yy, force la 
roue u, munie en tout de ro dents, 4 tourner chaque fois d’une dent, et, en 
méme temps la roue u,, 4 tourner du méme angle (c’est-’-dire de 36°). Cette 
derniére est creusée a sa péri- 
phérie de deux cavités diamé- 
tralement opposées, dont la 
profondeur peut étre réglée A 
Vaide de petites vis (voir la 
figure 138) placées au fond 
des entailles. Aprés chaque @; 


série de quatre mouvements 
successifs en arriere et en 
avant, la vis 6 pénétre dans 
une des cavités, de sorte que 
les traits cing et dix sont plus 


Fig 


Be 


138 


longs ; en outre, d’ordinaire, les dixitmes traits sont eux-mémes plus longs 
que les cinquitmes. En faisant tourner les deux vis mentionnées, on peut sup- 
primer complétement l’action des entailles, si on le désire, et tous les traits 
ont alors méme longueur. 

Pour déterminer la grandeur du pas de la vis, c’est-a-dire du déplacement 
du tragoir, dans une rotation complete de la vis, et pour étudier la vis elle- 
méme, qui n’est jamais parfaite, on place sur la tablette KH (fig. 135) une 
régle graduée exacte, et on dirige le microscope f (fig, 136), fixé au chariot, 
ssur l’un des traits dela graduation. On fait tourner alors la téte de vis aa,, jus- 
_qu’ace que le microscope se soit déplacé d’un nombre connu de divisions de la 
régle. Le pas cherché est égal & ce nombre, divisé par le nombre des rotations 
de la vis. Il est dés lors facile de déterminer l’angle, dont on doit faire tour- 
ner la téte de vis aa,, pour que les traits a tracer se trouvent 4 une distance 
donnée l’un de l'autre. 

Nous ne nous arréterons pas ici sur le rdle joué par le second vernier h,, 
placé auprés de la téte aa, de la grande vis LQ. 

La machine reproductrice des divisions des longueurs sert a reproduire exac- 
tement sur une tige A les divisions d’une autre tige Bdéja graduée, et qut 
sert de modéle. Nous ne ferons qu’indiquer l’idée fondamentale qui a conduit 
Ada réalisation de ces machines. 

La tige A a diviser et la régle graduée B sont fixées parallélement lune & 
l'autre ; au-dessus de A se trouve un tracoir C, au-dessus de B un micros- 
cope D. Les distances entre le tragoir C et le microscope D, et entre la tige A 
et la régle graduée B, demeurent invariables. Un des deux systemes A et B, 
ou C et D, peut se déplacer, dans le sens de la longueur de la tige A et dela 
régle B, a Paide d’une vis et d’un écrou, comme dans les machines A diviser 
décrites ci-dessus. La reproduction s’effectue de la maniére suivante. En dé- 
placant le systtme mobile, on améne l'une des divisions de la régle sous le 
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microscope (c’est-a-dire qu’on l’améne en coincidence avec le fil du réticule, 
que l’on voit dans le milieu du champ visuel du microscope), et on trace avec 
le style un trait sur Ja tige A. On améne ensuite la division de la régle, voi- 
sine de la premitre, sous le microscope, et l’on fait un nouveau trait sur la 
lige; on répéte cette manceuvre pour toutes les divisions de la régle que l’on 
désire reporter sur la tige. On voit qu’une machine a diviser ordinaire, munie 
d’un microscope, peut servir de machine reproductrice, si l’on peut fixer, 
aupres de la tige 4 diviser, la régle graduée qui doit servir de modile. 


2. Machine a diviser les cercles. — Cette machine sert 4 tracer des 
divisions sur les cercles, qui jouent un réle trés important dans les appareils 
ou l'on a a mesurer langle de rotation de l’une quelconque de leurs parties. 
La machine a diviser les cercles est une machine reproduclrice; elle sert a 
reporter, sur un cercle donné, des divisions déja tracées sur un autre cercle 
gradué, disposé horizontalement ; ce cercle, qui sert de modéle, constitue la 
partie la plus essentielle de la machine et en fait toute la valeur. 

La figure schémalique 139 permet de comprendre le principe de construc- 
tion de la machine a diviser les cercles.-Le cercle gradué AA est muni de 
dents sur son pourtour, et peut tourner autour d’un axe B, par lintermé- 
diaire d’une vis sans fin E, dont la téte C porte des divisions. Au-dessus des _ 
divisions du cercle AA, on place un ou plusieurs microscopes FF’. Le cercle QQ, 
sur lequel on désire reporter les divi- 
sions du cercle AA, est fixé concen- 
triquemenut a ce dernier et au—dessus 
de lui, au moyen de l’axe commun B. 
Le tragoir R se déplace le long de glis- 
siéres, qui forment comme un pont MN 
:au-dessus du cercle AA, ou sont dispo- 

sées A coté du cercle, dans la direction 

de l'un de ses rayons. Suivant la gran- 
deur du rayon du cercle QQ, on fixe le 
tracoir en un endroit de la glissiére 
Fig. 139 tel que la pointe a du style se trouve 

exactement au-dessus de la partie de QQ qui doit recevoir les divisions. En 
faisant tourner la téte G dela vis E, on améne successivementles traits ducercle 
AA sous le microscope F’, et l’on trace chaque fois, avec le burin a, un trait a 
la surface du cercle QQ, qui tourne en méme temps que le cercle AA. Le 
tracoir est encore construit de telle facon qu’automatiquement le burin 
s’éléve, s’abaisse et trace des traits de longueurs différentes en nombre déter- 


miné. 

En se servant des divisions de la téte C de la vis E, on peut, sans recourir 
aux microscopes F, tracer sur le cercle QQ des divisions équidistantes. On 
opere ainsi, quand on n’a pas besoin d’une grande précision, ou quand on a 
a tracer des divisions qui ne doivent pas correspondre 4 des grandeurs angu- 
- Jaires données d’avance. 

La figure 140 représente une machine & diviser les cercles; les lettres de 
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cette figure correspondent & celles de la figure schématique 139, Le cercle QQ 
du schéma n’a pas été figuré. On y voit lecercle gradué A qui sert de modeéle, 
la vis sans fin E avec la téte C munie d’un vernier, la pitce B qui sert & fixer 
le second cercle (QQ du schéma) sur l’axe du cercle A, le microscope F (figuré 


i —< jaa } 
MET 
! yey é 


Fig. 1ho 


en partie) ct le tragoir R dont le style peut se placer a une distance quel- 
conque de l’axe, en déplagant le tragoir le long des glissiéres MN, disposées 
ici latéralement et non en forme de pont ; nous ne décrirons pas la construc- 
tion spéciale du tragoir. Le cercle A est divisé en sixiémes de degré ; son dia— 
metre est de 25 centimetres. 

En 1893, a été construite 4 Washington une machine a diviser les cercles, 
dont tous les mouvements se font automatiquement. La division compléte 
d'une circonférence en 360 X 12 parties (de sorte qu’une division correspond 
a 5 minutes) est elfectuée, par cette machine, en 8 heures. 


3. Niveau. — Un niveau est un appareil auxiliaire qui sert & rendre 
horizontal un plan quelconque. II consiste, comme les cours de Physique 
élémentaire l’apprennent, en un tube de verre horizontal, dont la surface 
intérieure est faiblement courbée a sa partie supérieure dans le sens de la 
longueur, suivant un arc de cercle de trés grand rayon. Le tube est presque 
rempli d’un liquide trés fluide, 
et renferme en outre une pe- 
lite bulle de gaz; on prend 
d’ordinaire de |’éther sulfuri- 
que, de sorte que la bulle 
contient surtout des vapeurs 
d’éther. Sur la face externe supérieure, est tracée une graduation, au cen- 
tre de laquelle se place la bulle (entre deux repéres si le niveau est réglé), 
quand I’axe du tube, qui est paralléle a la lignedes repéres, est horizontal ; la 
bulle se déplace’d’un cété ou de |’autre, dés qu’on incline l’axe du tube sur 
Vhorizontale. 

La figure 141 représente un niveau fixé 4 une planchette L; la bulle se 
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trouve en M. A l'aide de la vis V, on doit tout d’abord régler la position du ’ 
tube, de telle sorte que la bulle M se place entre les reptres OO, quand le 
plan d’appui L est rigoureusement horizontal. Nous lJaisserons de cdté les 
manipulations auxquelles on proctde pour arriver a ce résultat. 

Un plan donné est horizontal, quand les bulles de deux niveaux, placés a 
angle droit sur ce plan, viennent se loger entre leurs repires. On peut, natu- 
rellement opérer cette vérification, & l’aide d’un seul niveau que l’on place 
-successivement dans deux positions perpendiculaires. 

I] existe d’autres niveaux, appelés niveaux sphériques, dont la surface in- 
terne supérieure est une petite portion de sphére de trés grand rayon. Au 
sommet de la calotte sphérique est tracée une petite croix ou un petit cercle 
-concentriquement auxquels la bulle vient se placer (le niveau élant réglé), 
quand le plan d’appui du niveau est horizontal. Les niveaux sphériques sont 
moins sensibles que les niveaux cylindriques ; mais ils sont commodes, pour 
un réglage rapide, car ils ont l’avantage de montrer, par une seule indication, 
Vhorizontalité d’un plan dans toutes les directions. 

Il faut toujours tenir compte de ce que les dimensions de la bulle varient 
beaucoup avec la température. 


4. Loupe, microscope et lunette. — Pour examiner plus en détail de 
petites divisions ou de pelits objets, on adapte & beaucoup d’appareils des 
loupes et des microscopes faciles a installer; le bon éclairage des objets a 
examiner joue ici un role trés important. Pour observation des objets éloi- 
gnés, on se sert de luncttes (ou de télescopes) qui, comme les microscopes, 
donnent des images renversées. 

Les microscopes et les lunettes en général se composent essentiellement, 
comme on sait, de deux systtmes de lentilles, l'un appelé objectif, l'autre 
oculaire, les lentilles du premier syst¢me pouvant étre remplacées par un mi- 
roir (télescopes). Le premier systeme donne une 
image renversée, réelle, dans le plan focal, plus 
éloigné de lobjectif que son foyer principal. Cette 
image est observée a l'aide de l’oculaire, qui joue 
le role d’une loupe simple ou composée, et donne 
une image agrandie, virtuelle. On place dans le 
plan focal qui, dans les lunettes, est toujours trés 
voisin du foyer principal de l’objectif, des «fils 
extrémement fins (fils de platine ou fils d’arai- 
gnée), dont la vue se superpose a celle de l'objet 
observé. La figure 142 représente, en coupe lon- | 
gitudinale, deux microscopes. O et O' sont les ob- 


jectifs, qui peuvent étre formés d’un plus ou moins 
grand nombre de lentilles. L’appareil de gauche 
ason plan focal en DD; c’est 1a que se forme l'image de l’objet donnée par 


Fig. 1h2 


Pobjectif et que se trouvent les fils du réticule. L’oculaire se compose de deux 
verres plan-conyexes, dont les convexités se regardent : cet oculaire s‘appelle 
Voculaire de Ramspen. L’appareil de droiteest muni d’un oculaire d’ Huyennns ; 


ft = ae 


Voted 


‘or 
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dans cet oculaire, les lentilles sont encore plan-convexes, mais clles ont cha- 
cune leur face plane tournée vers l’wil de l’observateur. Le plan focal D’D! 
et les fils du réticule se trouvent entre les deux verres, de sorte que la lentille 
inférieure A’ fait & proprement parler partie de l’objectif. 

Dans beaucoup de cas, on emploie l’oculaire de Gauss, représenté par la 
figure 143, dans lequel les fils sont éclairés d’une maniére particulitre. A 
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cet effet, le tube qui porte l’oculaire est percé d’une ouverture latérale, par 
laquelle passent les rayons d’une source lumineuse L, pour venir tomber sur un 
miroir plan Sp, qui les réfléchit vers la croisée des fils. Si l’on regarde a tra- 
vers une lunette, munie de cet oculaire, un 
miroir plan perpendiculaire 4 son axe, on voit 
simultanément la croix formée par les fils et 
son image réfléchie. Les deux croix doivent 
coincider, quand le point de croisemcnt des fils 
se trouve exactement sur l’axe (géométrique) 
de la lunette, et cette coincidence doit subsis— 
ter, quand l’ceil se déplace devant Voculaire. 
Lorsqu’il en est ainsi, on peut, 4 l'aide de cet 
oculaire, placer exactement Vaxe d’une lunette 


perpendiculairement & un miroir donné. 


Lamont et Asse ont remplacé le miroir plan 
incliné par un prisme 4 réflexion totale.La figure 
144 représente un oculaire du a F. Martens, 
dans lequel p est le prisme qui réfléchit, vers les fils, les rayons entrés par 


Fig rh 


Vouverture placée a gauche, 

La figure 145 représente différents réticules placés dans les plans focaux 
des microscopes et des lunettes en gé- 
néral; ils sont formés de systemes de 
fils, tendus dans des cadres annulaires 


suivant des dispositions différentes, 


selon le but auquel est destiné Vappa- 


Fig. 145 


reil. Dans beaucoup d’instruments ces 
réticules sont remplacés par des plaquettes de verre mince, sur lesquelles sont 
-tracés avec un diamant des traits trés fins. 

La construction des lunettes sera exposée plus en détail dans le tome II. 
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CHAPITRE III 


MESURE DES LONGUEURS ET DES AIRES 


4. Etalons de longueur. — Nous avons considéré, dans Je chapitre pré- 
cédent, quelques appareils que l’on ne peut regarder comme des instruments 
de mesure proprement dits, mais qui jouent un role important dans la cons- 
truction de ces derniers ou qui entrent dans leur constitution. Nous traiterons, 
dans les chapitres qui terminent Ja troisitme Partie de ce volume, des mé- 
thodes de mesure de quelques grandeurs, déja mentionnées a la page 367 ; 
nous indiquerons aux endroits convenables de cet ouvrage, comment on me- 
sure les autres grandeurs que nous rencontrerons plus tard. 

Pour pouvoir effectuer des mesures.de longueur précises, nous devons com- 
parer les échelles de nos appareils avec une échelle absolument stire, et, dans 
ce but, nous devons posséder des élalons de longueur exacts. 

Les étalons de longueur sont de deux sortes : 1) les élalons a bouls ; ce sont 
les moins précis ; leur longueur est représentée par la distance, a une tempé- 
rature délerminée, de deux plans paralléles tangents aux cxtrémilés Iégére- 
ment arrondics de l’étalon, et menés perpendiculairement A l’axe de cet 
étalon ; 2) les étalons a traits, dont la longueur est représentée par la distance, 
a’ une température déterminée, de deux traits 
tracés sur Jeur surface perpendiculairement a leur 
axe. 

Les métres-élalons les plus précis se préparent ac- 
tuellement au Bureau international des poids et me- 
sures, fondé a Sevres, prés de Paris, et entretenu 


aux frais de presque toutes les nations civilisées. 

Ces étalons sont formés d’un alliage de go °)) de 
platine et de ro °/, d’iridium, dont la densité est de 
21,53; leur forme est représentée par la figure 146; 
la section transversale ressemble A un X: cette: 


forme a été choisie, parce qu'elle parait, d’aprés 

Fig. rh6 - les travaux de Tresca, présenter le maximum de 
résistance ’ Ja flexion. Les deux traits sont tracés sur le fond de Ja rainure 
supérieure, 4 1 centimétre de distance de chacune des extrémités ; le plan, 
sur lequel ils se trouvent, passe par le centre de gravilé de I’étalon. Le pro- 
totype original du mitre est I’étalon construit en 1799 (sur lequel sont gra- 
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vés les mots « pour tous les temps, pour tous les peuples »). La Commission in- 
‘ternationale a d’abord fait prendre une copie de cet étalon, puis avec cette 
derniére a fait établir les 31 premiers étalons qui, en 1891, ont été répartis, 
par voice de tirage au sort, entre les différentes nations, ayant pris part a 
Pétablissement du Bureau international des poids et mesures. 

La copie n° 8 a été attribuée a la France ; sa longueur est de 


Im—o,4u + [8,649¢ + 0,00100 0?) 2, 


ou t est la température exprimée en degrés de l’échelle normale adoptée dans 
le Service international des poids et mesures, et ou == 0,001 mm. A 0°, cette 
longueur est donc égale A 1m — 0,4p. L’exactitude de cette détermination 
séleve, 4 une température moyenne, jusqu’a deux dix milliémes de milli- 
metre. 

La vrate lonqueur du mélre, prise pour unilé de longueur, est représentée par le 
métre quit est conservé, comme prototype international, au Bureau des poids et me- 
sures, dans le pavillon de Breleuil a Sévres, prés de Paris ; mais, dans chaque Etat 
particulier, c’est l’étalon qui lui appartient, qui sert de prototype de lunité 
dle longueur. Ces divers prototypes ne different pas entre eux de grandeurs 
appréciables, dans l'état actuel de Ja technique ct des méthodes de mesure. 

Les étalons, qui ne doivent pas posséder un aussi haut degré d’invariabilité 
que les prototypes, peuvent ¢tre établis, avec diverses mati¢res moins cot- 
teuses. GuILLAuME a proposé d’employer dans ce but certains alliages d’acier 
et de nickel étudiés par lui (Arch. des se. phys. et nat., 4° période, vol. 15, 
p- 403, 1903). 

Pour comparer entre eux les différents ¢lalons, on se sert d’un appareil 
appelé comparateur. Nous indiquerons, au § 4, le principe sur lequel repose 
sa construction. 

La question a été soulevée, a plusieurs reprises, de savoir si Ja perte ou une 
variation graduelle de l'unité de longueur choisie n’étaient pas possibles, a la 
suite de quelque grande catastrophe ou cn raison de l'usure progressive des 
étalons. Il paraissait désirable que lon {tit en état, dans un tel cas, de retrou- 
ver exactement la longueur du métre perdue. Le savant américain MicnELson 
a montré que cela était possible, et il a proposé de déterminer le rapport du 
métre 4 une longueur que l’on pourrait obtenir par des observations d’un 
phénoméne déterminé, ne dépendant que des propriétés fondamentales de la 
maliére ou de l’éther. La propagation des vibrations lumineuses, dans l’air, & 
une température et une pression délerminées, ou dans le vide, est un phéno- 
mene de ce genre. 

Nous avons déja dit, plusieurs reprises, que la lumicre peut étre considérée 
comme un mouvement vibratoire harmonique, qui se propage dans un milieu 
particulier appelé éther. Les radiations des différentes couleurs du spectre se 
distinguent par leur période de vibration, et, 4 chaque radiation de couleur 
(réfrangibilité) donnée, correspond une longueur d’onde bien déterminée Y. 
Suivant la proposition de Micuetson, il faut prendre la longueur d’onde 
d’une radiation déterminée, dans des conditions fixées d’une maniére abso- 
lument rigoureuse, comme unité de longueur primordiale, et déterminer une 

Cuwotson, — Traité de Physique I,, d 26 
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fois pour toutes son rapport a la longueur du métre. Dans ce but, Micnrrson 
a choisi trois radiations, une rouge, une verte et une bleue, émises par les | 
vapeurs incandescentes du cadmium. Il a trouvé que dans lair, 4 la tempé- 
rature de 15°C. et sous une pression de o",76 de mercure, on avait 


pour la radiation rouge . . . 1 métre = 1553163,6 Aq, 
pour la radiation verte. . . . 41 metre = 1966249,7 As, 
pour la radiation bleue. . . . 1 métre = 2083372,1 ds, 


X1, Ao et Ay étant les longueurs d’onde des trois radiations choisies. On en dé- 
duit inversement 
a 0,64384722 u 
dy = 0,50858240 p 
hs == 0,47999107 
ou p = 0" ,001 ('). 
_ Nous ferons connaitre au tome II d’autres travaux (Benorr, Péroret Fasry) 
se rapportant a la mesure des petites lonqueurs, 4 Vaide des ondes lumineuses. 
Dans la mesure des dimensions des corps solides, on suppose que ces 
dimensions sont indépendantes de la position et du mouvement des corps 
dans l’espace. Nous verrons dans le Tome II que plusieurs savants (I'irzGERALD, 
fl. A. Lorentz, etc.) ont indiqué qu’il est possible que toute matiére, dans 
son mouvement & travers l’éther, subisse (avec la Terre) une dilatation dans 
la direction du mouvement, pendant que les dimensions perpendiculaires a 
cette direction restent constantes. Gependant ce changement serait toujours 
tres petit ; théoriquement le changement relatif de longueur doit étre pro- 
portionnel a u? : v?, oti v désigne la vitesse de la lumitre et u la vitesse du 
mouvement du corps a travers l’éther. 


< 
2. Vernier. — Le vernier est un instrument qui sert 4 évaluer le dixieme, 
par exemple, des divisions d'une régle divisée ou d’un cercle divisé. Dans le 
premier cas il est formé simplement 


d'une réglette, qui peut glisser le 
long de la régle graduée, et qui est 
partagée le plus souvent en dix par- 
ties, dont la longueur totale est 
égale a neuf (fig. 147), ou a onze 
(fig. 149) divisions de la grande 
régle. Dans l'une et lautre dispbdsi- 
tion, chaque division du vernier 
difftre de 0,1 de la valeur d'une di- 
vision de la régle, mais, dans la pre- . 
mitre disposition, les divisions du 


Fig. rhg vernier doivent courir dans le méme 
sens que celles de la régle (fig. 147 et 148), et dans la seconde, elles doivent 


(*) Micuerson. — Travaux et Mémoires du Bureau international des Poids et Mesures, 
t, X15 Journ. de phys. (3) 3, p. 5, 1894. 
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courir en sens inverse (fig. 149). La figure 148 montre comment, a l’aide du 
vernier CD, on mesure une longueur EC, placée le long dela régle AB, a 
moins d'un dixiéme des divisions de cette derniére. Le vernier étant amené 
contre EC, son septi¢me trait coincide avec un trait de la regle. Le sixitme 
trait du vernier est distant, du trait (a) le plus voisin de la régle, de 0,1; le 
cinquiéme est distant, du trait (b), de 0,2; le quatriéme, de 0,3, et ainsi-de 
suite. Il est donc évident que EC = 12,7 divisions de la regle; EC a exacte- 
ment la méme longueur sur la figure 149. 

On emploie presque exclusivement les verniers du premier genre, et on 
regarde le point de l’échelle qui se trouve en face du point zéro du vernier. 
On lit immédiatement les divisions entitres de l’échelle, et le nombre de 
dixiémes est déterminé par le numéro d’ordre du trait du vernier, qui coincide 
avec un trait de la régle. 


3. Micrométres. — Les micrométres sont des appareils, ou des parties 
d’appareils, qui servent A la mesure des dimensions linéaires des objets trés 
petits. ) 

On emploie quelquefois la méthode suivante, pour mesurer les corps mi- 
croscopiques. On place, dans le plan focal de lobjectif d’un microscope, ot 
peut se trouver un réticule (page 398), une plaque de verre mince, sur la- 
quelle sont gravés des traits paralléles équidistants et assez longs (fig. 150 et 
191); supposons qu’il y en ait n dans 1 millimetre. On voit simultanément, 
a travers l’oculaire, ces traits et l'image de l’objet & mesurer, fournie par l’ob- 
jectif ( fig. 151). Les dimensions de cette image se trouvent donc immédiate- 
ment déterminées. Les dimensions réelles de l’objet sont k fois plus petites, 
si k désigne le grossissement produit par l’objectif. Pour déterminer k on 


Fig. 150 


considére, dans le microscope, une autre échelle assez fine pour que quelques- 
uns seulement de ses traits soient apercus dans le champ visuel ; supposons 
qu'il y ait m de ces traits dans 1 millimétre. La figure 152 représente le champ 
visuel, avec les deux échelles vues simultanément; 1 — 1, 2 — 2,3 —3 
sont les traits de l’échelle auxiliaire. On détermine alors, combien de divisions 
d’une échelle couvrent un nombre déterminé de divisions de l’autre, et on en 
déduit combien de divisions de |’échelle oculaire (supposons p) sont égales a 
une division de l'image de |’échelle auxiliaire, dont la grandeur apparente est 


égale a La millimetres. L’égalité k — P donne le nombre cherché k. 
8 m e! m n 
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Il existe un grand nombre de microm¢étres, dans lesquels la mesure est ba- 
sée sur la détermination du nombre de tours d’une vis a pas tres fin et trés 
régulier, qui tourne dans un écrou; ces vis se nomment des vis micromélriques. 
On compte leurs tours et fractions de tour, sur une téte munie de divisions 
et d’un index fixe, ou parfois d’un vernier. Les dimensions des corps 4 me- 
surer sont déterminées par la grandeur de Ia rotation de Ja vis, par le mou- 
vement de translation de la vis elle-méme, ou de certaines parties de 
l'appareil. 

La figure 153 représente un micrométre, qui peut servir également a la 
mesure des dimensions linéaires des corps tres petits, quand on emploie en 
méme temps un microscope, dont Voculaire est muni d’un réticule. On place 
le cadre du micrométre sur le porte-objet du microscope ; une traverse e soli- 
daire de ce cadre sert d’écrou a la vis. La téte de vis wi peut étre fixée dans 
une position quelconque a la 


vis au moyen du petit disque 
l. La rotation de la vis fait dé- 
placer la plaque aa, qui porte, 
dans une ouverture circulaire, 


une plaquette de verre. C’est 


| 


| 
wT 


mT 
ll HH 


- sur cette derniére que l'on pose 
Yobjet & considérer, en faisant 


en sorte que la longueur a me- 


Fig 153 


surer soit paralléle a l’axe de la 
vis. On fait tourner alors la téte t@ de maniére A amener la coincidence, d’abord 
de lune des extrémités de la lignea mesurer, ensuite de l’autreextrémilé, avec 
le point d'intersection des fils du réticule. On note chaque fois la position de 
la vis, en lisant Jes tours entiers sur l’échelle m, qui se trouve sur la plaqué bb, 
et les fractions de tour, sur la téte de vis wi. La différence des deux lectures 
donne la longueur cherchée. 

On peut encore ranger, parmi les micrométres, lappareil représenté par la 
figure 154, qui sert a la détermination des épaisseurs des plaques et des dia- 
metres des fils. Si l’on fait D 
tourner la téte de vis D, le 


cylindre Eet la vis C prennent 
un mouvement de transla- 
tion. L’objet A mesurer se 
place entre l’extrémité de la 


vis et le téton qui est en saillie 


en w; on amene d’abord la Fig. 154 


vis en contact avec le téton et l’on fait une lecture sur l’échelle B divisée en 
millimetres et sur Je cylindre E, dont la circonférence est partagée en 100 
pariies. Quand l’extrémité de la vis C appuie contre le téton, ou contre objet 
a mesurer, on n’augmente pas la pression de la vis sur le téton ou sur l’objet 
emprisonné, encontinuant a faire tourner la téte de vis, car D est monté libre- 
ment sur cette vis. 
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Un micrométre électriqne tres sensible est di & Pu. Scuaw (‘). Au contact 
de la vis micrométrique avec le corps & mesurer se forme un courant élec- 
trique tres faible (0,o002 ampére), ce qui donne naissance 4 un bruit dans 
un téléphone. 

Guiter (C. R. 146, p. 465, 1908) a indiqué une intéressante méthode 
électrique pour mesurer les trés petites longueurs, par exemple les déforma- 
tions d’un corps solide (allongement mécanique, dilatation thermique, flexion, 
torsion, etc.). 

Une bobine plate G, invariablement liée 4 Ja dimension dont on veut éva— 
luer la variation, est disposée entre deux bobines fixes A, B, de méme axe 
que la bobine C. Une force électromotrice variable est intercalée dans le cir- 
cuit A + B, et la bobine C est intercalée dans le circuit d’un indicateur con- 
venable de courant ; enfin les courants variables qui alimentent les bobines A 
et B, produisent sur C des effets d’induction opposés (Tome IV). On com- 
mence par déplacer C de facon a lui faire prendre la position pour laquelle le 
potentiel mutuel m du systtme A -+- B, C est nul, puis on produit le phéno- 
méne mécanique ou physique qui change de < la position de C, 

Si l’induction est produite en établissant ou supprimant un courant cons— 
tant n fois par seconde, on a pour l’intensilé moyenne du courant induit, 
nN Am 

= 


iia 


Pour une autre valeur <’ du déplacement, on aurait 
d’oti la relation 


si on a soin de régler Ie circuit de facon ’ amener toujours le spot sur la 
méme division de l’échelle. Or, en cbhoisissant convenablement les dimensions 
des bobines, ainsi que leur écartement, on a, dans les conditions des expé- 


riences, 


Am An’ 
oe 


dott 
bth soem l’ . 


On tare l’instrument en donnant a = une valeur connue. J.a sensibilité de 
ce comparateur est en quelque sorte illimitée et sa manipulation est tres com- 


(1) Phil. Mag. (5) 50, p. 537, 1900; Phys. Rev. 16, p. 140, 1903 ; Proc. R. Soe, 
76, p. 350, 1905 ; 77, p. 340, 1906. 
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mode en raison de la variété des moyens de compensation dont on dispose : 
sensibilité des galvanométres, nombre de spires des bobines, écartement des 
bobines, {réquence de linterrupteur, etc. 


4. Micrométre oculaire. — Ce tres précieux appareil de mesure s’adapte 
4 loculaire des microscopes et des lunettes. II est placé dans une boite plate a 
(fig. 155), qui entoure le tube A de l’oculaire. De l’extérieur, on ne voit que 
Ja téte b de la vis micrométrique, qui sert 
a déplacer, parallélement & eux—-mémes, un 
ou plusieurs fils de Voculaire. La figure 156 
représente la construction intérieure du mi- 
crometre ; K est la boite plate, a l'intérieur de 
laquelle se déplace un coulisseau formé par 
une plaque p, qui porte, par exemple, un. 


seul fil ed. A cette plaque sont fixées trois 
bornes K,, K,, K; ; Ky est percé d’un trou fileté, 


a travers lequel passe la vis micrométrique qui 
n’a pas de mouvement de translation; K, sert uniquement de guide, et le 
prolongement lisse du corps de la vis traverse librement ce guide. La méme. 
chose a lieu pour Ja borne K, et la tige F, dont l’extrémité de gauche est 
fixée a la paroi inlérieure du cadre K. Un ressort puissant, qui entoure la 
tige I, agit en sens inverse de Ja pression de la vis micrométrique; ce ressort 
supprime le point mort de la vis, et provoque, lorsyu’on tourne la vis vers la 
gauche, le retour (vers la droite) du coulisseau. Le fond de la boite K est 


a qn riet ly 
nM = 


Kul 


salam 
LT 
E 


Fig. ro6 


percé d’une ouverture circulaire : deux fils fixes sont tendus suivant deux dia- 
metres rectangulaires de cette ouverture; la figure 156 les représente toys 
deux ; leur point d’intersection o doit ¢tre sur l’axe de l'appareil. 
Pour mesurer la longueur d’une ligne quelconque, il faut que cette ligne 
soit tout entidre dans le champ visuel, et qu’elle soit perpendiculaire au 
fil ed. On fait tourner M, jusqu’a ce quele filed coincided’abord avec une extré- 
mité de l'image de la longueur & mesurer, puis avec l’autre extrémité, La 
-différence des lectures donne le nombre de rotations de la vis, qui correspond. 
4 la longueur de l’image. Pour obtenir la longueur réelle de la ligne, il faut 
alors déterminer ce que l’on appelle la valeur d'un tour de la vis, qui dé- 
pend entre autres de la distance de Vobjet a la lunelte. On a donc a trouver la 
longueur réelle d’un objet, dont l'image dans la lunette a une longueur égale 
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au déplacement du fil ed, pour un tour de la vis. Pour déterminer cette 
grandeur, il faut mettre une rigle, graduée aussi exaclement que possible, a la 
place de l’objet 4 mesurer, ou parallélement a cet objet, de telle fagon que les 
images d’au moins deux de ses traits apparaissent dans le champ visucl, et 
qu’elles soient paralléles au filed, que l’on améne a couvrir d’abord l’un, puis 
Pautre trait. Connaissant la valeur réelle des divisions de la régle, on déter- 
mine le nombre de tours de la vis, qui correspond au déplacement du fil ed 
dune division, et il est alors facile de trouver la longueur de la régle graduée, 
qui correspond a un tour de Ja vis micrométrique. 

Nous avons parlé au § 4 de ce Chapitre (page 401) d’appareils appelés com- 
parateurs, qui servent & la comparaison de deux étalons de mesure. Il est 
facile de comprendre, d’aprés ce qui précede, le principe de leur construction. 
Le comparateur de Brunner, dont on se sert au Bureau international des 
poids et mesures, est disposé comme il suit. Deux microscopes, munis de mi- 
crometres oculaires, sont installés verticalement, 4 une distance de un metre, 
par exemple, l’un de l’autre. Chacun d’eux est fixé, en regard de l'autre, sur 
un pilier trés solide. Au-dessous des microscopes, se trouve une longue 
caisse, dans laquelle sont placés cote 4 cote les étalons 4 comparer, Cette caisse 
peut se déplacer perpendiculairement a sa longueur, c’est-a-dire perpendicu- 
lairement au plan vertical qui passe par les axes des microscopes. On améne 
dabord un étalon sous les microscopes, et l’on fait coincider ses traits extrémes 
avec les fils des appareils ; on déplace ensuite la caisse, de maniere a amener 
Vautre étalon sous les microscopes, et l’on fait de méme coincider ses traits 
extrémes avec les fils des micrométres oculaires, que l’on déplace en consé- 
quence. La différence algébrique des déplacements des deux micrometres, 
comptés positivement dans un sens, négativement en sens contraire, déter- 
mine la différence cherchée des longueurs des deux étalons. 

La Commission des poids et mesures & Berlin (Kaiserl. Normal-Aichungs- 
Kommission) se sert d'un comparateur de Repsotp ; Pensxy (') a donné la des- 
cription détaillée de cet appareil. D. Draxonorr () a proposé une modification 
de forme dans la construction du micrométre oculaire. Zeiss d’léna a cons- 
truit des micrometres de formes trés simples, qui servent, dans les labora- 
toires, a la mesure des spectres photographiques, etc. 

Laray (C. R. 433, p. 867, 190%) a construit un comparateur trés exact 
pour les é/alons a bouls. 

Le Standards Department of the Board of Trade de Londres a construit un 
comparateur principalement destiné a déterminer Ja dilférence entre une 
longueur normale (Jmperial Standard Yard) et ses copies. Ilrepose sur l’interfé- 
rence des rayons lumineux (Tome II); le micrometre oculaire des micros— 
copes est remplacé par une partie d’interféroméetre (miroir mobile) ; en obser- 
vant le déplacement des franges d’interférence, on peut obtenir une tres 
grande précision. La largeur du trait sur l’/mperial Standard Yard correspond 


(') Zeitschr. f. Instrumentenkunde, 45, p. 313, 353, 1895. 
(?) Journ, de la Soc. phys.-chim. russe, 18, p. 120, 1886. 
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a 45 franges d’interférence environ; il doit d’ailleurs étre indiqué que les 
traits sur les anciennes mesures de longueur sont beaucoup trop larges et ir- 
réguliers pour les nouveaux comparateurs. L’australien Gracson a trouvé 
une méthode pour tracer les traits minces, telle qu’un pouce en contient 
jusqu’a 120000; on peut donc regarder la question importante de la cons 


truction des longueurs normales comme résolue. Le comparateur du Standards 
Depariment a été décrit par Turron (Phil. Trans. 240, p. 1, 1909 ; Nature 
82, p. 338, 1910). 


5. Sphérométre. — Cet instrument sert & déterminer l’épaisseur des 
plaques, a rechercher les inégalités d’une surface plane, & mesurer enfin le 
rayon de courbure des surfaces sphériques, miroirs, lentilles, etc. La figure 157 
représente un sphéroméetre ; il se compose d’un trépied, au centre duquel est 
fixé un écrou, ot passe une vis micrométrique IF, dont l’axe porte un limbe 
circulaire E, Ce dernier porte sur son pourtour une graduation comprenant, 


ate alae 5 tet nae 
d’ordinaire, Soo divisions. La vis aun pas tres régulier et égal a ; millimétre ; 


sur l’une des branches du trépied est fixée, parallelement & l’axe de la vis, 
une régle graduée D, divisée en demi-millimétres, de sorte que dans une 
rotation complete de la vis, 


oom 
SSN 


mu 


a0. 


le limbe IE s’éléve ou s’a- 


baisse d’une division. de 
cette échelle. L’échelle I> 
peut done servir a détermi- 


MOREREESRASSERSERERR SE! 
Ey 


ner le nombre des rotations 


completes de la vis. En tour- 


nant la téte de la vis, qui se 


termine inférieurement par 


une pointe mousse, on 


ameéne finalement cette der- 


=—— = niere en contact avec la sur- 


Fig. 157 face A, sur laquelle repose 
lappareil.Cerésultat ne peut 

s’obtenir qu’au sentiment : quand la pointe de la vis se trouve au-dessus de 
la surface, de légers déplacements, imprimés a Vappareil avec la main, le font 
glisser tout entier sur la surface ; si, au contraire, la pointe de la vis est trep 
abaissée, tout l'appareil tourne autour de cetle dernitre, comme autour d’un 
axe, ou vacille tantot d’un codté, tantot de Pautre, autour de la pointe, car 
lun des trois pieds ne touche pas la surface. Si l’on place le sphérometre sur 
Ja caisse résonnante d’un diapason, les petites oscillations de l’appareil autour 
de la vis se percoivent facilement. Pour saisir le moment ou se produit le 
contact de Ja vis aveé son point d’appui, il faut une certaine pratique. Si l'on 
a 4 déterminer I’épaisseur d’un objet quelconque B, on amene d’abord la vis 
en contact avec le plan A, sur lequel repose l'appareil, et l’on note la division 
de l’échelle D et celle du limbe E, qui se trouvent en face l’une de l’autre. 
On soultye ensuite la vis, de maniére 4 pouvoir glisser dessous l’objet & me- 
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surer, puis on l’abaisse jusqu’a lui faire toucher la face supérieure de cet 
objet, et on fait une seconde lecture. La différence des deux lectures déter- 
mine l’épaisseur cherchée de l'objet. 

La précision des mesures dépend de l’exactitude avec laquelle on saisit 
Vinstant ou la pointe de la vis entre en contact avec la surface placée au des- 
sous d’elle. Dans le sphérométre de Perreaux, c’est l’appareil lui-méme qui 
avertit de cet instant. La vis est percée, suivant son axe, d’un canal, dans 
lequel passe une tige, dont la pointe inférieure sort légtrement en bas, et 
dont l’extrémité supérieure est constamment en contact avec un systéme de 
deux leviers trés sensibles. La tige est soutenue A l’intérieur de la vis, soit 
par son frottement sur les parois du canal, soit par un renflement ménagé a 
sa partie supérieure. Quand la vis monte, la tige Ja suit; quand elle s’abaisse, 
la tige ’accompagne encore ; mais, dés que l’extrémité inférieure de la tige 
touche la surface du corps, elle s’arréte, la vis seule continue & descendre et 
Vextrémité du second levier commence alors & se déplacer, sur un cadran 
divisé ; le déplacement de ce levier est proportionnel & la longueur dont on a 
dépassé la position de la vis correspondant au début du contact. 

Le sphérométre peut servir & mesurer les rayons des surfaces convexes ou 
concaves des plus grandes lentilles 
optiques. A cet effet, on détermine la 
hauteur h du ménisque, dont le 
rayon de base r est égal au rayon 
de la circonférence passant par les 
pointes des trois pieds. On a alors 

Tae h é 
Fe 4 adem On emploie plus 
commodément, dans le méme but, 
des sphérométres dont la base est 


un cylindre circulaire a paroi trés 
mince de rayon connu r('). ABBE 


a construit un sphérométre, pour 
la détermination du rayon de cour- 
bure R des lentilles, dans lequel la 
lentille est placée, par en haut, sur le en a i iz 


bord circulaire horizontal d’un cy- 


lindre @ paroi mince. Une tige verli- il] Ta | l in 


cale, qui se déplace suivant l’axe de 


ce cylindre, est amenée par en bas 


contre la surface de la lentille (?). 
La figure 158 représente le sphé- 


rométre de Witp, qui est extréme~ 
ment sensible. La téte D de la vis micrométrique est placée en face d’une échelle 
KE; la lecture se fait & l'aide d’un microscope L. A l’extrémité supérieure de la 


(*) Voir Czapsx1. — Zeilschr. f. Instr., 7, p. 297, 1887. 
(?) Voir Purrricu. — Zeilschr, f. Insir., 12, p. 312, 1892. 
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vis, se trouve une petite surface plane H, sur laquelle on place le corps dont 
on veut mesurer l’épaisseur. Une petite tige traverse librement un anneau 


Ce] 


Fig. 160 Fig. 161 


qui se trouve au-dessus de H ; l’extrémité in- 


{érieure de cette tige est en forme de coin ; 


Totiiitit 


iF son extrémilé supérieure arrondie vient buter 
contre un niveau sensible, qui peut tourner 


librement autour d’un axe, placé un peu a 
gauche de la tige sur la figure. Les lectures 


se font & deux reprises, d’abord sans le corps 


4 mesurer, ensuite en placant ce corps sur le 
’ ¢ 


plateau H, et chaque fois au moment ou la 


tige a amené le niveau dans la position hori- 
zontale, c’est-a-dire quand Ja bulle se trouve 


entre ses repéres (le niveau ¢étant réglé), Un 
autre sphérometre également trés sensible est 


dt & Common ('). é 


6. Cathétometre.— Ce précieux instru- 
ment sert & mesurer la distance verticale de 
deux points. On distingue les cathétométres 
a’ une ou a deux lunettes. La figure 159 
représente un cathétométre 4 une lunette; la 
figure 160 donne une coupe de sa partie in- 
{érieure, et la figure 161 une coupe de sa 

partie supérieure. La cons- 


truction de Pappareil est la 
suivante. Une colonne cylin- 
= drique en acier S est montée 


sur un trépied D a vis calan- 


—— == = tes m;cesvis servent a rendre 
la colonne verticale. Celle-ci 
est munie, & sa partie infé- 
rieure, d'un tourillon conique C, (fig. 160), et & sa partie supérieure, d’une 


. Fig. 25g 


(‘) Voir Narone (en anglais), 48, p. 396, 1893. 
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petite cavité (fig. 161), destinge 4 recevoir une vis E. Cette vis traverse le 
chapeau P d’un manchon en laiton H, qui entoure la colonne (ce manchon 
n’est pas visible sur la figure 159); ce manchon est guidé A sa partie infé- 
rieure, par un collier R tourné en cone & l’intérieur et qui s’appuie sur le 
tourillon C. En faisant tourner la vis E, on souléve le tube H, quise trouve ainsi 
suspendu sur pivot, et qui peut tourner autour de l’axe de la colonne S$; on 
peut fixer ce tube dans une position déterminée, & l'aide d’une vis qui n’a 
pas été représentée. En outre, le long du manchon Hi est fixée une échelle M, 
-divisée ordinairement en millimetres. 

Le long de l’échelle graduée glissent deux chariots F et F’, dont l’un porte 
une lunette B et un niveau L; ces deux chariots sont réunis par une vis 
micrométrique J ; le chariot inférieur I” peut étre fixé, & une hauteur déter- 
minée de Ja régle, par une vis de pression K, et, en faisant tourner la téte dela 
vis micrométrique J (qui ne fait que tourner dans l’écrou porté par F’), on peut 
imprimer au premier un léger mouvement vers le haut, ou vers le bas, et en 
méme temps a la lunette B. Une corde a boyau, qui s’enroule sur une poulie 
T, porte un contre-poids Q et le chariot F, que l’on peut ainsi abaisser ou 
élever. A la partie supérieure du chariot F se trouve un ressaut V, qui porte 
Vaxe horizontal en acier a du cadre G'GG' : on peut faire tourner le cadre 
-autour de cet axe, au moyen de la vis o. La lunette B repose dans deux 
bagues identiques, portées par ce cadre ; le niveau L est placé au-dessus de la 
lunette et on peut faire varier la direction de son axe, en abaissant ou en éle- 
vant une de ses extrémités, sans toucher 4 la lunette ou au cadre G'GG’. 

Avant d’effectuer une mesure avec un cathétomiétre, il faut le régler. Nous 
nous contenterons ici d’indiquer les conditions auxquelles doit satisfaire un 
-cathétometre bien réglé. 

1. L’axe optique de la lunette, qui passe par le point de croisemeut des fils 
-du réticule, doit coincider avec son axe géométrique. Cette condition sera réali- 
-sée, quand on pourra faire tourner lalunette autour de son axe (géométrique), 
sans que l'image d’un point quelconque de l'objet observé quitte le point de 
-croisement des fils. 

2. L’axe du niveau (paralléle & la ligne des repéres) doit ¢tre paralléle a 
Vaxe géométrique (et par suite a l’axe optique) de la lunette, c’est-a-dire que 
la bulle doit se trouver entre ses repéres, quand l’axe de la lunette est hori- 
zontal. Pour réaliser cette condition, on agit sur la vis o et sur la vis du ni- 
yeau, jusqu’a ce que la bulle reste entre ses repéres, dans le relournement bout 
_pour bout de la lunette et du niveau (de telle fagon que l’objectif et Voculaire 
échangent leurs positions). 

3. L’axe de rotation du cathétométre doit étre rendu exactement vertical, et 
par suite perpendiculaire A l’axe de la lunette et du niveau. On y arrive, en 
-agissant sur la vis o et sur les vis calantes m (fig. 159), jusqu’a ce que la 
bulle du niveau reste entre ses rep¢res, dans quatre positions du manchon HI, 
-A go’ une de l'autre. 

Nous n’entrerons pas dans plus de détails au sujet des opérations de ce 
réglage, car elles sortent du cadre de notre ouvrage. 

Pour mesurer la distance verticale de deux points, qui peuvent d’ailleurs 
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ne pas étre sur la méme verticale, c’est-a-dire pour déterminer de combien 
l'un d’eux se trouve au-dessus de l’autre, on déplace la lunette jusqu’a ce que 
l'image du premier point vienne coincider avec le point de croisement des fils 
du réticule. On fait alors une premiére lecture sur I’échelle du cathétométre, 
en se servant d’un vernier placé en F’, On en fait une seconde, quand l'image 
du deuxiéme point a été également amenée en coincidence avec le point de 
croisement des fils du réticule. Pour réaliser ces coincidences, on enleye ou om 
abaisse la lunette, et on fait tourner Je manchon autour de son axe vertical, 
quand les deux points ne sont pas sur une méme verticale. La différence,. 
entre les deux nombres obtenus par ces lectures, donne Ja distance verticale 
cherchée des deux points. 

La figure 162 représente un cathétoméetre, dont la construction differe beau- 
coup de celle que nous 
venons de décrire. Pour 
plus de clarté, la partie 
supérieure a été figurée 
détachée ; A est la co- 
lonne intérieure, B le 
manchon cylindrique. 
Dans une rainure lon- 
gitudinale de ce cylin- 
dre, est encastrée une 


rogle divisée en verre. 


Le chariot C porte une 


entaille sur le coté, pour 


laisser passer l’échelle 


M ; un cadre recfangu- 
laire, qui porte la lu- 
nette, est fixé & C, Le 
cadre et la lunette sont 


eux-mémes munis. 
d'une entaille, dans la- 
quelle passe l’échelle. 
Le coté de l’échelle, qui 
porte la graduation, se 


trouve dans le champ 
visuel de Voculaire de 
la lunette, de sorte que 
Yobservateur apercoit _ 


en méme temps lé- 
chelle et le fil sur lequel 
se trouve le point ob- 


Fig. 162 


servé. Les avantages de cette construction se voient immédiatement, 
= r x Xx hd > 
Il existe encore des cathétométres A deux lunettes, munies chacune d’un 
oculaire micrométrique, dans lequel le fil mobile doit étre horizontal, 
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7. Mesure des aires. Planimétres. — On a parfois 4 mesurer 
laire limitée par une courbe de forme plus ou moins réguliére, tracée, par 
exemple, sur une feuille de papier. On peut obtenir une valeur approchée de 
cette aire, en découpant la partie correspondante de la feuille, et en compa- 
rant son poids a celui d’un 
carré ou d'un cercle dé- 
coupédans la mémefeuille. 

On obtient plus exacte- 
ment la grandeur cher- 
chée, a l'aide de ce que 
Vonappelle un planimétre. 
Nous ne _ considérerons, 
parmi les nombreux ap- 
pareils de ce genre, que 
les planimétres d’AmsLerR 
et de Pryrz, sans en expo- 
ser la théorie. 

La figure 163 représente 
schématiquement le plani- 
metre d’Amster (‘). Cet ap- 


pareil se compose de deux 
tiges GC et PCr, reliées Fig. 163 

en C par une charnieére ; 

Ja premitre se termine pir une pointe destinée a étre fixée en un point du 
plan, sur lequel est tracée la courbe qui limite Vaire 4 mesurer. La seconde 
tige porte une roulette r, mobile autour d’un axe paralléle a la tige CP, et qui 
roule sur le plan de la figure ; elle se termine en P, par une pointe tracante, 


4 laquelle on fait décrire d’une main le contour donné, tandis que de l'autre 
main on presse le pivot G contre le papier. La roulette est divisée en 100 
parties égales, et elle est munie d’un vernier ; en outre, un compteur enre=_ 


1) Amster-Larron. — Ueber die mechanische Bestimmung des Fldcheninhaltes, Schaft- 
g ’ 
hausen, 1856 ; voir également, Zeitsch. f. Insir., 4, p. 11, 1884. 
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gistre les tours complets. On peut donc déterminer le nombre total de tours 
et de fractions de tours effectués par la roulette, dans son roulement ou son 
glissement sur le plan du dessin, alors que la pointe P décrit tout le contour l. 
On démontre que l’on a, pour l’aire cherchée, S = kn, ot k désigne un fac- 
teur, qui doit étre déterminé une fois pour toutes pour chaque appareil, et 
qui dépend évidemment de l’unité d’aire choisie. 

La figure 164 représente un planimétre d’Amster de construction un peu 
différente ; E est la pointe fixe, F celle qui décrit le contour de la surface & 
mesurer ; D est la roulette avec ses divisions, au-dessus de laquelle on aper- 
goit un vernier ; G est le compteur. 

Le planimétre de Prrrz, inventé en 1893, est d’une merveilleuse simplicité 
de construction, Nous reproduisons littéralement la description qui en a 
été donnée par A, L. Gerscuotn ('), dans un article du journal Elektrit- 
chestwo. 

« Ilse compose (fig. 165) d’une tige d'acier recourbée 4 angle droit 4 ses. 
« deux extrémités ; l’une d’elles se termine par une pointe mousse legére- 
« ment arrondie, l’autre par un tranchant plat également arrondi. La distance 
« entre la pointe et le point le plus bas du tranchant est déterminée une fois- 
« pour toutes et forme la conslante de l'appareil ; soit A centimétres sa valeur. 
« Pour déterminer la surface limitée par un contour fermé (fig. 157) abede, on — 
« place la pointe du planimétre 4 l'intérieur du contour, approwimativement en 


Fig. 165 


« son centre de gravilé O, et on joint ce point par une droite a un point quel- 
« conque a du contour. On place ensuite le tranchant du planimétre en un 
« endroit quelconque (par exemple, en K), et on marque sa position sur le 
« papier, en exercant une légére pression sur lui. Saisissant alors la pointe 
« du planimétre avec la main droite, on lui fait décrire d’abord la droite Oa, 
« puis le contour de la surface, dans la direction abedea, par exemple, et fina- 
« lement, on revient au point de départ O, par la méme droite a0. Pendant 
« ce temps, le tranchant décrit une courbe quelconque, en général tres tom- 
« pliquée, et parvient & une position K’, que l’on marque encore par une 
« légere pression surle papier. La distance KK’, multipliée par la constante A 
« de l'appareil, donne l’aire limitée par le contour fermé abcde. Si le centre 
« de gravité de l’aire n'est pas connu, ce quiest le cas général, on commence 
« par placer la pointe en un point quel’on estime voisin du centre de gravité, 
« et on mesure l’aire comme il vient d’étre dit. On retourne alors le plani- 
« métre de 180°, on le dirigede O en c, on suit le contour de l’aire, dans une 


(') Elektritchestwo, n° 17, 1898 (en russe). 


te 
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« direction opposée a la premiére, et on revient enO. On obtient ainsi une 
« autre valeur de l’aire ; la moyenne arithmétique des deux déterminations 
« donne la valeur réelle de cette aire. Pour augmenter la précision, on peut 
« répéter plusieurs fois ces mesures, et prendre la moyenne arithmétique des 
« valeurs obtenues; mais il est plus simple d’aller d’abord de O en a, de 
« suivre cing fois, par exemple, le contour de l’aire, et de revenir ensuite 
« en O, par la droite aO. La distance KK" entre la position initiale et la posi- 
« tion finale du tranchant, multipliée par la constante A, donne le quintuple 
« de aire abede. Quand l’aire 4 mesurer est grande, il est commode de la 
« partager, par des droites, en plusieurs parties, et de mesurerchacune d’elles 
« séparément ; Prvytz lui-méme conseille d’opérer ainsi, quand l'une quel- 
« conque des dimensions de l’aire est supérieure & la moitié de la constante ». 

F. W. Heer (*) et M. Marrorvi (?) ont entrepris de faire la théorie de cet 
appareil, qui est trés compliquée. 

~Mentionnons encore, en terminant, l’intéressant ouvrage d’Aspank- 
Axsaxanowicz, Les Intégraphes, Paris, 1886, dans lequel on trouve une des- 
cription détaillée d’appareils, qui permettent, étant donnée une courbe 
y =f (x), de tracer, a l’aide de cette courbe, sa courbe intégrale, dont l’équa- 
lion est yn = /{ f(x) de + C. L’équation y = f(x) peut étre elle-méme 
inconnue, si la courbe donnée a une forme quelconque. Une édition aug- 
mentée et tres modifiée de cet ouvrage est due a Losstrr (Ziirich, 1903, 


Corapr) (*). 
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M. l’'Ingénieur Mesrne (voir C. R., 404, séance du 18 déc. 1885 ; La lumiére élec- 
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breux sur les planimitres et les intégrateurs, les intégraphes et les analyseurs 


harmoniques. 
CHAPITRE IV 
MESURE DES ANGLES . 
4. Vernier circulaire. — On se serten général, pour mesurer les angles, 


d’appareils munis de cercles divisés avec Ja machine a diviser les cercles 
(page 396). Ces appareils sont construits de fagon que l’angle cherché puisse 
élre. mesuré par l’angle compris entre deux rayons du cercle divisé, et qu il 
soit mesuré par la différence de deux lectures faites sur les divisions. Ces lec- 
tures se font & l’aide d’un index placé en face des divisions, a ]’extrémité d'une 
alidade. Deux cas peuvent se présenter: 1) le cercle divisé est immobile, et 
Yalidade tourne autour du centre du cercle ; son déplacement, le long de la 
circonférence de ce dernier, détermine l’angle 4 mesurer ; 2) l’alidade est im- 
mobile, et tout le cercle divisé tourne. L’index est parfois constitué par un 
anneau, qui entoure complitement le cercle divisé, ou se trouve 4 l'intérieur 
de celui-ci, quand les divisions sont tracées sur la surface plane de l’anneau, 
Dans ce cas, au lieu d’un index, on en emploie deux, disposés aux extrémités 
de la méme alidade, 4 180° l’un de l’autre, ou quatre, placés 4 go’. On dimi- 

_ nue ainsi les erreurs d’observation, qui peuvent provenir d’un défaut de cen- 
trage des cercles ou de ]'imperfection des divisions. 


NIVEAU A17 


Pour augmenter la précision des mesures et pour pouvoir lire les fractions 
de division, on se sert d’appareils auxiliaires appelés verniers circulaires. Is se 
distinguent des verniers ordinaires ou rectilignes, en ce que les divisions sont 
tracées sur un arc de cercle et non sur une droite et en ce que Je nombre 
de ces divisions n’est pas en général égal 4 10. Les cercles divisés portent en 
effet des graduations tres différentes ; ainsi les degrés peuvent étre divisés en 
2, 3, 4, 6 ou 12 parties égales. La valeur d'une division du vernier, dans la 
lecture, c est-a-dire la différence entre une division du vernier et une division 
de l’échelie principale, peut donc varier beaucoup. Pour ne pas faire erreur, 
dans chaque cas donné, il faut d’abord rechercher la valeur d’une division de 

"échelle (p°®, par exemple) et le nombre de divisions (n — r) de l’échelle qui 
couvrent n divisions du vernier. A la lecture, chaque division du vernier 


0 
correspond alors 4 un angle 2° = (2) . Les exemples suivants serviront 


a mieux faire comprendre ce qui précéde. 
1. L’échelle est divisée en demi-degrés (30'), et Je vernier contient 30 divi- 

sions, qui sont égales a 29 di- 

visions de l’échelle. La lec- i) 

ture, c’est-a-dire la détermi- Mi 


nation de lendroit ot se 
trouve le trait zéro du ver- 
nier, donne immédiatement 
les demi-degrés. Chacune des 


divisions du vernier, depuis 


le zéro jusqu’a celle qui coin- 


cide avec une division de |’é- 
chelle, correspond, dans la 
lecture, dun angle «= 1’. Un 
tel vernier est représenté 


dans la figure 167. 
2. Les degrés sont divisés 42/7 


en trois parties (égales a 20', 26 
par conséquent), et 20 divi- 
sions du vernier sont égales 


Fig. 167 
a 19 divisions de l’échelle ; on a donc encore « == 1’. 

3. Les degrés sont partagés en quatre parties (15), et 45 divisions du ver- 
nier sont égales A 44 divisions de l’échelle; on a x == 20’. Dans ce cas, les 
traits du vernier sont faits un peu plus longs de trois en trois ; ils correspon- 
dent alors aux minutes. 

4. Les degrés sont divisés en 12 parties de 5’ chacune ; 60 divisions du ver- 
nier sont égales 4 5g divisions de Véchelle; «— 5”. Les traits du vernier sont 


plus longs de quatre en quatre. 


2. Niveau. — Un niveau bien construit, dont la surface intérieure a pour 
section verticale longitudinale un arc de cercle de grand rayon, peut servir 
a la mesure des angles, pourvu que lu valeur angulaire de ses divisions soit 

Cuworson. — Traité de Physique J,. a) 
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connue; cette valeur est l’angle, dont i! faut imcliner l’axe du niveau sur 
Phorizon, pour que la bulle se-déplace d'une division. Pour déterminer cette 
valeur, on se sert de l'appareil représenté par la figure 168. Tl se compose 
d'une plaque de fonte, en forme de T, reposant sur trois pieds & vis calantes, 
et d’une régle plate A, au-dessus de Jaquelle est placé le niveau T ; Pune des 
extrémités de cette régle est munie d’un axe horizontal C, autour duquel elle 
peut tourner, sous l’action d’une vis micrométrique V, qui traverse son autre 
extrémité ; on peut ainsi faire varier & volonté Vinclinaison du niveau sur 
Phorizon ; les tours complets de la vis se comptent sur une échelle placée 
aupres d’elle, et les fractions de tour sur un tambour gradué. Si l’on connait 
la grandeur a du pas de Ia vis, et la distance / du point d’appui de Ta vis & 


Fig. 168 


Vaxe C, on obtientl’angle ©, dont l’axe duniveau s’incline, quand on fait faire 
: pee a 


: : : na 5 
n tours a la vis, par la formule stn 9 = T et, en exprimant cet angle ¢ 
en secondes, on a 
% 
- na 
I CoC = ,—;- 
a ; Bsim. 1” 


On peut ainsi déterminer la valeur angulaire d’une division et vérifier le ni- 
veau lui-méme, c’est-a dire rechercher si toutes les divisions, placées a droite 
et.& gauche du milieu de ce niveau, correspondent aux mémes inclinaisons. 
Quand celte vérification a été faite, on peut se servir du niveau pour mesurer 
les angles, car on peut déduire du déplacement de la bulle linclinaison de 
Vaxe du niveau et, par suite, du plan sur lequel il est posé. 

Une fois que la valeur angulaire d'une division du niveau est connue, on 
peut s’en servir également pour mesurer de pelites grandeurs linéaires, par 
exemple, les saillies ou les inégalités d’wne surface plane. Supposons que le 
déplacement de la bulle indique une inclinaison ¢" de axe du niveau, et que 
la distance des deux points, sur lesquels repose son plan de base, soit égale 
41; la formule « = le sin 1" donne alors la hauteur de l'un des points 
-au-dessus de l’avitre. 

Bruns (!), Gance (?) et d'autres encore ont construit des appareils plus 
précis. 


(!) Zeilschr. f. Instr., 6, p. 198, 1886. 
(?) Ibid , 18, p. 72, 1898. 
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3. Théodolite. — Le théodolite (fig. 169) sert & la mesure des angles 
situés dans un plan horizontal ou dans un plan vertical, c’est-a-dire A la 
mesure de la différence de deux 
azimuts ou de deux hauteurs. 
Il se compose des parties sui- 
vantes. Une lunette f tourne 
autour d'un axe horizontal h, qui 
passe par le centre d’un cercle 
vertical k (cercle des hauteurs). 
Tout ce systeme tourne autour 
de Vaxe vertical de l'appareil, 
qui passe par le centre du cercle 
horizontal k’ (cercle des azi- 
muts). On lit sur le cercle k 
les différences de hauteurs et 
sur le cercle k' les dilférences 
d’azimuts, a l’aide des micros- 
copes m et m’. Le contrepoids g 
rameéne le centre de gravité ,de 
Pappareil sur son axe. On rend 
cet axe verlical, au moyen des 
trois vis calantes s et des niveaux 
wet w’. Une lunette particu- 
liére est fixée, dans quelques ap- 


pareils, au pied, afin de pouvoir 
en vérifier la fixité, pendant 
toute la durée des mesures. 


Le sextant est encore un appareil qui sert & mesurer les angles, mais sa 
description ne peut trouver place dans cel ouvrage. 


4. Méthode de la déviation d'un miroir pour la mesure des 
angles. — C’est Poacenvorrr qui proposa le premier, en 1826, cette méthade 
pour mesurer les petits angles, dont tournent (ordinairement autour d’axes 
verticaux, rarement autour d’axes horizontaux) les parties mobiles de certains 
appareils. Elle sert & déterminer les déviations des aimants suspendus & des fils 
minces, des aiguilles métalliques dans certains électrometres, etc., et consisle 
& mesurer sur une régle divisée, 4 l'aide d’une lunette, les déviations d’un 
rayon lumineux tombant sur un miroir. Cette méthode peut étre rendue sub- 
jective ou objective. 

La méthode subjective est la plus employée, bien que l'on ait aussi souvent 
recours 4 la méthode objective. La figure 170, dans laquelle les dispositions 
des différentes parties sont vues en plan, se rapporte a la premiere méthode. 
Un petit miroir sé est fixé au corps (par exemple, un aimant) dont on doit 
mesurer la rotation autour d’un axe vertical passant par a ; I’ est une 
lunette, mn une échelle horizontale (dont les traits sont verticaux), placée au- 
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dessus ou au-dessous de la lunette, de fagon que la normale a la surface du 
miroir passe par le milieu de Vintervalle qui sépare la lunette de Véchelle. 
Supposons que l’observateur voie d’abord dans la 
lunette la division 0. Quand le corps tourne de 
l’anglez, en méme temps que le miroir qui oc- 
cupe alors la position s‘t’, le rayon réfléchi re par- 
tant de r parvient dans la lunette, Ce rayon forme 
avec la normale, au point d’incidence zp, un angle 
rxp = pxo = a, 

Il semble 4 l’observateur que l’échelle s’est dé- 
placée : il apercoit maintenant, au milieu du 
champ visuel, le trait r, au lieu du traito. La 


Le 2 longueur s = or se mesure directement sur l’é- 
-chelle. Si l’on connait en outre la distance y de 
l’échelle au miroir, qui varie le plus souvent entre 
2 et 4 metres, on obtient l’angle de rotation cher- 
ché ¢, par la formule 
(2) tg 20 == —. 


Cette méthode permet d’obseryer et de mesurer de trés petils angles de rota— 
tion, Si l’on a y = 4", une rotation de 2” seulement est encore visible, car 
il lui correspond un déplacement s = 0"",1 que l’on peut encore trés bien 
apercevoir, si l’agrandissement de la lunette est suffisant. 

Dans la méthode objective, observation se fait avec un miroir et une 
échelle de la maniére suivante. Un peu au-dessus et au-dessous de |’échelfe RR’ 
(fig. 171), est placée une 
fente verticale étroite F, 
et, derriére celle-ci, une 
source lumineuse G, par 
exemple un bec de gaz 
ou une lampe. Le miroir 
M renvoie sur |’échelle 
une image bien nette de 


la fente; a cet effet on 
lui donne une’ surface 


légerement concave, ou 


bien l’on place, sur le 
trajet FM des rayons lu- Sey 
mineux, une lentille biconvexe, dans une position telle que l'image de la 
fente apres réflexion tombe exactement sur l’échelle RR’. Si maintenant le 
miroir tourne d’un angle », nous voyons que l'image de la fente se déplace 
le long de l’échelle. Trés souvent, on tend au milieu de la fente un fil, 
parallélement 4 ses bords, et on mesure le déplacement de l'image de ce fil, 


La formule (2) reste applicable : s désigne le nombre de divisions de 
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Véchelle, dont s'est déplacée l'image de la fente, y la distance du miroir 4 
Péchelle. Pour des angles « trés petits, on peut remplacer la tangente par 
Varc et écrire 
(3) oo oa 
¢’est-a-dire que l'on peut prendre le nombre s de divisions de l'échelle, pour la 
mesure de V'angle cherché x. La formule (3) serait rigoureusement exacte, pour 
des angles « plus grands, si l’échelle, au lieu, d’étre tracée sur une régle plate, 

“était sur un arc de cercle, dont le centre se trouverait sur la surface du 
miroir, 

L’expression exacte de « a la forme suivante : 


Bigs Dee Sib ce e Bayes the 
a Stee SAN eh it ye 

Si Pon ax < 4’, on peut se contenter des deux premiers termes de la série, 
et écrire 


(4) os (1-35) 


Pour exprimer ¢ en degrés, minutes et secondes, il faut multiplier le 
fa) 


180 
second membre par 


(5) ht) 


ou K = _- == 28°, 048r==.1918',88. => 103139",8. 


, de sorte que l’on obtient 


Dans les mesures précises, il faut introduire des corrections, dues a ce que 
V’échelle n’est pas exactement perpendiculaire 4 la droite qui joint le point, a 
partir duquel on compte les divisions, au centre du miroir, I] faut en outre 
tenir compte de la déviation latérale des rayons, dans les plaques de verre 
que l’on place devant le miroir, par exemple, quand tout l’appareil est entouré 
de parois métalliques ou autres, pour protéger les parties mobiles contre les 
courants d’air ('), 

W. W. Lermantow (*) a cherché 4 déterminer la précision de la méthode 
objective de détermination des angles, décrite ci-dessus. 

Wanpswortn (*), Jutius (*), Taupin Caazor (°) et d’autres ont modifié et 
perfectionné la méthode de Poacenvorrr. 

Marcer Brittourn (°), a construit un appareil trés sensible, qui permet 


(4) Voir Woop, Wied. Ann., 56, p. 171, au sujet d’une intéressante méthode d’ob- 
servation des vibrations de torsion. 

(*) Journ. de la Soc. russe phys.-chim., 22, p. 261, 18go. 

(3) Phil, Mag., 44, p. 83, 1897. 

(*) Zeitschr. f. Instr., 18, p. 205, 1898. 

(®) Phil. Mag. (6) 8, p. 111, 1904. 

(°) Marcer Britrour. — C. R., 137, p. 786, 1903. 
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de mesurer des. angles inférieurs & une demi-seconde d’arc. Il a imtro- 
duit ce procédé de mesure dans deux appareils, l’un qui est une modification 
de l'appareil d’Eérvés pour la mesure de l’ellipticité locale du géoide, l'autre 
qui est un peson a lame de quartz flexible pour la mesure de la pesanteur. 

Voici le principe de la méthode de Marcet Brutouin. Entre deux nicols 
a Vextinction (Tome II) sont placées: 1° une lame épaisse de spath adaces 
paralléles, taillée & environ 45° de Vaxe; 2° une lame demi-onde A 45° des 
sections principales du spath; 3° une deuxiéme lame de spath identique et 
paralléle 4 la premiére. Grace & la lame demi-onde, ce systtme équivaut & 
une lame 4 faces paralléles d’épaisseur nulle ou trés faible, suivant que les 
deux lames de spath sont parfaitement paralléles ou un peu inclinées l'une 
sur l'autre. Examiné en lumiére paralléle, ce systtme donne une teinte plate 
dont la coloration varie avec l’inclinaison relative des deux spaths. 

Si les lames de spath ont chacune 2°™ d’épaisseur, une rotation de 54" en- 
viron de l’une des lames autour d'un axe perpendiculaire 4 la section princi- 
pale correspond a une longueur d’onde. Si on lit le centitme de frange, ce 
qui est facile, on mesure la demi-seconde d’arc. 

L’angle «, de Vaxe du spath avec la normale aux faces, qui donne le 
maximum de sensibilité sous l’incidence normale, est de 41°30’. L’angle qui 
rend la sensibilité indépendante de lincidence et de la déviation dans la plus 


grande étendue, est de 53°6! ; la sensibilité est diminuée de —. Le spath de 2™ 


donne, dans le premier cas, une frange pour 52"; dans le second, une frange 
pour 58". 

Les deux mémes lames de spath, croisées sans interposition de lame demi- 
onde, donneraient le méme résultat ; mais les franges en lumitre convergente 
auraient le méme écart, inférieur 4 1’, et, pour oblenir une teinte pure en 
lumiére paralléle, on devrait viser avec une puissante lunette et diaphragmer 
au foyer avec une fente qui sous-tende le méme trés petit angle o’,5 que l’on 
veut pointer, Il n’y aurait aucun gaind’encombrement sur l’emploi du miroir 
de Poccenvorrr. Mais, grace & la lame demi-onde, pour un méme angle 
d’une lame par rapport 4 l'autre, un changement considérable d’incidence, 
3° et méme davantage, est nécessaire pour augmenter la différence de marche 
d'une Jongucur donde ; tel est l’écart des franges en lumicre convergente. 
Le diaphragme au foyer principal de l’objectif, nécessaire pour fixer Pinci- 
dence a un centitme de frange pres, peut alors sous-tendre un angle dea’, 
bien que ce centieme de frange corresponde a une rotation de l’un des spaths 
de.o",5, c’est-a-dire 250 fois moindre. 

De cette différence résulte l’avantage considérable de ce dispositif sur ceux 
qui dérivent de l’optique géométrique. Un objectif dont l’ouverture utilisée 
ne dépasse pas un quart de centimétre carré, et dont la distance focale est 
de 7 suffit 4 fixer incidence. Une source de lumitre telle qu'une veilleuse 
a essence minérale éclaire suffisamment. Enfin, une seule piéce, le spath fixe, 
doit étre trés rigidement liée au support de la piéce mobile. La lunette, les 
piéces accessoires peuvent subir des rotations de plusieurs secondes sans incon- 
vénient pour l’exactitude de la mesure, ce qui permet de les isoler par des 
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cales de feutre, pour éviter toute transmission de trépidations pendant la 
mesure. ; 

Le procédé de mesure que Marcex Brizzou a trouvé le plus stirconsiste a 
compenser la différence de marche au moyen d’un compensateur a teintes 
plates en quartz, auquel on peut donner diverses formes, et & constater la 
compensation par le retour entre ses rep¢res de la frange achromatique d’un 
compensateur Baniner (Tome II). 


. . mer x > * b] i 
La mesure des petites rotations A = seconde pres n’exige qu’un appareil 


optique de moins de 30™ de longueur totale, de la source A l’ceil, sur 3°" ou 4™ 
de diamétre maximum, Le spath mobile et sa boite d’aluminium pésent 
environ 4*". On peut méme réduire la piéce mobile a étre unsimple miroir, en 
remplagant la lame demi-onde par une lame quartd’ondeet en employant un 
arrangement autocollimateur. 


5. Mesure des angles diédres. Goniométres. — On emploie, pour 
mesurer les angles diédres formés par les faces planes des prismes de verre, 
de quartz, de sel gemme, etc., par les faces des cristaux ect en général par 
toutes les surfaces qui réfléchissent réguliérement la lumicre, différents appa- 
reils appelés goniomelres. On distingue, suivant la méthode de mesure qui sert 
de point de départ & la construction de l’appareil, les goniométres & contact, 
les goniométres a levier, les microgoniométres et les goniométres a réflexion. 
Nous ne considérerons que ces derniers ; on trouvera une description détaillée 
des différentes especes de goniométres, dans Grou, Cristallographie physique, 
Saint-Pétersbourg, 1897, p. 635-680. 

Nous considérerons tout d’abord deux méthodes de mesure des angles 
diédres, basées sur la loi de la réflexion des rayons sur les surfaces planes. 


© 


i) 


7 
_ La premier mirnope est expliquée par la figure 172. Soit MON I'angle 
plan de l’angle diédre, dont l’aréte est perpendiculaire en O au plan de la 
figure. Dans un plan perpendiculaire a l’aréte se trouvent une lunette dirigée 
de s’ vers O et une source lumineuse, laquelle consiste ordinairement en une 
fente étroite éclairée, paralléle 4 l'aréte 0. La lunette et la fente sont disposées 
de telle fagon que Je rayon sO, partant de la fente et réfléchi sur la face OM 
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dans le voisinage de ]’aréte O, se dirige ensuite dans la direction Os’ de l’axe 
de la lunette. L’image de la fente doit coincider avec un fil de l'oculaire, placé 
parallélement a I’aréte O et ala fente. On fait tourner alors le corps OMN, au- 
quel appartient l’angle 4 mesurer, autour de O, jusqu’a ce que l'image de la 
fente réapparaisse ct revienne coincider avec le fil de l’oculaire, Cette image est 
formée 4 ce moment par des rayons, qui se sont réfléchis sur autre face ON 
de l’angle ditdre, venue en ON’. Comme MO et ON’ doivent se trouver dans 
un méme plan, il est clair que l’angle & mesurer A — MON et langle 
» = NON’, dont ona fait tourner le corps, sont liés par la relation 


(6) VES 


La srconpE METHODE consiste en ce qui suit. On place dans une position fixe 
q ie 
le corps, dont on doit mesurer l’angle diédre A (fig. 173) ; dans un plan per- 
pendiculaire a l’aréte de l’angle diédre, peut tourner une lunette, dont l’axe 
reste dirigé sur un point O, placé dans l’intérieur du corps, aupres del’aréte A. 
8 I P I 
On dirige sur cette aréte, un faisceau de rayons lumineux paralléles ab, ab’, 
qui sont en partie réfléchis par une face de l’angle diedre, en partie par l’autre 
ace. On cherche alors les deux positions de la lunelte, o son axe coincide 
face. On cherche alors les deux positions de la lunelte, o d 
*‘abord avec le rayon réfléchi bs, puis avec b's’, et on mesure langle » = sOs’, 
d y »P chee 2 
ont il a fallu, pour cela, faire tourner la lunette autour du centre n 
dont il a fallu, _ la, faire t la lunett tour d tre 0.0 
peut maintenant démontrer que l’angle cherché A =-9 : 2. Désignons par 


a == abN = Nbs et 8 = a'b'N’ = N'b’s’, les angles d’ eden et de réflexion 
des deux rayons considérés. 


On voit, sur la figure, que l'on a 
abN + a’b'N' + NOB + N'U'D -+ A = 360%, 
c’est-a-dire 


a + B + 180° + A = 360’, 


ou 


a= Bi As 180° et 2% +28 + 2A = 360’. 


D’autre part, il est évident que 2% + 28 +- 9 = 360°. En comparant cette 
égalité avec la précédente, nous voyons que l’on a ¢ 


(7) A= 


On peut obtenir artificiellement, comme on le montrera plus tard, un faisceau 
de rayoris paralléles; on peut également rechercher, dans la lunette, les 
images, données par les faces de l’angle, d’un point quelconque trés éloigné 
(mire), d’ou sont issus les rayons ab et a'b’. 

Si l’on veut suivre la premiére méthode, il faut avoir un goniométre dont 
la tablette centrale tourne séparément, l’angle de rotation pouvant étre me- 
-suré. La figure 174 montre la partie hareeaie supérieure du goniométre de 
Basinet. Le cercle divisé est immobile et repose sur un pied vertical. La mire 
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éloignée est remplacée par un collimateur, c’est-a-dire par une fente étroite, 
placée au foyer principal d’une lentille convergente, et éclairée par une source 
quelconque ; le collimateur L (une lunette, par exemple) avec sa fente d est 
porté par une alidade AA, qui tourne autour de l’axe de l'appareil, et peut 
étre fixée dans une position quelconque, commode pour |!’observation. Une 
lunette F est portée par une seconde alidade B, qui peut également tourner 
autour de l’axe et étre fixée dans une position quelconque, ou elle recoit en- 
suite de petits déplacements, au moyen d’une vis micrométrique ¢, qui passe 
dans un écrou porté par la lu- 
nette. Un vernier w sert & lire 
la position de cette derniére, 
La tablette centrale, sur laquelle 
se trouve le corps M, dont on 
doit mesurer l’un des angles dit- 
dres, est également mobile au- 
tour de l’axe de | appareil. Cette 
tablette est munie d’une troi- 
siéme alidade C, que l’on peut 
fixer au moyen d’une vis n, mais 
qui regoit ensuite de légers dé- 
placements, par la rotation de 
la vis micrométrique VV; la 
troisieme alidade porte en outre 
un vernier p. 

La lunette collimatrice L a un 
objectif ordinaire (achromati- 
que) ; mais, a la place de l’ocu- Fig. 174 
laire, se trouve, dans le plan 
focal de Vobjectif, une plaque munie d’une fente étroite d; une vis per- 
met d’agrandir ou de diminuer cette fente. 

Si l’on place derriére la fente d une source lumineuse, les rayons partant 
de la fente traversent l’objectif, qui les rend ensuite paralléles, Apres s’étre 
réfléchis sur l'une des faces de l’angle diédre & mesurer, ils parviennent dans 
ja lunette I’, qui est mise au point sur Pinfini (c’est-a-dire réglée de fagon 


qu'un objet trés éloigné, par exemple une étoile, apparaisse avec netteté), et 
donnent une image de la fente dans le plan focal de l’objectif, ou se trouvent 
les fils servant & la mesure. A chaque mise au point, on doit amener en 
coincidence l'un des fils verticaux, avec un bord de l'image de la fente. 

On voit facilement, comment on peut utiliser ce goniométre, pour mesurer 
un angle, en suivant l’une des deux méthodes décrites ci-dessus. ll suffit, 
pour cela, de jeter un coup d’ceil sur les figures schématiques 171 et 172. 

En employant la seconde méthode, la tablette n’a pas besoin d’étre mobile. 
La figure 175 représente un appareil & mesurer les angles (Spectrométre, voir 
T. IL) de V. v. Lane ; la figure 176 en donne une coupe verticale, passant par 
l’axe de sa partie médiane, Nous nous contenterons de décrire bri¢vement sa 
construction, dont les détails se lisent facilement sur la figure. Sur le support 


hob 
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annulaire G, muni de trois vis calantes v, repose la colonne 8, qui porte le» 
collimateur C, dont la fente est en Z. Le support G porte encore, en son centre, 
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le pivot Z, autour duquel tourne librement le 


{ronc de cone creux H. A ce. 
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cone H sont fixés le bras A de la lunette F, le contre-poids P, la plateforme 
annulaire n qui porte les verniers, et la plaque protectrice 9 munie de fentes 
au droit des verniers ; A cette plaque 9 sont assujettis les microscopes servant 
aux lectures. L’axe central en acier B porte le cercle divisé m et la tablette q ; 
cette derniére peut se fixer A l’aide d’une vis. La rotation de l’axe B s’effectue. 
par la roue de com- 
mande s. Si l’on rend 
Vanneau métallique g 
solidaire du céne H, 
au moyen de la vis a, 
et si l’on agit sur l’er- 
got de l’anneau, au 
moyen de la vis mi- 
crométrique c, dont 
Vécrou est fixé dans 
la piéce g, on peut alors 
imprimer de légers dé- 
placements A la lu- 
nelte. La vis de ser— 
rage b et la vis micro- 
métrique d servent. de 
méme a imprimer de 
légéres rotations a la 
tablette q. 

Passons maintenant 


Fig. 176 


aux goniometres a ré- 
flexion, dont on se sert pour mesurer les angles diédres des cristauz. On dis- 
tingue les goniométres a cercle vertical et ceux a cercle horizontal. 

Le goniométre a cercle vertical a été inventé en 1809 par Wortaston. La 
figure 177 le représente sous sa forme la plus simple. Sur le pied vertical 
milieu de Pappareil, sont fixés invariablement l’alidade QR, munie d’un ver- 
nier R, et le limbe circulaire F. Le disque vertical gradué £ est mis en rota— 
tion au moyen de la téte G; il peut ¢tre fixé au limbe F, par la vis de pres- 
sion STU. Une loupe fixe (4 la partie supérieure de l’appareil) sert a lire les. 
divisions. A un axe, muni de la téte I, traversant G, est fixé le support arti- 
culé KLM, qui porte une tige OO’ mobile dans la douille N. Le cristal & étu- 
dier est fixé en O’, avec un peu de cire ou au moyen d'un axe particulier. En 
tournant la téte I, en tournant et en déplacant la tige OO’, en déplacant le 
cristal lui-méme, on arrive a placer l’'aréte de l’angle diedre & mesurer, dans. 
le prolongement de |’axe de tout l’appareil. A la partie inférieure de l'appareil, 
se trouve un miroir y de verre noir, dont le plan est paralléle a axe de 
Vappareil. L’observateur se tient derri¢re l'appareil. On choisit un objet, 
éloigné autant que possible, par exemple une source lumineuse, un signal 
comme on l’appelle, qui doit se trouver dans un plan perpendiculaire au plan 
du miroir et a l’aréte de l’angle ditdre, et éclairer vivement les deux faces de 
cet angle. Pour réaliser cette dernivre condition, on place le cristal de telle 
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fagon que l’une de ses faces soit vivement éclairée ; puis, on fait tourner la téte 
I, jusqu’a ce que la seconde face prenne sensiblement la position qu’avait la 
premiére ; elle doit alors paraitre également bien éclairée, sinon on déplace 
légérement le cristal; on revient a la premiére face, et quand, a force de 
retouches, les deux faces présentent le méme éclat, le cristal est bien placé. 
On fait tourner ensuite l’axe de l’appareil, jusqu’a ce que les images dusignal, 
dans le miroir et dans l’une des deux faces du cristal, coincident. On fait alors 
une lecture au vernier ; puis, sans déplacer l’ceil, on tourne le disque E, en 
méme temps que l’axe intéricur et le cristal, jusqu’& ce que les images du 
signal, dans le miroir et dans l’autre face, coincident également (on n’y 
arrive qu’aprés une série de retouches a la position du cristal), On fait alors 
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une seconde lecture, qui détermine l’angle de rotation du disque E et'du 
cristal, Le supplément de cet angle est égal a l'angle ditdre cherché du crista! 
(voir la premicre méthode, page 423). 

Le goniométre de Mirscuerticn repose sur le méme principe. 

Parmi les goniométres & cercle horizontal, donnons unc breve description 
de celui de Wessky; il est représenté par la figure 178 et la figure 179 en 
donne une coupe verticale. Le limbe annulaire O est porté par trois vis 
calantes, qui servent A régler la position de l’appareil. Une série d’axes coni- 
ques, logés les uns dans les autres, traversent O. L’axe b est relié au cercle d, 
qui porte deux verniers diamétralement opposés, et 4 une lunette L, que I’on 
peut placer dans la position la plus commode. A l'aide de la vis de serrage a, 
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on fixe tout le sysittme mobile bdBL. Le second axe e porte le cercle horizon- 
tal gradué f, que l’on peut faire tourner a l’aide de la téte g, et fixer a Vaide 
de la vis de serrage 8; pour régler exactement l’appareil, on peut alors lui 


imprimer de petites ro- 
tations, au moyen d’une 
vis micrométrique. Le 
troisitme axe creux h 
seri a faire tourner sé- 
parément (a l'aide de la 
téte 1) la partie centrale 
de Vappareil, le cercle f 
restant immobile. La 
vis lsert & rendre soli- 
daires les axes e et h, 
quand le cristal placé en 
n et le cercle f doivent 
tourner ensemble. Le 
systeme central est fixé 
a un axe inlérieur plein, 


Fig, 178 


fileté a son extrémité inférieure. En tournant la téte k, on peut soulever ou 


abaisser tout le systeme central. Les deux figures permettent de comprendre la 
construction de ce syst¢me. Le cristal est fixé avec de la cire sur la tablette u, 


7 7’ 
Sine 


t 


N 
— 
ez 
{inital 
S 


Fig. 179 


qui est maintenue fixe par la vis v. Les deux. boites m et m’, et deux vis bien 
visibles sur la figure 178 (la flgure 179 n’en représente qu'une a) permettent 
de placer la tablette dans deux directions horizontales perpendiculaires entre 
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elles. Enfin les deux glissiéres circulaires r et r’ (toutes deux sont visibles sur 


la figure 179), les deux vis x et y (la derniére est perpendiculaire au plan 
de la figure 179), permettent de donner & la tablette u, dans deux directions 
perpendiculaires, des inclinaisons allant jusqu’a 4o°. On peut ainsi rendre 


exactement verticale l’aréte de l’angle diédre 4 mesurer et l’amener dans Te 


prolongement de l’'axe géométrique de Vappareil. Sur le support fixe: C, est 
assujettie une lunette collimatrice, dont la fente éclairée sert de signal. 
E. S. Féporow a construit en 1893 un goniométre universel, dont la des- 


cription détaillée se trouve dans les Mémoires de l’Académie Impériale des 


sciences de Saint-Pétersbourg, T. XLU, n° 4, et dans le Zischr. f. Krystallo- 
graphie und Mineralogie, T. XXI, p. 574; T. XXII, p. 229, 1893 et T. XXVI, 
p- 229, 1896. 


CHAPITRE V 


MESURE DES VOLUMES 


% 


4. Détermination de la capacité des vases. — On détermine la capa- 
cité des vases, en les pesant d’abord vides, puis remplis d’un liquide dont on 
connait la densité, c’est-’-dire le poids de l’unité de volume 4 la température 
de l’observation. Désignons par p le poids du liquide, par 6 sa densité et par 
v la capacité cherchée d’un vase ; on a p = ve, d’ou 


(1) can < 


On choisit, comme liquide, l'eau, dont on trouve la densité exacte a dilfé— 
rentes températures dans des tables, ou, plus souvent encore, le mercure, 
dont la densité 6 a la température ¢ est donnée par la formule 


(2) § = 13,5956 §.1 — 107-8. t(181792 + 0,175# + 0,035116 02). 
La densité de l’eau, rapportée & 4°, est, d’aprés Menpiiererr, 


pargie ae 
Ear; 1900 (94,1 + t) (703,5 — 1) 


Si l'on exprime p en grammes, on obtient le volume v en centimetres cubes. 


i 
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Au lieu de la densité 5, il est. plus commode d’introduire la grandeur 
inverse, le volume spécifique 7, c’est-a dire le nombre de: centimetres cubes 
occupés par un gramme du liquide. On a alors 


@) v= pr. 
Pour le mercure & 0° 


(4) /  ¥ = 0,0735532. 


Lorsqu’il s’agit de déterminations de volume précises, il faut tenir compte 
d’une série de facteurs, tels quela variation de volume du vase avec la tempé- 
rature, etc. ; nous n’entrerons pas dans plus de détails.a ce sujet. 

Si l’on emploie le mercure, il faut également tenir compte de ce que sa 
surface libre est convexe ; dans un vase cylindrique ééroit en verre, cette sur- 
face prend la forme de ce qu’on appelle un ménisque. On peut supposer, dans 
ce cas, que le mercure remplit unm volume limité supérieurement par un plan 
horizontal, situé aux trois quarts de la hauteur du ménisque, au-dessus du 
cercle de tangence du verre et du mercure. 

Pour déterminer la capacité des tubes étroits appelés tubes capillaires, on 
les place dans une position horizontale, et on fait circuler & leur intérieur 
une petite colonne de mercure. La longueur de cette colonne reste partout la 
méme, dans les tubes exactement cylindriques ; elle varie, au contraire, dans 
les tubes irréguliers. Si l’on améne successivement la colonne de mercure, 
dans des positions telles qu’elle se déplace chaque fois de sa propre longueur, 
on peut décomposer de cette mamiére le volume intérieur d’un tube, en par- 
ties égales au volume de la quantité de mercure employée. 

On appelle calibrage d'un tube gradué, la recherche du volume intérieur 
exact de ses différentes parties. Les opérations effectuées & cet effet seront 
décrites au tome III, dans Je chapitre consacré a la construction des thermo- 
metres. 


2. Voluménométre de Regnault. — On appelle voluménométres des 
appareils qui servent A déterminer le volume des corps, en particulier des 
corps de forme irrégulitre, des. petits cristaux, des corps pulvérulents, ete. 
Les figures 180 et 181 représentent le voluménométre de Reanaunr, la pre- 
mitre de face et la seconde de profil. Contre une planche verticale en bois, 
sont fixés deux tubes en verre parallites b et d, dans lesquels on a versé du 
mercure. Le robinet.r est percé de deux conduits perpendiculaires, en forme 
de 1 ; cette disposition permet de réunir les deux tubes entre eux (la position 
des conduits est alors 4, (fig. 183), ou de faire écouler ie mercure seulement 
du tube de gauche (T), ou seulement du tube de droite (+, fig. 182), ou 
enfin des deux tubes A la fois (4). Le tube de droite porte un renflement 
sphérique, en haut et en bas duquel sont tracés deux traits m et p. Il se pro- 
longe a sa partie supérieure par ux tube horizontal a (fig. 180), qui dé- 
bouche dans un tube vertical assez court, muni d’un robinet de fermeture 
et d'un petit ajutage s en haut. Ce dernier tube porte, a sa partie inférieure; 
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un disque circulaire, sur lequel vient se visser un second disque, muni d’un 
tube plus large et d’un vase sphérique A, dans acta! on place le corps dont 
on veut déter miner le yolume. 

On peut verser le mercure, dans la branche de gauche (fig. 180), par son 
extrémité ouverte c. Derriére ce tube se trouve, sur la planche qui le sup- 
porte, une échelle graduée en millimétres. ; 

Ayant tout, il faut déterminer le volume v du tube et de la sphére, entre 
les reptres m et p. Dans ce but, on ouvre le robinet placé en s, on réunit 
par r les deux tubes (1), et on verse par ¢ aulant de mercure qu’il en faut 


at 


LH 


Tig. 180 


pour que le plan horizontal tangent au ménisque passe par le trait m. On fait 
écouler ensuite ce mercure, seulement du tube de droite, jusqu’a ce que le 
plan tangent au ménisque passe par p. On pése alors le mercure écoulé, et 
on détermine le volume v a l'aide des formules (1) ou (3). Il faut ensuite’ dé- 
terminer le volume V de la sphere A et du tube a, jusqu’au trait m. Ceci se 
fait de deux maniéres : dans la premiére, on fait baisser le niveau du mer- 
cure ; dans la seconde, on le fait monter. 

1. On ouvre le robinet en s, on réunit les tubes a et b entre eux, et on fait 
monter le mercure dans le tube de droite jusqu’au trait m. On ferme le robi- 
net s, et on détermine la pression barométrique HH ; l’air enfermé dans l’appa- 
reil posséde le volume V et la tension H. On fait alors écouler par r, des 
deux branches, assez de mercure pour que son niveau arrive en p. L’air se 
détend et prend le volume V + v; sa tension devient inférieure a H, et le 
niveau de mercure se trouve, dans la branche de gauche, 4h millimetres plus 
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bas que p; la tension de l’air enfermé est donc H — h. Nous avons, d’aprés 
Ja loi de Maniorre, — 


(5) | VH =(V + v) (H — h), 


‘dot: Von déduit 


(6) Vos v sian 4 
2. Pendant que s est ouvert, on améne le mercure jusqu’en p; on a un 
volume d’air V + v, sous la pression H. On ferme le robinet en s, et on 
remplit la branche de gauche de mercure, jusqu’a ce que le niveau arrive enm 
dans la branche de droite ; il devra, pour cela, se trouver a gauche dune cer- 
taine hauteur h, au-dessus de m, de sorte que lair, comprimé jusqu’au 
volume V, a une tension H +- /,. Nous avons, d’aprés la loi de Mantorre, 


GD) (Vv +2)H=V(H-+-h,), 
Wot l’on déduit 
H 


On prend finalement, pour V, la moyenne arithmétique des deux valeurs 
obtenues par les formules (6) et (8). 
- Pour déterminer le volume x d’un corps quelconque, par exemple d’un 
petit amas de cristaux ou d’un corps pulvérulent, on dévisse le vase A, pour 
y mettre le corps, et on le revisse. On répete exactement les deux opérations 
décrites plus haut, ce qui donnera, pour h et hy, d’autres valeurs h’ et hy’; 
on détermine, en méme temps, la pression barométrique, que nous désigne- 
rons par Il’. Comme le corps a un volume z, le volume d’air est respective- 
ment V — x ou V + v — az, sclon que le niveau du mercure arrive en m ou 
en p. A la place des équations (5) et (7), nous avons ici 


(V — «) HW =(V-+»— 2) (WH — 2) 
(V +-v —a)H’ = (V — 2) (H + hy’); 


ces équations donnent deux valeurs pour le volume cherché «: on prend la 
moyenne arithmeétique de ces valeurs. 

Il existe un grand nombre de voluménométres de formes diverses. Un 
appareil de.ce genre. construit par W. W. Lermanrow et destiné aux travaux 
de laboratoire des étudiants, présente un intérét particulier. Le vase A y est 
remplacé par un large verre, le tube en verre de gauche par un vase cylin- 
drigue, relié au tube de droite par un long tuyau en caoutchouc. Le remplis- 
sage et l’écoulement du mercure sont remplacés par une opération trés simple : 
on éléve ou on abaisse le vase cylindrique au moyen d’un cordon passant sur 
une poulie fixe et enroulé sur une bobine que l’on fait tourner & l'aide d’une 
manivelle. — 


Cuworson — Traité de Physique I,. a8 
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Dans tous les voluménométres, la méthode de mesure employée est basée 
sur la loi de Marsorre. Ces appareils ne doivent donc pas étre employés pour 
déterminer la densité des corps, qui ont la propriété de condenser les gaz 
dans une proportion variable avec la pression de l’atmosphere ou ils sont 
plongés. C’est ainsi que le charbon, qui entre dans la composition des poudres 
de guerre ou de chasse, jouissant de cette propriété, rend la méthode inappli- 
cable & ces corps. On détermine leur densité, en mesurant le volume de mer- 
cure qu ils déplacent ; mais on doit toujours avoir soin, au préalable, de les 
débarrasser des gaz qu’ils renferment, en les laissant quelque temps dans le 
vide. 

Quelques voluménométres nouveaux sont décrits dans les mémoires sui- 
vants : 


Oxserveck. — Wied. Ann., 67, p. 209, 1899. 

Zeaxprr. — Annal. d. Phys., 40, p. 4o, 1902; 45, p. 328, 19043 Instr., 25, 
p. 838, 1905. 

Lo Survo. — N. CGim., (5) 42, p. 41, 1906. 

Zeceny et Mc Kesnan, — Phys. Rev., 30, p. 189, 1910. 


CHAPITRE VI 


MESURE DES FORCES ET DES MASSES 


4. Remarques générales sur la mesure des forces et des masses. 
— La formule f = mw (voir la formule (5) de la page 87) nous donne la 
relation qui lie la force f, la masse m sur laquelle elle agit, et l’accélération w 
qu'elle imprime a cette masse. Nous pourrions, a l'aide de cette forniule, 
mesurer les masses, en observant leurs accélérations, quand une force connue, 
ou plus simplement une force constante, agit sur elles, ou bien en mesurant 
la force nécessaire pour imprimer aux masses une accélération connue, ou: 
mieux une accélération constante. Nous pourrions, inversement, mesurer les 
forces, par les accélérations qu’elles communiquent & des masses données, ou 
par les masses auxquelles elles impriment des accélérations données. Mais 
toutes ces méthodes (a l'exception d’une d’entre elles, dont il sera question plus — 
Join) sont peu pratiques, car il est difficile de suivre l’accélération pendant da 
durée du mouvement, et on les remplace, par suite, par d'autres procédes. 
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Les forces ne sont pas seulement mesurées par les accélérations qu’elles 
communiquent aux corps libres, mais aussi par les pressions qu’elles exercent 
sur les corps génés. Ces pressions produisent des changements de forme des 
corps, en méme temps que des réactions élastiques qui tennent en équilibre 
les forces agissantes. On peut juger de la grandeur de la force agissante, 
d’aprés la grandeur du changement de forme. Tel est le principe de construc- 
tion des dynamométres et des balances de torsion unifilaires, que nous considé- 
rerons plus loin. 

On peut encore mesurer les forces par d'autres forces extérieures, qui les 
tiennent en équilibre, par exemple par la force de la pesanteur. Ce principe 
est mis en application dans les balances de torsion bifilaires, ainsi que dans 
différents appareils magnétiques et électriques ; on utilise souvent le méme 
principe dans la mesure de la pression des gaz, de la tension superficielle des 
liquides, des forces élastiques développées dans les changements de forme des 
corps, elc. 

La plus importante méthode de mesure d’une force constante en grandeur 
et en direction, d’aprés le mouvement que cette force produit, consiste faire 
osetller un certain corps, sous l’action de la force & mesurer, autour d’une 
position d’équilibre déterminée. La durée des oscillalions permet, comme nous 
le verrons, de trouver la mesure de la force. 

Les forces instanlanées, c’est-a—dire les forces qui ont tres peu de durée, sont 
déterminées, comme nous l’avons vu (page 98), par l’impulsion totale pen- 
dant le court intervalle de temps ou se produit leur action; nous avons vu 
également (page 98) que cette impulsion est égale & la quantité de mouve- 
ment mv acquise par le corps; par suite, quand un corps est primitivement 
au repos, sa vitesse, au moment ou cesse l’action de la force, sert & mesurer 
cette dernitre. On mesure, grace 4 ce principe, les forces instantanées qui se 
produisent dans l’inflammation des substances explosibles, dans le choc, dans 
Vaction des courants d’induction instantanés, etc. 

On peut, pour mesurer des forces, les comparer a I’action de la Terre sur 
les corps. On désigne cette action sous le nom de poids, bien que l’on entende 
aussi par le mot poids, la masse des corps, surtout quand il s’agit, comme 
dans les poids marqués de masses déterminées. Tandis que la masse est inva- 
riable, l’action de la pesanteur change avec le lieu ot le corps se trouve. Si 
Yon prend, pour unité de poids, le poids d’un corps quelconque, dans l’endroil 
ou seffeclue la mesure, on peut déterminer le poids d’un autre corps, en 
équilibrant, & l’aide d’un nombre convenable de poids marqués, son action 
sur un levier du premier ou du second genre, pour lequel on connait le rap- 
port des bras de levier. Les appareils employés 4 cet usage s’appellent des 
balances (balance ordinaire, trébuchet, romaine, bascule, etc.). Mais il ne 
faut jamais perdre de vue que l’on n’obtient le poids d’un corps, avec une 
balance, que sous la condition énoncée plus haut. On devrait, pour chaque lati- 
tude el pour chaque hauteur au-dessus du niveau de la mer, employer un systéme 
particulier de poids, si l'on prend, pour unité de poids, la dyne ou le gramme, 
c’est-a-dire le poids & Paris d’un corps dont la masse est égale 4 un gramme ; 


“ 
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au moins faut-il connaitre les corrections permettant de déterminer le poids 
réel, en un lieu donné, du poids marqué qui vaut un gramme a Paris. 

Nous avons déja dit (page 88) que les poids marqués sont avant tout des 
étalons de masse et que, par suite, une pesée est une opération, dans laquelle 
on détermine la masse d’un corps, en comparant son poids a celui d’un corps 
dont la masse est égale 4 l’unité. Comme Ja masse d’un corps, en un lieu 
donné, est proportionnelle a son poids, nous obtenons la valeur numérique 
de cette masse, n’importe ou: nous effectuons une pesée, pourvu que les poids 
marqués représentent des étalons de masse exacts. Au contraire, on ne peut 
obtenir la valeur numérique du poids par pesée, que si le poids de l’étalon est 
connu pour Je lieu ot I’on effectue la pesée. 


2. Poids marqués. — Les poids marqués, sont, comme nous I’ayons dit, 
des étalons de masse. Le Bureau international des Poids et Mesures (page 400) 
a fabriqué des étalons du kilogramme, avec le méme alliage (go °/, de Pt et 
10 °/, d'Ir) que celui employé pour les étalons du métre, qui sont des copies 
du prototype international, en platine iridié, qui a été sanctionné par la Con- 
férence générale des Poids et Mesures tenue a Paris en 1889, et qui est dé- 
posé au Pavillon de Breteuil, a Sevres. La copie n° 35 de ce prototype inter- 
national, déposée aux Archives nationales, est I’étalon légal pour la France. 
Son volume (a 0’) et sa masse vraie sont les suivants : 


Volume : 46°™*,409 ; Masse : 1 kg. + 08,191. 


La détermination de ]a masse est exacte 4 + 0,002 prés. Le poids de ces 
étalons 4 Paris, dars le vide, s’exprime exactement par le méme nombre que 
leur masse. 

Nous parlerons dans la suite, comme on a l’habitude de le faire, de pesée, 
de poids marqués, etc., bien qu'il s’agisse plutét de la masse des corps que de 
leur poids. 

Les poids marqués, dont on se sert dans les pesées, sont rangés, suivant un 
ordre déterminé, dans des trous, de forme cylindrique ou autre, pratiqués 
dans un bloc de bois (boite de poids). Les gros poids sont en fer ou en fonte ; 
les poids moyens, en Jaiton qu'il est inutile de dorer ; les petits poids. en 
platine, et les tout petits parfois en aluminium. Les poids marqués inalté- 
rables se font en cristal de roche ou avec l’alliage Platine-Iridium indiqué 
plus haut. Leurs grandeurs correspondent ordinairement a la suite des 
nombres ‘ 


I— 2 — 2 — 5 — 10 — 10 — 20 — 5o — 100 — 100 — 200 — 500 
— 500 — 1000 — elc., 
de sorte qu’en les associant convenablement, on peut obtenir tous les poids 
intermédiaires. La plus pelite unité se présente une fois ; les unités plus éle- 
vées (10, 100, etc.), deux fois. La série de poids est formée parfois comme il 
suit : 
I— 2— 2 — 5 — 10 — 20 — 20 — 50 — 100 — 200 — 200 
* — 500 — 1000 — 2000 — etc. 


ae 
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D.-I. Menpéirerr (') a proposé, en 1895, de donner aux boites de poids la 
composition suivante : 


Ol 20-1 50)-— 40. —. T00. —— 200'—— 300 
— hoo — 1000 — etc., 


qui présente beaucoup d’avantages. 

Les poids des séries que l’on rencontre dans le commerce ne sont pas tout 
a fait exacts. Il faut, avant de s’en servir, les calibrer, c’est-a-dire délerminer 
les vrais rapports de leurs masses a la masse de l’étalon, ou tout au moins les 
rapports entre leurs masses. Les méthodes employées pour faire ce calibrage 
ne seront pas indiquées ici; on les trouvera exposées dans les différents traités 
de Physique pratique. 

Théoriquement, le kilogramme était primitivement égal au poids d’un 
litre d’eau pure a 4° C. Les recherches de D.-I. Menpétierr (?) ont donné 
pour le poids, dans le vide, d’un décimétre cube d’eau a 4° C. 999%",847. Ha 
adopté plus tard le nombre 9998",89. 

De 1896 & 1909, une série de mesures d’une précision extréme, dans les- 
quelles on a appliqué pour la premiére fois les méthodes fondées sur l'emploi 
des phénoménes dinterférence (Tome II), ont été exécutées en France, notam- 
ment par Macs pe Litpinay, FPasry, Peror, Guirtaume, Cuappuis, Butsson et 
Benorr (*). La question du vrai rapport entre le métre et le kilogramme peut 
étre considérée aujourd’hui comme définitivement résolue par les travaux de 
ces savants. La méthode générale consiste & déterminer, par des mesures de 
longueurs rapportées au metre prototype, les dimensions et, par suile, le 
volume d’un solide de forme géométrique définie, cylindre ou cube par 
exemple, réalisé aussi parfaitement que possible; ensuite & déterminer par 
des pesces la poussée, rapportée au kilogramme prototype, éprouvée par ce 
méme solide immergé dans l’eau. Le quotient de l'un des nombres obtenus 
par l'autre, dans ces deux expériences, est le rapport cherché. Les pesées des 
corps mis en usage ont été faites au Bureau international des Poids et Mesures, 


(*) Annales du Bureau principal des poids et mesures (en russe), 2° Partie, p. 162. 

(?) Annales du Bureau principal des poids et mesures (en russe), 2° Partie, p. 143. 
Proc, Royal Soc. of London, 59, p. 143, 1896. 

(3) Mac pe Liéprvay. — Ann. de Chim. et de Phys., (6), 10, p. 68, 1887; (7), 5, 
pazio, 100), 4143. p:.102, 1897; C.-R., 422, p. 595, 1896; Journ. de Phys., 
(3),-5, p. 477, 1896. 

Mack ve Léprnay, Fanny et Peror. — C. R., 128, p. 1317, 1899. 


Cuappuis, — Proceés verb. des Séane. du Com, internat. des P. et Mes., 1897, p. 66; 
Arch. des Sc. phys., (4), 22, p. 259, 1906. 
Guittaume. — Procés verb., etc., 1899, p. 1433; Rapp. prés. au Congres internal. de 


Phys., 4, p. 78, 19003; Procés verb., elc., (2), 5, pp. 142-171, 1909; Arch. des 
Se. Pbys., (4), 24, p. 382, 1907; Rev. gén, des Sc., 19, p. 262, 1908. 
Buisson. — Journ, de Phys., (4), 4, p. 669, 1905. 
Benorr. — C. R., 145, p. 1385, 1907. 
L’exposition d’ensemble que Guittaump a donnée en 1909 est particuliérement im- 
portante. 


an 
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au moyen de balances qui sont au nombre des plus parfaites actuellement 
existantes. Les séries de poids employées ‘sont des séries étalons, en platine 
iridié, trés soigneusement étudiées. Les pesées hydrostatiques. ont été faites 
dans de l’eau redistillée dans un appareil 4 condenseur en platine. Nous 
ferons connaitre dans le ‘ome II les diverses méthodes, appliquées par des 
observateurs différents, pour les mesures des dimensions des corps. 

En laissant de cété les anciennes mesures ou les nombres qui ont été 
publiés a titre provisoire, un accord remarquable se manifeste dans les résul- 
tats obtenus. II est tout a fait hors de doute actuellement que le poids de yim? 
d’eau pure A 4° est un peu plus grand que 999*",97; la troisieme décimale 
oscille entre 1 et 4 et varie, pour un méme hice aca! dans ses différentes 
publications, suivant le mode de calcul adopté ou les corrections introduites. 
Nous indiquerons ici guelques-unes de ces déterminations : 


Macé pe Lépinay, Fasry et Peror (1899) . . - 999,974 
Buisson, Macé pr Lipinay et Benorr (1905). . \ 999.97! 

Suh (999,974 
Cia pepig (1906) 245 22) pe hae 5 999,974 
Benore{ 1907)2 ah) 9 5 eel Su GE epee 999,972 
GGL nA DME (TOO) Pin 2 iy hee eS, ie eee eee 999,973. 


On peut prendre comme valeur moyenne du poids d’un décimétre cube d’eau 
pure a 4° el sous une pression de 760" 


999*".973, ; 


d’ou résulte que le volume de 1** d’eau pure a 4° et sous la pression normale 
ou 
1 litre = 1°" 00002 


Le kilogramme international est donc plus lourd de 27 milligr. que ne 
l’'indique sa relation théorique avec le métre international. Si on prend le 
kilogramme international pour base, le métre international est trop long de 


o™",009 — 9” 


3. Construction de la balance. — La partie principale de la balance 
est le fléau, qui consiste en un levier 4 bras égaux. Ce fléau peut recevoir des 
formes trés variées. La figure 184 représente la partie médiane du fléau d'une 
balance de Rurprecut de Vienne. 

Donnons d’abord quelques indications générales. Le fléau est traversé en 
son milieu par un prisme triangulaire (m, dans la figure 184), dont laréte 
inférieure sert d’axe de suspension au fléau. Aux extrémités du fléau se trou- 
vent deux autres prismes, dont les arétes vives sont tournées vers le haut ; 
sur ces arétes reposent les crochets ou étriers qui supportent les plateaux de 
la balance. Les arétes de ces trois prismes doivent étre paralleles entre elles, 
et se trouver dans un méme plan horizontal, quand la balance est au repos. 


ee 
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Une longue aiguille verticale q, fixée au fléau par une de ses extrémilés, per- 
met d’observer les oscillations de ce fléau; A cet effet, l’autre extrémité de 
Vaiguille se trouve en regard d’un arc gradué ; au milieu decet arc, ou mieux 
a Pune de ses extrémités se trouve la division zéro. Om peut se servir, au lieu 
@une aiguille, d’une petite échelle verticale fixée & une extrémité du fléau ; 
on observe, dans ce cas, les oscillations, au moyen d’um microscope dixigé sur 
cette échelle. 

Pour que les arétes des prismes ne s’émoussent pas, sous la pression per- 
manente du fléau ou des platesux, on adapte aux balances une piece mobile 
particuliére, appelée fourchelte, que l'on abaisse, quand ow doit effectuer une 


T |_| : __aenre__ 
ANIA =A 
pI Im 


ao 
i 


pesée, et que l’on éléve, quand la pesée est terminée. Cette piéce permet de 
soulever le fléau et les étriers des plateaux, ce qui libére les arétes des prismes 
de leur charge. 

La balance est placée dans une cage en verre munie de portes. Il existe des 
dispositifs trés variés, permettant, comme nous le verrons, de placer facile- 
ment les poids marqués dans les plateaux ou sur le fléau lui-méme. Pendant 
la pesée, il faut protéger avec le plus grand soin la balance, contre les 
moindres courants d’air, et contre tout échaulfement inégal des deux bras du 
fléau (comme celui que l’observateur peut produire, par exemple). 

La colonne centrale qui porte le fléau se compose de trois parties concen- 
triques, deux cylindres creux et un cylindre plein intérieur g (voir, sur la 
figure 185, une coupe perpendiculaire au plan du fléau). Le cylindre creux 
extérieur est invariablement lié 4 la traverse b et aux supports aa; ces der- 


hho INSTRUMENTS ET METHODES DE MESURE. — CGHAP. VI 


niers offrent deux appuis plans horizontaux pp en cristal de roche ou en agate, 
sur lesquels repose le prisme m par son aréte tranchante. La colonne inté- 
rieure g sert 4 suspendre le fonctionnement du fléau. En faisant tourner une 
: léte de vis placée prés de la cage, on sou- 

U léve la colonne g et avec elle la traverse f 

(visible sur la figure 184), ainsi que les. 


arcs dd ; ceux-ci, par les vis en acier Aextré- 


mités arrondies ee, sur lesquelles reposent 
N LQ les faces inclinées du prisme m, souléyent & 


YY My . 
Ws Bg ot 4/7 leur tour ce prisme; en méme temps, les. 
spheres k viennent offrir un autre appui 


rik 


au fléau. Le cylindre creux intérieur, in- 


hi 


variablement lié a la traverse h,sert a sus- 
pendre le fonctionnement des plateaux: 


Nous ne donnerons par une description 
plus détaillée de ces dispositifs, qui peu- 
vent varier beaucoup dans leur construc- 
tion. 

Actuellement, dans les pesées précises, 
on emploie exclusivement des balances a 
bras courts. Une étude théorique et prati- 
que des conditions dans lesquelles on peut 
atteindre le degré de précision le plus élevé, 


MMMM L//ae 


yiierF (!) ala découverte d’une formule, 
qui montre l’utilité de l'emploi des ba- 
lances & bras courts, en particulier dans le cas ou la pesée s’effectue avec une 
charge constante, toujours la méme (voir plus loin). Nous indiquerons seule- 
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ment ici qu’en raccourcissant les bras du fléau, on diminue sa flexibilité 


(1) La tension des gaz (en russe), St-Pétersbourg, 1875, § 16 et 17. 


dans une pesée, a conduit D. I. Menps- — 
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et la durée de ses oscillations, ce qui a, comme nous le verrons, une grande 
importance pratique pour les pesées. 

La forme du fléau doit étre telle qu'il ait, dans toutes ses parties, la méme 
résistance a la flexion. Cette forme varie beaucoup avec les ateliers de cons- 
truction. Pour diminuer le poids du fléau, on y pratique des évidements : 
mais il faut que la rigidité du fléau n’en soullre pas. La figure 186 repré- 
sente un fléau pour les petiles charges dui a Sarronius ; il est en aluminium 
additionné d’un peu d’argent, et on I’a fait venir de fonte tout entier. 

Les arétes des trois prismes encastrés dans le fléau doivent étre paralléles. 
entre elles, sinon les distances des points d’application des forces (charges) au 
point de suspension, c’est-a-dire les longueurs des bras du fléau, pourraient 
varier. G. K. Braver a St-Pétersbourg a construit un appareil spécial pour 
la vérification du parallélisme des trois arétes ; cet appareil a été décrit par 
W. W. Lermantow ('). 

Les arétes des trois prismes doivent étre dans un méme plan, pendant la 
pesée. Pour l'emploi de la méthode de pesée sous charge conslante (voir ci- 
dessous), Menpiniterr a pro- y () 
posé de disposer les prismes 


a | itt 


plan, quand les plateaux 


; an ia 
sont chargés. Il est clair b all a 
que, quand il n’y a pas de 
charge, l’aréte du_ prisme ee . 
Fig. 187 


médian doit se trouver un 
peu au-dessous des arétes des 
deux prismes extrémes, car 
celles-ci s’abaissent par la 
flexion du fléau sous la 
charge. 

Les prismes extrémes sont 
souvent mobiles, pour faci- 
liter le réglage de leur posi- 
tion. La figure 187 représente 
une extrémité de fléau ainsi 


construite.Comme on le voit, 
on peut, au moyen dela visa, 
élever ou abaisser le prisme, 
et, au moyen de la vis 8, lui 
donner de légers déplacements vers la gauche ou vers la droite. 

Les figures 188 et 189 représentent un autre mode de construction. Le 
prisme b est maintenu 4 l'aide des vis v et v' sur un support en acier m, 
qui est lui-méme fixé au fléau par la vis n. En soulevant légérement cette vis, 


(1) W. W. Lermanrow. — Journ. de la Soc. phys.-chim. russe, 9, p. 326, 1877. 


oe 
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on peut déplacer le support m, & l'aide de la vis p, dans la direction longitudi- 
nale, la piéce prismatique o fixée au fléau servant de guide. Les vis r et r’ per- 
mettent en outre d’imprimer au support de légéres rotations. 

D. I. Mewpéciirerr a proposé un systtme de fourchette, qui se compose de 
deux bras de levier tournant autour d’un axe placé dans le prolongement de 
lV’aréte du prisme médian. Ce dispositif arréte le fléau pendant qu’il oscille, 
sans glisser sur lui, le systeme d’arrét et le fléau ayant méme axe de rotation. 
Le glissement du systeme d’arrét le long de la surface du fléau produit une 
pression latérale nuisible, car elle peut Gmousser les arétes. 


La figure 190 représente un des types de balances & bras courts, construits 
par Sarrorius a Gottingen. 


Stabilité et sensibilité de la balance. — Il est nécessaire, pour la sta- 
bilité de Ja balance, que le centre de gravilé du fléau se trouve um peu en des- 


werre 
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sous de son axe, c’est-a-dire de l’aréte du prisme médian ; les plateaux avec 
leur charge n’auraient une influenee directe sur la stabilité que s’ils formaient 
avec le fléau un ensemble invariable. 

La sensibilité d’une balance est Ja propriété qu’elle posstde d’accuser une 
inclinaison notable du fléau, pour une légére surcharge p ajoutée a Pun des 
plateaux, dans lesquels peuvent déja se trouver des charges égales P. En dési- 
gnant par 8 l’angle d’inclinaison du fléau, on prend, pour mesure de la sen- 
sibilité w, la grandeur 


(r) oOo 


Cette grandeur se détermine de la maniére suivante. Soit NCM une ligne 
horizontale (fig. 191): AB et BC représentent les bras du fléau que nous 
supposons, pour plus de généralité, ne pas coincider avec la ligne horizontale, 
a charge égale des plateaux. Les arétes des trois prismes passent par les points 
A, Bet C. En A et B sont appli- NK 
quées des forces égales aux char- 
ges des plateaux. Soit ACN = A 
BCM = «a; D est le centre de 
gravité du fléau, auquel est appli- 
quée la force Q égale au poids du 
fléau. Désignons par !== AC = BC 
la longueur des bras, et par 
8 = DC la distance du centre de 
gravité au point de suspension. 

Supposons que sur le plateau de droite se trouve le poids P, et sur celui de 
gauche le poids P +- p, p désignant la surcharge. Les bras du fléau prennent 
alors la position A’CB’ et le centre de gravité vient en D’. Soit DCD’ = 
ACA’ = BCB’ = 8. La condition d’équilibre du fléau dans sa nouvelle posi- 
tion, sous l’action des forces P, P +- p et Q, sera 


cp aa 


P+p 


Fig. 191 


(P + p). A"C=P.BIC + Q.D'C 
ou 


(P + p)l cos (8 + «) == Pl cos (8 — a) + Q6 sin 8. 


Si l’on développe cos (8 + 2) et cos (8 — 2), et si l’on divise toute l’équation 


par cos 8, on obtient 


_ pl cos a ; 
(2) ig B= (2P + p)lsin « + Q¢ 


On peut, pour de petits angles 8, remplacer la tangente par l’arc, et on ob- 
tient alors, d’aprés (1), 


l cos x 


(3) MA + p)l sin x + Qs" 
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Si les arétes des trois prismes se trouvent sur une droite, c’est-d-dire si 
lon a a = 0, on obtient la formule plus simple 


(4) o= 55 


qui montre que la sensibilité d’une balance est directement proportionnelle a 
la longueur des bras du fléau, et inversement proportionnelle au poids du 
fléau et a la distance de son centre de gravilé a l’axe de suspension. On con- 
clut de la que, pour augmenter la sensibilité d'une balance, il faut, la longueur 
du fléau élant donnée, diminuer le poids de ce fléau, ou le poids élant donné, aug- 
menter la longueur, el rapprocher aulant que possible le centre de gravilé du 
fléau de Vaxe de suspension. 

Dans le cas idéal auquel correspond la formule (4), la sensibilité ne dé- 
pend pas de la charge P des plateaux. La formule générale (3) montre, 
au contraire, que la sensibilité de la balance diminue, quand cette charge 
augmente, si l’angle « est positif, c’est-a-dire si l’axe de suspension du 
fléau se trouve au-dessus de ceux des plateaux ; la sensibilité augmente, 
si a est négatif, c’est-a-dire si les arétes des prismes extrémes se trouvent 
au-dessus de celle du prisme médian. II est trés important de remarquer 
que l’angle « dépend de la charge P, car celte charge produit une flexion 
dans le fléau, c’est-’-dire augmente l’angle 2. Quand l’angle « est positif 
pour P = 0, la sensibilité » diminue, quand la charge P croit, non 
seulement 2 cause de l'accroissement de P, mais aussi a cause de celui 
de x. Quand, au contraire, la valeur initiale de « est négative, langle « de- 
vient d’abord nul, lorsque P croit, puis devient positif; dans ce cas, la sen- 
sibilité de la balance doit d’abord augmenter avec l’accroissement*de la 
charge P, puis diminuer : c'est effectivement ce que l’on observe. Un allon- 
gement du fléau augmente la flexion sous la charge, ainsi que la durée d’os- 
cillation ; c’est pourquoi, on emploie aujourd’hui, comme on I’a déja dit plus 
haut, des balances a bras courts ('). 


5. Observation des oscillations du fléau d'une balance. — Une 
pesee consiste a faire équilibre 4 un corps, dont le poids est inconnu, avec des 
poids marqués, qui doivent ramener le fléau dans la position qu‘il occupait, 
sans charge. Mais on constate que, la fourchelte une fois abaissée, la balance 
commence toujours a osciller, que ces oscillations durent trés longtemps, et 
qu'il n’est pas possible d’attendre que le fléau arrive au repos complet. Aussi, 
on observe ces oscillations sur une échelle (voir plus haut), et des observa- 


(1) On trouvera de nouvelles recherches sur la sensibilité de la balance dans les tra~ 
yaux suivants : 

Canrenter et Bisnese. — Phys. Rev., 22, p. 31, 1906. 

Gorrscuatk. — Western Chemist and Melallurgist, 2, pp. 37, 55; 83, g1, 1906. 

Fercrntricer. — Theorie, Konstruktion und Gebrauch der feineren Hebelwage, Leipzig, 


1907 (310 pages). 
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tions, on déduit la division de cette échelle qui correspondrait au repos, c’est- 
_ a-dire en face de laquelle s’arréterait 1’extrémité de l’aiguille, ou qui se trou- 
verait en face du fil horizontal de l’oculaire du microscope servant aux lec- 
tures. Il faut éteindre les violentes oscillations du fléau, en touchant les 
plateaux avec un pinceau souple. Lorsqu’on observe les petites oscillations qui 
subsistent, les plateaux doivent seulement s’élever el s’abaisser, mais n’avoir au- 
cun mouvement latéral, car, dans ce dernier, se développe une force centrifuge, 
qui change la position du point cherché de l’échelle. Pour déterminer ce 
point on observe, sur l’échelle. trois oscillations simples successives du fléau : 
soient a, b et ¢ les divisions observées de |’échelle, a et c désignant les points 
extrémes d’oscillation d’un cété de la position de repos cherchée, et b le point 
2 = ° des 


extréme d'oscillation de l’autre cété. On prend alors la moyenne 


deux lectures faites d'un méme cété, puis la moyenne du nombre ainsi 
obtenu et de la lecture b faite de l’autre coté. Le nombre trouvé donne la divi- 
sion cherchée n, qui correspond a la position de repos. On a donc 


(5) n= 5 (S248) =f (a4 ad+o). 

2 2 4 ; 
Si l’on observe quatre points extrémes a, b, e et d (a etc se trouvant d’un 
cété, b et d de l’autre), la position n se calcule alors par la formule suivante : 


1 


(6) n=% 


(a + 3b-+-3c + d) 

que l’on obtient, en prenant la moyenne des deux positions de repos, calcu- 
Iées par la formule (5), avec les points extrémes a, b, c et les points 
extrémes b, c, d. On a en effet : 


il io a Ey I ; 
nai lflarab+g +t braces a|—J( + 3b + 3c + d). 


Avant d’effectuer la pesée elle-méme, il faut déterminer, par la méme mé- 
thode, la division n, de l’échelle, & laquelle correspond la position d’équilibre 
du fléau, les plateaux étant vides, 

Supposons, par exemple, que les points extrémes des oscillations, les pla- 
teaux étant vides, soient 


a gauche, ou en haut a droite, ou en bas 
10,6 8,3 
10,4 Ny = does — 9.4. 


— 


moyenne 10,0 


La division n, = 9,4 correspond 4 la position d’équilibre. 
Quand la division zéro de l’échelle se trouve au milieu de celle-ci, il faut 
affecter les lectures d’un signe. 
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Pendant la pesée, on observe 4 nouveau les oscillations. Il s’agit de déter— 
miner la somme des poids marqués, pour lesquels la division n, correspond 
encore ala position d’équilibre. En géneral, un certain nombre de poids mar- 
qués donne une position d’équilibre située de l'un des cétés de n,., et 
Paddition de la plus petite charge fait passer la position de repos de Yautre 
cdété de n,. On obtient alors, par une simple proportion, la fraction de ce pe- 
tit poids, pour laquelle on obtient la position d’équilibre en n,. Un exemple 
suffira pour bien faire comprendre ce qui préctde. Supposons que I’on ait, 
comme plus haut, n, = 9,4, et que la charge 438,765 donne aux lectures 
les chiffres suivants : 


a gauche, ou en haut a droite, ou en bas 


957 7:2 
9,9 La position d’équilibre est n, = Bees = = 8. 
moyenne 9,6 


La charge 43%",766 donne 


a gauche, ou en haut a droite, ou en bas 


10,9 8,8 
10,7 La position d’équilibre est nz — 108458 _98. 
moyenne ~ 10,8 


Cette position d’équilibre s’est donc 
gramme, de 9,8 — 8,4 = 1,4 division 
charge 43%",765, devrait déplacer cette 


déplacée, par V'addition de 1 milli- 
. Le poids cherché x, a ajouter a la 
position de n» — 8,4 = 9,4 — 8,4 


= 1,0 division; il en résulte que = 1,0: 1,4 = 0,71, et que, par suite, 
le poids cherché du corps est égal & 438",7657, en négligeant la derniére 
décimale r. 

P. Corte a construit une balance apériodique, dans laquelle les oscillations 
du fléau produisent de petites compressions ou de petites dilatations d’une 
masse d’air, placée au-dessous des plateaux, dans des vases spéciaux; par’ 
suite, les amplitudes des oscillations du fléau diminuent trés rapidement. 

On trouvera dans les travaux de Menvécfierr (') des renseignementsedé- 
taillés sur les méthodes de pesée les plus précises, sur les dispositions 4 don- 
ner aux balances, etc. : 


(1) Journ, de la Soc. phys.-chim. russe, 1895, Partie chim., p. 50g. Annales du 
Bureau principal des Poids et Mesures (en russe), 3° Partie, p. 1-84, 1896. Recherches 
expérimentales sur les oscillations des balances (en russe), Saint-Pétersbourg, 1898. Sur 
les oscillations des balances, Discours prononcé dans la X* assemblée générale des natu— 
& Kiew (en russe), 1898; ce discours a été publié dans les Ann. du 


raliste russes & 


Bureau principal des Poids et Mesures, 4° Partie, p. 33, 1899. 
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En prenant toutes les précautions possibles, et en se servant des meilleures. 
balances, on peut arriver, dans les pesées, & un trés grand degré de précision. 
On peut atteindre, dans la détermination d’un poids de 1 kilogramme, une 
précision de o™S,1, c’est-a-dire que l'on peut répondre de l’exactitude a un 


dix-millioni¢me a) du poids cherché prés. Dans des circonstances particu- 


litrement favorables, on est arrivé 4 une précision de o™,4, pour une 
charge de ro kilogrammes, et méme de o™,005, pour une charge de 1 kilo- 
gramme, (c est-a-dire a une précision de un ou deux-cent-millionieéme), Aucune 


~- autre mesure de grandeur physique ne peut étre ellectucée avec un pareil degré 


d’exactitude. 


6. Méthode de pesée. — II existe trois méthodes de pesée, qui élimiment 
Vinfluence de Tinégalité de longueur des bras du fléau et de limégalité de 
poids des plateaux. 

I. Mérnove pr Gauss ov pe Transposition. — On placele corps d’abord 
dans un plateau, puis dans l’autre, et on délermine les deux poids (mar- 
qués) p, et pz qui lui font équilibre. Désignons par |, la longueur du bras du 
fléau, sur lequel agit d’abord le poids cherché p du corps, et par /, la longueur 
de l’autre bras; on a 


(7) ply = pil, pl = pal. 
On obtient par multiplication, 


p> = PiP2s 


c est-a-dire 


I 
(8) p =VPpips = 5 (Pi + P2)s 


car on peut remplacer la moyenne géométrique de deux nombres, par leur 
moyenne arithmétique, quand ces nombres sont peu différents l'un de l'autre 
(voir page 377). En divisant les égalités (7) l'une par l’autre, nous trouvons 
le rapport 1, : 1, des longueurs des bras du fléau, que nous désignerons 


par i, 
i —— Pa . 
Pa 
Sort 3 = 1-44, « désignant une petite quantité ; on a 
2 
(9) ,1= Bt y/t+a=it+:. 
P2 


La méthode de transposition donne donc, en particulier, le rapport des 


bras du fléau. 


s/s 


II. Mérnopz pe Borpa ov pr 1a DOUBLE PESHE (ou encore de Ja tare), On 
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place le corps a peser dans l’un des plateaux, et on lui fait équilibre, dans 
lautre, avec de la grenaille de plomb, du sable, de la limaille, etc. On en- 
ro) Pp ? ’ 

Jéeve ensuite le corps, et on le remplace par des poids marqués, de maniére a 
équilibrer la tare (grenaille, sable, limaille, etc.). Il est évident que le poids 
cherché est égal a la somme des poids marqués, que les bras du fléau soient 
€gaux ou non. 
c 

IL]. Mérnope pr MenpéLtiierr DE LA CHARGE CONSTANTE OU DE LA SENSIBI- 
LITE constantE. — Nous avons vu (page 444) que la sensibilité de la balance 
dépend de sa charge. Pour effectuer une série de pesées avec une sensibilité 
constante, on opere de la maniére suivante. Supposons que la balance soit 
construite, pour une charge maxima de 1 kilogramme dans chaque plateau. 

b] P te) {o) 
On place alors, dans l’un des plateaux, un poids de 1 kilogramme, et dans 
Pp p P 8 

l’autre, des petits poids marqués valant ensemble 1 kilogramme. En ajoutant 
une légére surcharge du cdté convenable, au cas ot le fléau de la balance se 
trouve incliné, on raméne la position d’équilibre au milieu de l’échelle. On 
place le corps a peser dans le plateau aux petits poids, et on enléve autant 
de petits poids qu’il faut pour rétablir l’équilibre. Les poids enlevés détermi- 
nent le poids du corps. 


7. Correction de la perte de poids des corps dans lair. — D’aprés 
le principe d’Archiméde, tout corps plongé dans lair perd (comme on dit in- 
correctement d’habitude) une partie de son poids, égale au poids du volume 


d’air déplacé. La densité de l’air étant approximativement =50" 08 voit qu'un 
] 


corps, dont la densité est égale a l’unité, perd environ 0,13 °/, de son poids, 
ce qui représente une grandeur trés importante, eu égard a la précision que 
Yon peut atteindre dans les pesées et qui va jusqu’a 0,00001 pour cent.Ainsi, 
méme l’un des corps les plus pesants, le platine, perd dans J’air 0,006 pour 
cent de son poids. Dans la pesée d’un kilogramme de platine, cette perte de 
poids s’éléve 4 60 milligrammes, c’est-a-dire qu’elle est 600 fois plus grande 
que le plus petit poids (o"*,1) encore sensible dans la balance. 

On se sert de l'appareil connu sous le nom de baroscope (fig: 192), pour 
manifester l’accroissement apparent de poids dt au passage d'un corps de l’air 
dans le vide, et pour montrer que cet accroissement est d’autant plus grand 
que Je volume du corps est plus grand. Une petite sphére en métal et unc 
plus grosse en bois se font équilibre dans l’air; la sphére en bois parait au 
contraire plus lourde, sous la cloche d’une machine pneumatique ou l'on fait 
le vide ; son poids rée! est donc plus grand, mais dans Jair, elle subit une 
poussée plus grande que la sphére en métal ; elle perd donc plus de son poids, 
comnie on dit, que celle-ci. 

La perte de poids varie avec la densité de l'air, c’est-a-dire avec la pression 
barométrique, la‘température, la proportion trés variable de vapeur d’eau que 
Yair renferme. Il s’ensuit que le poids apparent d’un corps est une gran- 
deur variable. Aussi, dans toute pesée précise, on détermine le poids réel, 

_cest-a-dire le poids du corps dans le vide. Le calcul du poids réel, d’aprés le 
poids observé, s’appelle la correction de la perle de poids dans l’air. . 


PERTE DE POIDS DANS LAIR hho 


Le poids apparent des poids marqués varie également avec les changements 
d’état de l’air, et nous devons par suite supposer, une fois pour toutes, 
que la valeur marquée sur chaque poids 
(ainsi que les corrections trouyées dans le 
calibrage) se rapporle a son poids dans le 
vide. 

La correction de la perte de poids n’a 
plus de raison d’étre, quand la pesée s’ef- 
fectue dans le vide (c’est ce que Recnautr 
a fait, pour la premiére fois, en 1860, ainsi 
que Menpéirerr, au Bureau principal des 
Poids et Mesures, et d’autres aussi, plus 
récemment), ou encore quand le corps a 


peser et les poids marqués sont du méme 
métal. 


Une grandeur trés importante & con- 
naitre, pour faire la correction de la perte 
de poids, est le poids d’un centimetre cube 
dair sec & 0’ et sous une pression de 760 
millimétres, c’est-a-dire sous une pression 
égale a celle d’une colonne de mercure de 
760 millimétres de hauteur 4 0°, au niveau 
de la mer et sous une latitude géographique 
de 45°. Désignons ce poids par py; il varie 
avec la latitude et il est évidemment 


proportionnel & V’accélération g duc a la force de la pesanteur, D’apres 
MenpELtierr, on a 


(10) Po = 08", 131844 9, 


ou g est exprimé en meat Si l'on prend, pour St-Pétersbourg, g = 9,8188, 


on obtient pour ce lieu 
(11) Po = 18",29450. 


Le Bureau principal russe des Poids et Mesures désigne le poids du litre d’air 
sec, dans les conditions normales, par e) == 1000p». 

Supposons que la pesée s’effectue a la température /°, sous une pression 
barométrique H, et que la tension de la vapeur d’eau contenue dans 1 air 
soit h. Dans ce cas, le poids p d’un cenlimétre cube d’air est (voir plus loin la 
loi de Darron) 


H—h er h 
P= Po ~6o(1 + al) | P abo(t + 21) 


oa = 0,00367 désigne le coefficient de dilatation des gaz, et 6 la densité de 


Cuwotson, — Traité ae Physique I, 29 
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la vapeur d’eau par rapport a l’air, que l’on peut prendre égale a ’ environ. 
En simplifiant, on a 

u—3s 
(12) P15 aa So mer. 


On ne se sert de la formule (12) que dans.des.cas exceptionnels. Pour les :pe- 
sées effectuées dans les conditions ordinaires, & la température d'une chambre, 
on peut, quand il n’est pas besoin d’une trés grande précision, employer la 
formule 


(33) p= =O BeoT 


Soient P le poids réel cherché du corps, V son volume, D sa densité, () le 
poids réel des poids marqués que nous connaissons (voir plus haut, page 449), 


v leur volume et 6 leur densité. La perte de poids du corps est pV = Ph ela 


perte de poids des poids marqués est pu == p s Dans l’air, la balance indique 


légalité de poids du corps et des poids marqués ; on a donc 


P—pp=e—rg oe P(s—f) = 018) 


On peut poser, en raison de la petitesse de la correction (voir page 376) 


rm O(1—$) (00+ bi 


ou 


EM ctiick P=Q+ (5-4): ' 
En remplagant p par sa valeur (13), il vient 

(15) PQ -+ 0,0012 (5 — 2) er., 

ou | 

(16) P= Q+ 1.2Q(7 — 3) mer. 


Le-second membre de (16) donne la correction cherchée en milligrammes ; 
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Q est exprimé en grammes. ‘Quand la pesée est faite avec des poids marqués 
en laiton, on a $= 8,4. En écrivant (16) sous la forme 


P= 04.0 
ona 


fs I 
(17) k= 1,2 . ray mer. 


Il existe des tables qui donnent la valeur du facteur k pour les différentes 
densités D des corps a peser ; de telles tables ont aussi été établies pour des 
poids marqués en platine, c’est-a-dire pour ¢ = 22. 

Comme on I’a déja dit, de toutes ‘les mesures, la pesée est celle qui peut 
s’effectuer avec la plus grande précision ; avec une balance bien construite, et 
surloul avec un observaleur exercé, prenant beaucoup de précautions, on peut 


es I ; . 
noe bp i. Lap ’ ah ae . ; 
pousser la précision jusqu’a er du poids a mesurer, c’est-a-dire quel’on peut 


peser 1 kilogramme a o"*",1 pres. 


8. Bascule, balances de Roberval et de Westphal; Microba- 
lances. — Nous allons maintenant parler de quelques appareils, qui servent 
également a faire des pesées, mais qui different essentiellement, par leur con- 
struction, de la balance 4 bras égaux décrite ci-dessus. 

I. Bascurz. — La figure 193 représente une bascule, dont on a rendu visi- 


Fig, 193 


bles plusieurs parties.cachées. La charge peser est placée sur la plateforme AA 
et les poids, sur le plateau C. La plateforme et le plateau sont reliés par un 
systeme de levicrs tel.que l’équilibre a lieu, quand Je poids réel du corps est 
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dix fois plus grand que la somme des poids marqués, quel que soit Vendroit oir 
Von ait placé le corps sur la plateforme AA. Sur la figure schématique 194, 
GH est la plateforme, qui repose d’une part sur le point (plus exactement la 
ligne’ F du levier de second genre EK, et qui est reliée d’autre part au point 
B du levier de premier genre AD. Au point A de AB, est reliée en outre 
Vextrémité K du levier EK, et au point D, le plateau qui regoit les poids 
marqués. Soit Q le poids du corps placé sur la plateforme et désignons, par 


A BC D 


Fig. 19h 


la méme lettre, ’'endroit ot il se trouve ; soit P la somme des poids marqués. 
qui lui font équilibre. Nous allons démontrer que l’on a Q = 10P, quand 
les deux conditions suivantes sont remplies : 


(18) CD =10 BG; . 


La charge Q exerce en G et F une pression égale a Q. ue une partie 


~ 


de cette force agit sur K et A, et possede, par rapport au point d’ appa CGdu 


levier AD, un moment M, = Q. a . ae -ACS ge BC [voir (18)'. 


x 


La méme charge agit sur H et B avec la force Q. ae qui posstde, par rap- 


port au point d’appui C du levier AD, le moment M0, atl BC. La somme 


des moments M,-+ Ms = Q. QT. BC+ Q. Gy -BC=Q. Gh (QH + GQ) 
BC 


= Q. aH . GH = Q. BG doit étre égale au moment des poids P, c’est- 
a-dire que l’on doit avoir Q . BC = P . CD; on en tire, d’aprés (18), 
QO ==H0P: 

Si q est le poids de la plateforme et p celui du plateau, on a Q+ q 
= 10(P + p); mais, comme la bascule A vide est en équilibre, ona q = Top, 
et par suite Q = roP. 

Il existe aussi des bascules dans lesquelles CD = rooBC ; ; on a-alors. 
OD == ie Be 

Nous nous bornerons a la description précédente, qui est celle d’une bas- 
cule de construction ancienne, sans nous arréter aux formes nomeureS 
~“employées dans le commerce ou dans |’industrie. 
II. Barance pe Roprrvat. — Cette balance est employée pour les pesées. 
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‘qui n’exigent pas unc grande précision. Tout le monde connait sa forme exté- 
rieure ; elle est représentée schématiquement par la figure 195. Deux tiges AB 
et CD d’égale longueur tournent autour des points fixes E et F situés en leur 
milieu. Deux autres tiges AC et BD, aussi d’égale longueur, leur sont reliées 
‘par quatre charniéres ; ces tiges se prolongent en haut et portent les plateaux 
-ab el ed. Quand tout le systéme oscille autour des points E et F, le rectangle 
ABCD prend la forme d’un parallélogramme, les tiges AC et BD restant tou- 
jours paralléles a la ligne ver- 
ticale fixe EF et les plateaux 
.demeurant par suite horizontaux. y 
Siun corps M de poids P est 
placé en un point quelconque 
de l'un des plateaux, son action 
‘sur tout le systéme de leviers 
-est la méme que si la force P 


avait son point d’application au 
centre O du _ plateau, c’est-d- Fig. 195 

dire que si elle agissait directement sur la tige BD. Appliquons en effet 
-en O deux forces égales 4 P et direclement opposées (voir fig. 186) ; la force P 
dirigée vers le haut et le poids P du corps forment un couple qui tend a faire 
tourner le plateau ; mais l’action de ce couple est détruite par les points 
fixes EK et F, qui ne permettent au plateau que de se déplacer paralltlement 
a lui-méme. II ne reste donc que la force OP dirigée vers le bas. Il résulte 
immédiatement de la que deux charges M et N se font équilibre, quand leurs 
poids P et P, sont égaux, quel que soit |’endroit ou chacun de ces poids se 
trouve sur les plateaux. 

Nous allons démontrer autrement que l’on a P = P,, dans le cas de I’équi- 
libre. Supposons que les charges P et P, ne soient pas disposées symétrique- 
ment (voir fig. 195), et qu’elles se fassent équilibre. Si l’on incline la balance 
vers la gauche, le poids P de droite est 
élevé A une certaine hauteur h, et le 
poids P, de gauche est abaiss¢ de la 
méme quantité h. Le travail, produit 
par la force de la pesanteur, est 
P,h — Ph; mais, si tout le systeme se 
trouve en équilibre sous l’action de la 


Fig. 196 


pesanteur, ce travail doit étre égal & zéro; on a donc Pyh — Ph = 0, ce 
-qui donne P = P,. 

La figure 196 représente la moitié de gauche d’une balance de construction 
plus compliquée ; les points d’appuise trouvent en cet g ; end, e, f, k, m, a 
et b sont les charniéres. Ici encore la tige hl, qui porte le plateau, reste verti- 
‘cale, quand ac oscille autour de c, et, par conséquent, les plateaux se 
déplacent parallélement 4 eux-mémes. 

Ill. Barance pe Wesrenat. — La balance de Wesreuat, appelée encore 
balance a un bras, bien que cette dénomination soit inexacte, sert & déterminer 
le poids spécifique des liquides, et, pour cette raison, nous la retrouverons plus 
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tard (V° Partie, Chap. IT, § 5); nous nous contenterons, pour le moment, 
de déerire cette balance, que représente la figure rg7. Le levier; KHh oscille 


mu 


‘a ei ii i i i) 40 


il 
L 


= 


autour de l’aréte d'un prisme H, comme un fléau. Le bras Hh est divisé en 
EO args ; au-dessus des traits de division sont pratiquées de petites encoches 
qui, comme le crochet h, servent 


Mail cma a suspendre commodémentau bras 


les poids en forme d’étrier, repré- 
sentés en A,, As, Bet C. Les 
étriers A, et A, ont le méme poids 
que nous prenons pour unité; 
B est égal a 0,1 eb C & oor du 
poids: de Ay et Az. On voit immé- . 
diatement que la charge repré- 
sentée sur la figure 198 corres- 
pond & 0,747 unités de pords et. 
celle représentée sur la figure rgq 
a 1,846. Le petit cylindre-K sert de. 

contrepoids. La positiond’équilibre 
est celle pour laquelle la pointe fixée en K. se trouve exactement en regard de 


Fig. 199 
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la pointe J. On peut, a Vaide de la vis P, élever ou abaisser le fléau JHh. Une 
vis calante sert & établir Phorizontalité de |’ appareil. Nous verrons plus tard 
comment on choisit. les:poids, pour déterminer commodément la densité des 
liquides, Cette balance: peut. aussi servir 4 déterminer le poids. d’un corps, 
mais en unités égales au poids de A, et de Ay. Dans ce but, on détermine les 
charges qui mettent la balance: en: équilibre, quand le corps est: fixé en h ou 
quand il est enlevé;.la différence de ces deux charges donne le poids cherché 
du corps. Pour plus de commodité, on augmente parfois le nombre des poids 
marqués adjoints a la balance. 

LV. Microsanances., —-On. nomme: microbalances des appareils qui servent 
a mesurer des poids extrémement petits: avec la plus grande exactitude pos- 
sible.. De telles balances ont été construites: par Warsure et Inmort ('), par 
Satvioni (*) et par Nernst et Riesenrecp (°). 

La balance de: Sanvionr consiste en un fil de verre mince, qui est encastré a 
l'une de ses extrémités d (fig. 200); l'autre extrémité c porte une pointe en 
platine, sur laquelle repose wn petit crochet, qui sert a suspendre le poids a 
mesurer. A la méme extré- 
mité est encore soudé un 
second fil de verre: courbé 
ba, qui porte un fil d’arai- 
gnée horizontal s. La gran- 
deur du poids est déterminée, & l'aide d’un microscope, par l’abaissement 
du: fil d’araignée. Au moyen de sa balance, Satvront a pu manifester la perte 
de poids du musc avec le temps. Girsen (*) a amélioré cette balance et l’a em- 
ployée pour: mesurer’ les densités relatives de plusieurs gaz, le poids de cou- 
ohes d’eaui minces sur le verre et Jes métaux, et l’absorption de différents gaz 
par le charbon. 

La microbalance de: Nerxsr et Rirsenrvecy consiste en un fil de quartz tendu 
horizontalement, auquel est soudé avec du verre un fléau constitué par un fil 
fim en platine. L’une des extrémités du fil sert d’index sur une échelle, pen- 
dant que l’autre extrémité porte une petite capsule. Tandis que dans la 


Fig,, 200 


balance de Satyionr, c’est la flexion d’un fil mince que l’on mesure, ici c’est 
la torsion. 

V. Crimi (*) a construit aussi en: 1902 une microbalance analogue 4 celle 
de: Nernst et Riesinrecp, qu il a appelée balance sans couteau ; le fléau, cons- 
titué par un tube métallique trés léger, dont le poids est de 1 gramme envi- 
ron, esti porté par un fil de cocon. Un fil de cocon a un couple de torsion 


(4) Wanrsure et Inmonr. — W. A., 27, p. 481, 1886. 

(2) Sarviont. — Misura di masse comprese fra gro—* et gro—® ; Sulla volatilizzazione 
del muschio. Atti. R. Acc. Peloritana, Messina, rgor. 

(3) Nerysr et Rirsenrerp. — Chem. Ber., 36, p. 2086, rgo3. 

(4) Gissey, — D..A.,, 10, ps 830, 1903. 

(°) V. Criimanu. — Sur une balance tres sensible, sans: couleau, Journ. de Physique, 


_ Ae Série, T. I, p. 441-448, 1902. 
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wala I . ’ A ‘ x 
négligeable (4 de celui d’un fil d’argent de méme diam@tre) et se comporte, 


sous ce genre d’effort, comme un corps visqueux plutot que comme un corps 
élastique ; les oscillations du fléau peuvent par suite s’amortir; sans diminu- 
tion de la sensibilité de la balance. 

Des recherches avec les microbalances ont été faites r6cemment et de nou- 
velles améliorations ont été réalisées par Britt et Bereron Evans (') (1908) 
et par Sreee et Grant (*) (1g09). 


9. Dynamométres. — On appelle dynamométre un appareil qui sert a 
mesurer les forces ; celles-ci agissent directement sur l'appareil, et y provo- 
quent des déformations déterminées, qui donnent naissance 4 des réactions 
élastiques, tendant a rétablir la forme primitive. 

Aucune déformation ultérieure ne se produit, quand la force extérieure 
cherchée équilibre les forces élastiques intérieures ; celles-ci croissenten méme 
temps que la déformation, qui peut, par conséquent, servir de mesure a la 
force considérée. 

Pour graduer un dynamomiétre, on fait agir sur lui une série de forces de 
grandeur connue, ou simplement une série de poids, par exemple 1, 2, 3, .s. 
grammes ou kilogrammes, selon le genre ct la destination de l'appareil, et 
Pon marque les déformations ainsi produites. Il est clair qu'un dynamométre 
gradué peut également servir 4 la détermination du poids des corps, et rem- 
placer ainsi la balance ; mais il ne peut se comparer a elle, au point de vue 
de l’exactitude des résultats. 

Le peson ordinaire peut servir d’exemple trés simple de dynamométre. 

Il existe un trés grand nombre de formes diverses de dynamométres, cons- 
tituées par un ressort courbé en arc; 
la figure 201 représente l'une de ces 
formes. La force cherchée comprime le 
ressort, c’est-’-dire rapproche l'une de 
lautre ses deux moitiés ABC et ADC. 
Comme le montre la figure, ADC agit 
sur l’un des bras d'un Jevier coudé; 
Yautre bras est une aiguille dont la 
pointe peut se déplacer le long d'un 
arc gradué. L’une des moitiés du ressort 
doit ¢tre fixée en B. On peut d’ail- 
leurs fixer l’appareil également en G, et faire agir la force en A, suivant la di- 
rection de la droite CA. SiA et C s’éloignent l’un de l'autre, B et D se rap- 
prochent et l’aiguille se met en mouvement. Sur l’arc EI’, sont tracées 
deux échelles, qui correspondent & ces deux manitres d’employer l'appareil. 

On obtient une plus grande précision, avec le dynamométre de Ponceer 


(‘) Barty et Beneroy Evaxys. — J. Chem. Soc., 93, p. 1442, 1908. 
-(?) Sreece et Graxr. — Proc, R. Soc., 82, p. 580, 1909 ; Journ. de Phys., (4) 9, 
p- 840, 1910, 
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et Monin, que représente la figure 202. Deux lames d’acier AA et A‘A’ sont 
f bd , SF oe 

réunies l’une a l’autre par les charniéres C, C’, G" et C”, autour desquelles 

peuvent tourner leurs extrémités, quand les lames fléchissent. La lame 


A est fixée en un point, et Pautre est munied’un crochet qui sert a appliquer 
commodément la force (un 


poids, un cheval attelé, etc.). 
En outre A’A’ porte un crayon : 
R, qui trace, sur une feuille de oii Da 
papier, un trait dont la lon- AN 
gueur peut servir de mesure A 
la force cherchée. On constate, 
en effet, que dans cet appareil, 
la force appliquée est a trés peu 
pres proportionnelle au déplacement du point R qu'elle produit. Il faut 
simplement déterminer, une fois pour toutes, 4 quelle longueur de trait 
correspond une force déterminée, par exemple 100 kilogrammes, pour se 
servir ensuile de l'appareil. N.A. Histuous (') a construit un dynamométre 
enregistreur, 


Pour la mesure des pressions, on se sert d'appareils qu’on nomme mano- 
métres et que nous ferons connaitre dans la 4° Partie, Chap. III. Dans le 
Tome IV, nous décrirons un genre spécial et trés intéressant de manometres, 
qui reposent sur le changement de résistance électrique d'un conducteur 


(Hg, par ex.) par la pression. 


40. Balance de torsion unifilaire. — Ce précieux appareil sert a la 
mesure des forces d’attraction ou de répulsion, quise manifestent, dans diffé- 
rents cas, entre les corps (attraction universelle, attraction et répulsion des 
corps ¢lectrisés ou magnétiques). La figure 203 représente lune des nom- 
breuses formes de balance de torsion unifilaire, qui ne représente pas d’ail- 
leurs toujours un appareil indépendant, et n’est parfois qu'une partie d'un 
instrument plus complexe. 

La partie la plus importante de la balance de torsion est un corps hori- 
zontal, ayant ordinairement la forme d’une tige, suspendu par un fil fin, qui 
est fixé au corps att-dessus de son centre de gravilé. Le fil peut étre en métal 
(aluminium, argent, platine) ; quelquefois c’est un fil de verre ou de cocon ; 
dans ces derniers temps, on a commencé a employer des fils de quartz (sur 
la proposition du physicien anglais Boys). Le corps horizontal peut étre trés 
différent, selon les mesures auxquelles la balance est destinée ; c’est une tige 
légére portant une petite sphére a une ou & ses deux extrémités, ou un aimant, 
ou une lame plate, etc. Ce corps se trouve dans une cage en verre circulaire 
ou carrée, et le fil est placé dans un tube vertical, fixé au-dessus d’une ouver- 
ture circulaire pratiquée dans le couvercle de la cage. Une seconde ouverture a, 
dans ce couvercle, sert & introduire, a l’intérieur de la cage, un autre corps 


(1) Journ, de la Soc. phys.-chim, russe, 17, p. 5g, 1885. - 
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(aimant, petite sphére électrisée), dont l’action: népulsive sur le: corps horizontah 
doit étre mesurée. 

L’extrémité supérieure du fil est fixée.au centre du couvercle du. tube ver- 
tical. Ce couvercle peut tourner, et son angle de rotation: peut’ étve mesuré.. 
Il existe en outre, d’ordinaire, un dispositif permettant d’élever ou d’abaisser 


hi f 


Fig, 203 


le fil.. La figure 204 représente 4 une grande échelle Ja partie supérieure du 
‘tube.. Le fil est fixé & la tige g (fig. 203) que lon peut élever, abaisser, 
faire tourner, et fixer, dans-une position. convenable,, au moyen d’une vis: de: 
pression également visible sur la figure. La partie supérieure du tube est 
-entourée d’une monture en laiton, dont la partie fixe porte un indicateur d. 
Le bord de la partie mobile est divisé, dans sa moitié supérieure, en. degrés, — 


aN 
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et muni, dans sa. moitié inférieure, de dents qui engrénent avec une. vis sans 
fin,, mise en mouvement d’un lieu assez éloigné, a l'aide d’une longue tige et. 
d’umjoint de Hooks. Si l'on veut faire tourner rapidement, d’un angle assez, 
grand, la: partie: mobile; on éloigne la vis sans fin de la roue dentée, & l’aide 
de la poignée m, qui agit sur un excentrique particulier, et. on peut.alorsifaire 
tourner le couvercle, de l’angle voulu, a l’aide des tiges ff. 

La. pelite tige horizontale inférieure tourne, pendant les mesures, autour 
du fil auquel elle est. suspendue, et l’on peut mesurer son angle de rotation. 
Dans.quelques appareils, 
un ruban, portant une 
graduation en degrés, 
est collé sur la paroi ex- 
térieure'de la cage, ou 


bien le couverele en verre in = f vi 
: > Mr ae oT) 
est muni d’un cercle di- ‘ti a TI NS 


visé. En regardant sur 
le e6té ow par en haut, 
on se fait une idée ap- 
prochée de la valeur de 
langle de rotation, Dans 
les instruments de me- 


sure plus précis, la partie 


mobile est munie d’un 
petit miroir, et l’angle 
de rotation se détermine 
par la méthode de la déviation du miroir (voir page 419). Les petites rota- 
tions peuvent aussi étre observées directement de I’extérieur, 4 Paide d’une 
lunette (voir fig. 203). 

Quand le fil et la tige inférieure (qui ne doit pas étre une aiguille aiman- 
tée) sont complétement abandonnés & eux -mémes, la tige prend une position 
d’équilibre déterminée, qui correspond 4 |’état naturel du fil, dans lequel il 
est complétement détordu, Si maintenant, l'une des extrémités du fil est 
tordue d’un certain angle 6, le fil ne se trouve plus dans son état: naturel : i 


Fig, 204 


S+ 2 


est tordu et en lui se développent des forces élastiques intérieures, qui tendent 


& le ramener & l’état naturel, c’est-’-dire d faire tourner, en sens: inverse de 
la rotation imprimée, l’extrémité libre inférieure et le corps qui lui est sus- 


_ pendu. Sur cette extrémité et sur le corps, agit done actuellement un: couple, 


dont nous désignerons le moment par M. Plus l’angle de torsion ¢ est grand, 
plusiest grand le moment M du couple. Pour des fils trés fins, om constate 
que le moment M est proportionnel & l’angle ¢, et que cette proportionnalité 
subsiste parfois jusqu’a des angles de plusieurs milliers de degrés. Nous 
pouvons donc poser 


(19) Rie Ce, 


C étant égal & la valeur numérique que prend le moment. du: couple, quand: 
Vextréniité libre du fil est tordue de l’unité d’angle (page 45). 
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Pour maintenir le fil dans la position qu’il prend, pour une rotation égale 
i l’angle ¢, il faut lui appliquer un couple, dont le moment doit évidemment 
étre égal au moment M des forces élastiques. ll en résulte que la formule (19) 
détermine aussi le moment M du couple extérieur, qu'il faut appliquer a l’extré- 
mité libre du fil, pour quwil reste tordu de l’angle ¢; C est numériquement 
égal au moment du couple extérieur qui produit un 
angle de torsion égal A l'unité. On peut déduire la va- 
leur numérique du coefficient C de Vobservation de la 
durée 'T d’oscillation de la tige horizontale, quand on la 
fait tourner dans un sens, puis qu'on l’abandonne a 
elle-méme. Supposons que AB (fig. 205) soit la posi- 
lion de la tige,quand le fil fixé en O est complétement 
détordu. Si lon fait tourner la tige d’un angle ¢, de 
maniére & lui faire prendre la position CD, un couple, 
dont le momentzest M = Cg, agit alors sur elle. On 
peut remplacer ce couple par un autre couple ff quel- 
conque, pourvu gu’il satisfasse & la condition 2 fa = M, ou a = CO = OD. 
Si Pon compare cetle expression a (19), on obtient égalité 


Fig. 205 


C 
(20) a = 2a oF 


que l’on peut faire précéder A droite du signe —, pour indiquer que f est dirigé 
dans le sens des angles » décroissants. Sur la moilié OD de la tige agit donc 
une force f proportionnelle a l’angle ©. Si l’on compare ce cas a celui des 
petites oscillations du pendule physique, on voit que les deux cas sont iden- 
tiques au point de vue mécanique. On a, pour le pendule, la relation géné- 
rale f = P sin 9, ot P désigne le poids du pendule ; pour de trés pelils angles, 
on peut prendre la formule 


(a1) fare 


(plus exactement f = — Po), qui conduit a la loi de l'isochronisme des petites 
‘oscillations. Dans notre cas, fest proportionnel a’ ¢, méme pour de grands 
angles, et, par conséquent, les vibrations torsionnelles de la balance de torsion 
unifilaire représentent un exemple remarquable d’isochronisme ; pour des oscilla- 
tions petites ou grandes, la durée I’ d’oscillation est la méme, pourvu que le 
fil soit assez fin, pour que la formule (19) reste vraie dans les positions 
extrémes. 

Nous avons trouvé, pour la durée T d’oscillation d'un pendule physique, 
la formule 


7 ane 
(22) =*\/ py 


ot K désigne le moment d’inertie du pendule, par rapport & son axe de rota- 
tion, P le poids du pendule et a la distance du point d’application de la 
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force P (centre de grayité) 4 l’axe de rotation [voir (41), page 3ro]. Si l’on 
désigne ici par K le moment d’inertie de la tige AB, par rapport a son axe de 
rotation (axe du fil), et si ’on applique la formule (22) & la moitié OD de la 


° . 1 Tr x e J A y 
tige, il faut mettre ~ K a la place de K. D’aprés (20) et (21), la force 


P=: 


-6 [Ss 


= e La formule (22) donne alors 


eK i= 
ee 2 ps K 
(23) t=. cima VAs 
oa a 
On en tire 
7K 
(24) ae 


Celle formule trés importante donne le coefficient C. c’est-d-dire le moment du 
couple qui tord, de l’unité d’angle, l’extrémité inférieure du fil. Il sera ques- 
tion plus loin (Chap. VII, § 4, page 476) des méthodes de détermination du 
moment dinerlic K d’un pendule, dans le cas ou ce mement ne peut étre 
calculé d’aprés sa forme géométrique (page 114). Des procédés analogues 
donnent K, pour la partie horizontale de la balance de torsion. 

On peut, a l’aide de Ja balance de torsion unifilaire, mesurer la force F, 
qui agit sur l'une des extrémités de la tige. Supposons que la tige se trouve 
d’abord en repos et que le fil ne possede pas de torsion. En partant de cette 
position, nous comptons positivement, dans un sens déterminé, l’angle de 
rotation 2 de la tige. Si, pour une raison quelconque, nous faisions aussi 
tourner l’extrémité supérieure du fil, nous compterions positivement cet 
angle de torsion 8, dans le sens opposé au sens positif de l’angle z. Dans ce 
cas, la torsion © du fil serait 


(25) 9=a-+t B, 


et le moment du couple qui maintient en repos la tige serait égal ’1Cg=C(«-+-8). 
Supposons que AB (fig. 206) soit la position primitive de la tige et CD la 
position de celle tige aprés déviation ; 
soit BOD = x, OD =a. Supposons en 
outre que la force I agisse sur le point 
-D perpendiculairement a la lige. Appli- 
quons en O deux forces, paralléles a DI’, 
égales & F et de sens contraires. L’une 
_ delles, ayant la direction de la forceDF, 
provoque seulement un pelit déplace- 
ment latéral du point O, et se trouve dé- 
truite par le poids de la tige; l'autre 
force forme avec DF un couple, dont le 
moment est égal 4 Fa. Pour que la tige reste en équilibre, nous devons 


Fig, 206 


avoir Fa = Ce; d’ou l’on tire 


C 
(26) R= as 
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Nous avons un autre cas & considérer, celui ou la force F est dirigée suivant 
la droite qui joint les points B et D (fig. 207), c’est-’-dire le cas:ou se trouve 
en B un corps qui repousse l’extrémité D de la tige. Soit F, la composante 
de la force ', qui agit perpendiculairement a OD. La condition d’équilibre 


est maintenant F,a — Ce; mais Fy = F cos = car OE est perpendiculaire 4 
DB et par suite FDF, — EOD, comme ayant des cétés perpendiculaires. 


. a Mich . 
Nous avons donc Fa cos te Ce ;d’ou l'on tire 


(27) Fo 


a 
a COS — 
2 


Supposons qu'il s’agisse de trouver le rapport des forces F et F’, qui font 
tourner la tige de «et de «’, pendant que Jes angles de torsion sont 9 et 9! ; 
Po 7 os La 7 C . - 
nous avons alors, outre (27), Tégalité FY — —t, et on déduit, pour le 
a cos 


rapport cherché, 
I 


F tS haat 
(28) ae 


a 
COS — 
2 


Si l’extrémité supérieure du fil n'est pas tordue (8 = 0), on a 9 =a et 
! == a'. Les formules (26), (27) et (28) ont été obtenues dans J’hypothése 
qu’en dehors de la force F et du couple 
M, qui tend A ramener le fil & son 
état initial, aucune autre force ou aucun 
autre couple n’agit sur la tige. Il y a 
cependant des cas ou, dans Ja rotation 
de la tige, se développe, en dehors du 
couple M, un autre couple tendant éga- 
lement & ramener la tige dans sa posi- 
tion primitive, et ou le moment (M’) de 
cecouple est une fonction de langle. 
Ce cas se présente, quand la tige heri- 
zontale de la balance de torsion unifi- 
laire est une aiguille aimantée, et que 


sa position de repos coincide avec le 

c Fig. 207 méridien magnétique. Nous verrons que, 
dans ce cas, M’ est proportionnel & sin . La condition d’équilibre de la tige 
prend alors la forme suivante : 


(29) Fa cos . = Co + 'M’. 


On peut, en se servant de la balance de torsion, rendre l’angle de torsion 9 
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“aussi grand que l’on veut, en faisant tourner, par exemple, l’extrémité supé- 
rieure du fil, d’un multiple de 360°, pourvu que le fil soit assez fin, pour que 
la formule (1g) reste applicable avec de telles torsions. On cherche A ce que 
langle « ne soit pas supérieur ’ 60°. 

La sensibilité de la balance de torsion est déterminée par une grandeur, an- 
versement proportionnelle au coefficient C, car, plus le moment d’un couple 
produisant une torsion donnée est petit, plus est grande la sensibilité de l’ap- 
pareil. Sans entrer dans les détails relatifs 4 cette question, sur laquelle nous 
reviendrons, nous dirons seulement que la sensibilité de la balance de torsion 
est d’autant plus grande que le fil est plus long et plus fin, et que sa subs- 
tance résiste moins a la torsion, C’est seulement dans la suite que nous pour- 
rons considérer les lois plus exactes relatives 4 ce sujet. 


41. Balance de torsion bifilaire. — Cet appareil ne différe de la ba- 
lance de torsion unifilaire qu’en ce que la tige horizontale AB (fig. 208) est 
suspendue par deux fils CE et DF, que nous pouvons supposer, pour plus de 
généralité, non paralléles. 

Pour l’équilibre, AB doit se trouver dans un plan vertical passant par E 
et F, ce qui revient a dire que AB doit étre paralléle & EF. Si nous faisons 
tourner AB d’un angle ¢, autour du point O comme centre (l’angle ¢ s'ap- 
pelle encore, par analogie, l’angle de torsion), les points C et D s’élévent, car 
tous les points.du cercle horizontal de diamétre ‘CD sont plus éloignés de I 


¥ F 


ere eee 2 
Cab 


Fig. 208 Fig. 209 


que D. Une torsion du double fil éléve donc la tige AB, ce & quoi s’oppose 
le poids P de cette tige. Le couple qui produit la torsion, dont nous désigne- 
rons le moment par M, est équilibré par le poids P; on peut négliger l’action 
de la torsion insignifiante des fils et leur poids. 

Cherchons la condition d’équilibre de la tige AB, quand elle a tourné de 
Vangle sous l’action du couple M. La figure 209 représente, A une plus 
grande échelle, la partie médiane CD de la tige, dans sa position normale ; 
soit CO = OD =a, ER = RF — hb, OHR une verticale, ct CE = DF = 1 
la longueur des fils. 

Sous l’action.du.couple, la tige a pris la position KL.; elle a tourné de 
Vangle JUL = ¢ et s'est dlevée de la hauteur OH. Menons par F la droite 
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verticale FJ, et joignons les points J et L; soit RH = FJ =zet JL=c; 
on a évidemment HJ = 6, et, par conséquent, . 


c? = a? + b? — 2ab cos 9. 


12 Ty 2 Wo ’ x . P > J : 
On a en outre I'J° = FL? — LJ’, c’est-a-dire z? = 2? — c?; par suite 
(30) 2 = |? — a? — b? + 2ab cos. 


Imaginons que le couple extérieur M soit remplacé par deux forces f, appli- 
quées en L et K, et perpendiculaires 4 KL; on aura 2af = M. La lige se 
trouve en équilibre dans la position KL. Pour trouver la relation entre M 
et 9, supposons que la tige tourne encore d’un trés petit angle Ag et qu'elle 
s'éléve, en méme temps, au-dessus du point H, d’une tres petite quantilé que 
nous désignerons par — Az, puisque z diminue. Le couple produit dans cetle 
petite rotation un travail MA¢ (page 124), qui doit étre égal au travail 
effectué pour élever le poids P de la hauteur Az. On en déduit que 


(31) MA === PAZ: 
L’égalité (30) donne 
(32) zAz == — ab sin pAv. 


Portons la valeur de Az, déduite de (32), dans (3t), et divisons par Ag. Il 
vient 


ab : 
INT = a P sin o. 


S la ps QO \ * q = 
La hauteur OH, dont la tige s’éléve, est toujours tres petite, et, par suite, 
on peut, dans la derniére formule, remplacer z par |; on obtient alors 


(33) M = a P sin © 


et, dans le cas ou les fils sont paralléles (b = a), 
(34) - M = % Psing. 


Si l’on désigne par C le facteur constant qui est placé dewiat sin 9, et qui 
caractérise ia balance donnée, il vient 


(35) M = C sino. 


En comparant cette formule avec la formule (19), M = Cg, relative & la ba- 
lance de torsion unifilaire, on voit que le moment du couple qui tend a rame- 
ner la lige, dans sa position initiale, est proportionnel a langle de torsion pour la 
balance unifilaire, et au sinus de Vangle de torsion pour la balance bifilaire. On 
constate, en outre, que le coefficient de proportionnalilé dépend de la Bs 
et de la position respective des fils, et du poids de la lige. 


pin ie 


| 
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La sensibililé de la balance bifilaire est d’autant plus grande que C est plus 
petit ; elle est donc proportionnelle a la longueur | des fils, inversement propor- 
dionnelle au produit des distances entre les extrémités des fils, ou au carré de la 
distance entre les fils quand ils sont paralléles, et enfin inversement proporlion— 
nelle au poids de la lige horizontale. 

La formule (35) montre que M croit, en méme temps que 9, jusqu’d 
2 = go’. On ne doit pas pousser, au dela de cette valeur, la torsion du double fil, 
car la tige, se trouvant alors dans une position d’équilibre instable, pourrait 
tourner jusqu’a l’angle » = 180°, ou, les deux brins se touchant, l’appareil 
cesse d’étre bifilaire. 

Le double fil, comme le fil simple de la balance unifilaire (fig. 203, 
page 458), est placé a lintérieur d’une cage en verre et dans un] tube de 
méme matiére, dont on peut faire tourner le couvercle. En donnant aux 
lettres a, 8, et ¢ la méme signification que plus haut, nous avons encore [voir 
(25)| ¢ = + 8. Si une force F (voir fig. 206) agit sur la tige d’une balance 
bifilaire, perpendiculairement a cette tige, et est appliquée & une distance a 
de son milieu (a étant différent de la méme lettre dans (32) et (34)], nous 
avons, a la place de (26), la relation suivante 


(36) F . sin 9. 


Si la force F a la direction de la droite qui joint la position initiale et la po- 
sition nouvelle du point de la tige situé a la distance a du milieu de cette 
derniére, nous avons, a la place de (27), 


(39) p— Gsin ¢. 


a 
a cos — 
2 


Nous avons, pour le rapport de deux forces, la formule analogue A (28), 


a 

‘ cos — 

38 Wis =. sino 2 
(38) Fo sin: 9! a 
ve *, 608 = 
2 


L’angle de torsion « peut se mesurer, comme dans la balance unifilaire, au 
moyen d’une échelle graduée appliquée sur la paroi ou sur le couvercle de la 
cage, ou d’aprés la méthode de la déviation du miroir. Le coefficient C de la 
formule (35) peut également se déduire, dans la balance bifilaire, de l’obser— 
vation dela durée T d’oscillation. Si l’on écarte la tige d’un certain angle a 
partir de sa position de repos, puis qu’on l’abandonne 4 elle-méme, elle se 
met & osciller, le moment du couple qui agit & chaque instant sur elle étant 
M =C sin ¢. Supposons ce couple remplacé par deux forces f (fig. 205, 
page 460), telles que l’on ait 2 fa — M, on obtient 

Gar. 
(39) ee Sie 


2a 


Nous avons trouvé, pour le pendule, f = P sin 9; par suite, la loi des oscil- 


Cuwouson. — Traité de Physique J,. 30 
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lations de la balance de torsion bifilaire est identique & laloi des oscillations 
du pendule. Il en résulte qu’a la différence de ce qui se passe pour la balance 
unifilaire, les oscillations de la balance de torsion bifilaire ne sont isochrones que 
pour de irés petites amplitudes. Si Von remplace, comme précédemment, dans 


la formule (22), K par = et P par = voir (39), on obtient & nouveau 


(40) T= ny/ : 


et 


(41) C= a5 


ow K est le moment d’inertie de la tige par rapport 4 son axe de rotation, et 
ott T est la durée d’oscillation pour de trés petites amplitudes. 

Si en dehors du poids P qui produit le moment G sin ¢, tendant & détruire 
la torsion, agit encore un couple, tendant & ramener la tige 4 sa position ini- 
tiale, et si le moment de ce couple est M’, lacondition d’équilibre, correspon- 
dant a (29), sera, pour la balance de torsion bifilaire, 


(42) Fa cos - = Csing+ M’. 


V. Crimmu a cu Vidée de construire une balance de torsion quadrifilaire, 
dont on trouvera la description dans les Comples Rendus de 1904 ('). D’une 
manictre générale, un solide invariable posstde six degrés de liberté, que l’on 
peut réduire d’un nombre n < 6, en attachant le corps an fils ; on pourrait. 
donc considérer en dehors des balances de torsion actuellement en ‘usage, 
des balances 4 3, 4 et 5 fils. L’étude cinématique des degrés de liberté de 
mouvement a déja été, comme on sait, tres développée (7). H. Porcart a 
fait l'étude dynamique de la balance quadrifilaire (*) ; pareille étude n’existe 
pas encore pour les balances a 3 et a 5 fils. La discussion de la formule de sen- 
sibilité & laquelle est arrivé H. Poincané a élé commencée par V. Crémreu (*), 
qui indique un exemple ot le solide invariable de la balance quadrifilaire a 
une sensibilité supérieure au double de celle du:méme solide employé comme 
fléau, & la maniére ordinaire; la stabilité de cette balance est d’ailleurs indé- 
pendante de sa sensibilité. e 


(‘) V. Grimm. — Balance azimatale quadrifilaire, C, R., T. 438 11 avril rg04, 

(2) Tuwomson et Tarr. — Treatise on Natural Philosophy, T. 1, Part. 1; Scxoenrims, — 
Géométrie du mouvement, traduction francaise de Ch. Sprcxen, Paris, 1903 ;G. Kosnies, 
Legons de Cinémalique, Cinématique théorique. ° 

(°) H, Poweani, — Théorie de la balance azimutale quadrifilaire, C, R., 138° 11 avril 
1904. 

(*) V. Crimev. — Balance azimutale quadrifilaire, Journal de physique théorique et 
' appliquée, 4° Série, T. IIIT, p. 765-779, 1904. 
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CHAPITRE VII 


MESURE DU TEMPS 


4. Remarques générales sur la mesure du temps. — La mesuredu 
temps peut consister soit & déterminer le lemps vrat, c’est-a-dire l’instant ou un 
phénoméne quelconque se produit, soit 4 déterminer la grandeur de l’inter- 
valle de temps, qui s’écoule entre deux instants. En toute rigeur, nous déter- 
minons bien aussi, dans le premier cas, un certain intervalle de temps, a 
savoir l’intervalle qui s’est écoulé entre un instant, non pas choisi arbitraire- 
ment, mais adopté d’une maniére générale pour commencer A compter le 
temps (derniére culmination inférieure du Soleil moyen), jusqu’s linstant 
dont il s’agit de déterminer Ie temps vrai. Cependant, les conditions, aux- 
quelles doivent satisfaire les appareils dans ces deux cas, sont totalement dif- 
férentes. Dans les mesures du premier genre, on se sert de pendules, qui 
donnent trés exactement le temps vrai, ou pour lesquelles on connait bien la 
correction qui permet de déduire de leurs indications inexactes le temps 
vrai. Dans les mesures du second genre, il suffit d’avoir un compteur exact, 
le temps qu'il indique pouvant lui-méme ne pas étre exact. Les premiéres 
mesures se présentent assez rarement en Physique, mais elles jouent un role 
important en Astronomie. Dans la Météorologie, on enregistre aussi le temps 
vrai; mais, habituellement, on se contente de déterminations approchées, 
comme peut en donner une horloge ordinaire & bonne marche ; ce n’est que 
' rarement, par exemple dans l’observation des orages magnétiques, des trem- 
blements de terre, etc., qu'il est nécessaire d’avoir une connaissance exacte du 
temps vrai. 

On se sert, comme unité de temps, de la seconde, c’est-’-dire de la 86400° 
partie de la durée du jour solaire moyen, Le jour sidéral ne contient que 
86154,091 secondes. Il faut, pour mesurer le temps, un appareil dans lequel 
a lieu un mouvement périodique quelconque, dont la période ait une durée 
égale {une seconde, ou bien égale & une fraction ou 4 un multiple de seconde. 
Comme exemples d’appareils de ce genre, on peut citer les horloges a pendule, 
les montres, les grosses horloges disposées horizontalement dans une cage et 
de dimensions plus ou moins grandes, etc. Les horloges qui ont une marche 
particulitrement réguliére, c’est-a-dire ou la durée d’oscillation est aussi peu 
variable que possible, s’appellent des chronomeélres. On distingue les horloges 
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a ressort et celles & poids (nous laissons ici de cdté les cadrans solaires, les 
sabliers et autres appareils analogues). Les horloges, les montres, etc., doivent 
étre remonteées et il faut prendre comme régle de remonter 
celles qui sont 4 ressort, 4 des intervalles de temps égaux, 
par exemple, chaque jour et 4 la méme heure, 

Les horloges qui servent a la mesure du temps, dans les 
recherches physiques, doivent baltre nellement la seconde 
ou la demi-seconde. L’observateur aprés avoir noté tout d’a- 
bord l'année, le jour, le mois, l'heure ct la minute, compte 
intérieurement les secondes, d’apres les battements, en con- 
centrant toule son attention pour saisir l’instant ou se pro- 
duit le premier des phénoménes entre lesquels il doit me- 
surer l’intervalle de temps, puis l’instant cu se produit le 
second. Avec un peu d’habitude, on arrive a déterminer 
4 Poreille méme les dixiémes de seconde, quand les phéno- 
ménes a observer se succédent avec assez de rapidité. Dans 


ce cas, l’horloge joue le role de compteur. 

Il existe des mécanismes particuliers, trés commodes, ser- 
vant a mesurer l'intervalle de temps entre les instants A et 
B ou apparaissent respectivement deux phénoménes, ou qui 
limitent la durée d’un phénoméne (dans ce cas, A désigne 
le commencement du phénoméne, B la fin). Ce sont des 
montres de poche, munies d’une aiguille particuli¢re qui 
parcourt en une minute un cercle enticr divisé en soo 
parlies (correspondant chacune 4 0,2 seconde). En pres- 
sant sur un bouton, l’aiguille vient 4 la division zéro ; une 
seconde pression (a l’instant B) l’arréte. L’arc parcouru par 
Yaiguille détermine l'intervalle de temps cherché. Si lon 
presse une quatriéme fois sur le bouton, l’aiguille revient 
de nouveau 8 la division zéro. Il existe encore des compteurs 
de temps plus compliqués, munis de deux aiguilles, qni 
sont d’une grande ulililé dans certains cas. 

On peut encore ranger, parmi les compteurs de temps, 
le métronome, utilisé parfois dans les recherches physiques, 
areane il n’est pas besoin d’une grande précision. 

‘Les horloges dont on se sert le plus souvent ont un pen- 
dule dont la durée d’oscillation est égale 4 une seconde. Le 
mouvement du pendule est entretenu par la traction d'un 
poids que l’on remonte, ou par un ressort bandé, ou enfin 
par de légers chocs produits par un autre pendule a seconde 
et transmis par des courants électriques ; ces derniéres hor— 
loges s’appellent des horloges électriques. C’est un probléme 
trés difficile que d’obtenir une marche tout a fait réguliére dans un pendule. 
Lippmann ('), entre autres, a indiqué une méthode tres ingénieuse pour, la 


Fig. 210 


(*) Journ, de phys., 1896, p. 429. 
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transmission électrique 4 un pendule d’impulsions, qui ne donnent naissance 
& aucune perturbation dans le mouvement de ce pendule. 

La température a une grande influence sur la marche des horloges ; ainsi, 
par exemple, quand la température croit, la longueur du pendule augmente, 
et par suite aussi la durée d’oscillation (l’horloge retarde). Pour 
éliminer l’influence de la température (compensation), on con- 
struit le pendule de facon que son centre d’oscillation (page 309) 
reste invariable, quand la température change. Un tel pendule 
est appelé pendule compensateur. La figure 2to représente un 
pendule compensateur souvent employé: le pendule a grille. A 
la lame d’acier supérieure, qui fléchit & chaque oscillation, est 
fixée une traverse horizontale ab, aux extrémités de laquelle sont 
vissées deux tiges d'acier R. Celles-ci sont fixées, a leur partie 
inférieure, A une seconde traverse fg, sur laquelle sont vissées 
deux tiges de laiton T. Une troisitme traverse horizontale cd 
réunit les extrémités supérieures des tiges de laiton, et porte en 
son milieu une tige d’acier S, & laquelle est fixée la lentille. 

Si Ja température croit, la lentille s’abaisse, par suite de l’al- 
longement des trois tiges d’acicr ; mais elle s’éléve, par suite de 
Vallongement des deux tiges de laiton. Le coefficient de dilata- 
tion du laiton est 1,74 fois plus grand que celui de l’acier. En 
donnant aux tiges une longueur convenable, on peut arriver a 
une immobilité presque complete du centre d’oscillation, et par 
suite a l’invariabilité de la durée d’oscillation, pendant les chan- 
gements de tempéralure. On peut remplacer I’acier et le laiton, 
par le fer et le zinc. 

La figure 211 représente un autre pendule compensateur. Il 
se compose d’une lige RR, qui soutient un cylindre en verre 
MM contenant du mercure. La dilatation du mercure est plus 
grande que celle du verre; par suite, le niveau du mercure 
séléve, quand la température augmente, et l’allongement de la 
tige d’acier se trouve ainsi compensé. La valeur de la pression 
atmosphérique a également une certaine influence, quoique tris 
faible, sur la durée d’oscillation du pendule (*). 


2. Chronographes. — On appelle chronographes des ap- 
pareils qui servent a inscrire (enregistrer) les instants ou ont licu 
respectivement plusieurs phénoménes, et qui permettent ainsi 
de déterminer les intervalles de temps qui séparent ces instants. 
L’enregistrement se fait d’ordinaire sur un ruban de papier, 
qui se meut dans le sens de sa longueur, comme dans l'appareil télé- 
graphique de Monsr, ou sur la surface d’un cylindre animé d'un mouvement 
de rotation autour de son axe et d’une translation dans la direction de cet axe. 


(*) Tisseranp. — Compt. rend,, 122, p. 646, 1896. 
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Les mouvements du ruban ou du cylindre sont réglés par un mécanisme d’hor- 
logerie ; parfois aussi, on fait tourner le cylindre simplement 4 la main. Les 
inscriptions se font sur le ruban a l'aide d’une aiguille, d’un crayon, ou d’une 
plume a encre de couleur, quelquefois aussi 4 l’aide d’étincelles électriques, 
produites par wne bobine d'induction de Ruumxonrr, et jaillissant entre une 
pointe et une petite bande métallique placée sous le ruban de papier, qui se 
trouve ainsi percé de petits trous. Les mouvements de l’aiguille, du crayon ,ete., 
sont produits par l’attraction d’un petit électro-aimant, dans lequel estenvoyé 
a un instant déterminé le courant ; l’étincelle est due a l’ouverture brusque 
du courant primaire a ce méme imstant. La fermeture et l’ouverture du cou- 
rant sont produiles par l’obseryateur lui-méme a l’instant conyenable ou auto- 
matiquement, par exemple par le projectile d'une arme a feu qui coupe le 
circuit dans lequel passe le courant. On recouvre le cylindre, ordinairement 
métallique, d’une mince couche de noir de fumée, ou de poudre de lycopode,. 
apres avoir au préalable lég¢rement enduit sa surface de graisse ou de vaseline. 
Les traits sont faits sur le cylindre, par une pointe ou par une étincelle élec- 
trique. On le recouvre quelquefois d'une feuille de papier, sur laquelle on 
obtient l’enregistrement par l’un des procédés indiqués plus haut, et quel’on 
peut détacher du cylindre pour étre conservée. Quand le cylindre n’a qu’un 
mouvement de rotation, Je tracoir doit avoir un mouvement de translation 
parallélement & l’axe du cylindre, pour que les inscriptions, correspondant 
aux différents tours du cylindre, ne chevauchent pas les unes sur les autres 
et soient disposées suivant une hélice. Si, au contraire, le tragoir est immo- 
bile, axe du cylindre doit alors étre muni d’un filetage et traverser un écrou, 
pour gue le cylindre soit animé a Ja fois d’un mouvement de rotation, et 
d'un mouvement de translation. Il existe enfin des chronograpkes, dans les- 
quels le cylindre est fixe et ou la pointe a tracer tourne autour du cylindre. 

Le dessin fait par la pointe peut présenter différents aspects : 

1. Le style se trouve 4 une petite distance de la surface du cylindre, et ce 
nest qu'aux instants a noter qu'il la touche pendant ua moment; on oblient 
alors des points isolés ou des traits trés courts, dont les distances mutuelles 
servent de mesure a l’intervalle de temps & détermincr. Si on laisse le contact 
se produire, pendant tout cet intervalle, on obtient un trait long, dont la 
longueur donne la mesure de l’intervalle. 

2. La pointe touche le cylindre et s’en éloigne 4 des instants déterminés, 
ou pendant une certaine durée ; les vides obtenus dans le tracé servent alérs 
a déterminer I’intervalle de temps cherché. 

3. La pointe touche la surface du cylindre, et, & des instants déterminés, 
ou pendant l’intervalle 4 mesurer, est légérement déviée latéralement. On 
obtient alors sur le cylindre des lignes de la forme AB ou CD ( fig. 212); Vin- 

_tervalle de temps cherché est déterminé par la longueur de ab ou de cd. 

Nous obtenons donc, sur la surface du cylindre d’un chronographe, par 
l'une quelconque des méthodes précédentes, des inscriptions, qui représen—- 
tent un intervalle de temps déterminé ; il faut alors trouver la distance entre 
les inscriptions qui correspond & une seconde. !1 existe pour cela plusieurs 
méthodes : 
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_ 1. La vitesse de rotation du cylindre est connue ; supposons que le rayon 

de ja base soit R et que le nombre de tours par seconde soit n; dans ce cas, a 

une seconde correspond la longueur 2znR (en négligeant l’inclinaison de la 
ligne hélicoidale). 

- 2, On a une horloge munie d’un pendale a seconde, qui & chaque oscilla- 
tion ouvre ou ferme, pour un instant, un courant électrique ; ce courant agit 
sur un second style, placé auprés du premier, qui ins- 
crit sur le ruban de papier ou sur le cylindre, par l’une 
des méthodes précédemment décrites, des instants sé- 
parés par un intervalle de temps d’une seconde, Sur la 
figure 212, les quatre traits entre I et F correspondent °° 
chacun 4 une seconde; les traits e et f correspondent 
aux instants considérés, et leur intervalle est, comme 
on le yoit, égal a 2,7 — 0,2 = 2,5 secondes. 

3. On obtient, sur un cylindre animé d’un mouve- 
ment de rotation, une ligne ondulée, a l’aide d'une 
pointe fixée a lune des branches d’un diapason, dont le 
nombre de vibrations est connu, La figure 213 représente 
le cylindre, avec son axe fileté, et, devant lui, un dia- 
pason K¢ la pointe tragante n’est pas visible. Si l’on 
fait tourner le cylindre, la pointe dessine une ligne on- 
dulée, semblable 4 celle que représente la figure 214, 
quand le cylindre n’a qu’un mouvement de rotation. p D 
Si, au contraire, le cylindre est animé en outre d’un 


A c 


Fig, 212 
. . . 5° 
mouvement de translation suivant son axe, la ligne on- 


dulée s’enroule autour du cylindre en forme d’hélice, comme sur la figure 
215. Il est trés utile, avant de tracer la ligne ondulée, et également apres, 
de faire tourner le cylindre, le diapason étant au repos ; on obtient alors une 
hélice, qui partage la ligne ondulée en deux parties symétriques. 

Pour faire vibrer le diapason K, on le place entre deux électro-aimants M 


Fig. 21h 


et M’, dans l’enroulement desquels on envoie n courants de courte durée, 
pendant une seconde, si n est le nombre des vibrations du diapason. On se 
sert pour cela d’un diapason interrupteur, représenté sur la figure 216, qui 


a lui-méme un nombre de vibrations égal & n; a ses deux branches, sont — 
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fixées deux pointes K et O, dont l'une K plonge dans du mercure que ren- 
ferme un vase au-dessous d’elle, et l'autre O se trouve un peu au-dessus du 
mercure contenu dans un vase & droite du premier. La figure montre claire- 
ment la disposition des électro-aimants et des fils conducteurs. C’est sur le 
fil latéral, figuré en pointillé, que se trouvent les électro-aimants du diapa- 
son K (fig. 213). Si le courant de |’élément de pile E est fermé, il circulesui- 
vant la direction de la fléche, et les électro-aimants attirent le diapason. La 
pointe K sort alors du mercure, tandis que O s’y enfonce ; le circuit principal 
est donc ouvert et le circuit latéral fermé : le courant passe dans l'appareil 
enregistreur (fig. 213). Mais, par suite de l’interruption du courant principal, 
les électro-aimants M ct M’ perdent leur aimantation ; les branches du diapa- 
son reviennent a leur position, qui est celle représentée sur la figure ; K plonge 
& nouveau dans le mercure, tandis que O en sort. Le courant principal est 
alors fermé, le courant latéral ouvert, les électro-aimants attirent les branches: 
du diapason, etc. De cette manitre, le diapason interrupteur (fig. 216) com- 


i 


mence a yibrer, en faisant n vibrations 2 la seconde, et en fermant n foi8 le 
courant latéral, de sorte que les électro-aimants de la figure 213 attirent n 
fois les branches du diapason K, et que celui-ci exécute n vibrations par 
seconde. 

Les chronographes jouent un réle important dans diverses recherches de 
Physiologie ('). 

La figure 217 représenle un chronographe récent de la Société Génevoise. A 
gauche, se trouve le mécanisme d’horlogerie, qui donne au cylindre un mou- 
vement de rotation uniforme, tandis que l'appareil enregistreur, visible 
par devant, est mis en mouvement uniforme, parallélement a l’axe du cylindre, 
par la rotation simultanée de la longue vis horizontale. . 

L’expérience classique de l’harmonica chimique, aisée a répéter avec la 
flamme de l’acétyléne, a permis 4 L. Benorsr (?) (1gt1) de réaliser trés sim- 
plement un dispositif chronophotographique, plus commode et presque ausst 
précis que celui du diapason, ayant sur ce dernier l’avantage de pouvoir étre 
réglé a n‘importe quelle fréquence. Il suffit d’installer sur une lampe ordi- 
naire a acétyléne un bec en verre trés efiilé, donnant une flamme filiforme 


(1) Friipinicg et Nust. — Eléments de Physiologie humaine, 4° éd., Gand, 1899- 
(2) L, Beyorsr. — C. R. 458, p. 96, 19tr. 


a —— 
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de 2° environ de longueur, et d’entourer celle-ci d’une cheminée de verre 
de longueur convenablement choisie ; on obtient facilement un son trés pur 
et trés fixe, qui est la note fondamentale d’un tuyau. ouvert de méme 
longueur que la cheminée (Voir 7° Partie, Acoustique). Cette flamme vibrante, 
trés photogénique, se photographie tris bien, soit sur un appareil fixe avec 
miroir tournant interposé, soit sur pellicule entrainée, soit plus simplement 
sur appareil photographique pivotant. L’ajustement exact & une hauteur mu- 
sicale donnée se fait sans difficulté a l’oreille, par comparaison avec un ins- 
trument de musique accordé au diapason normal (ou encore un sonométre), 
et en modifiant peu & peu la longueur du tuyau, grice A un prolongement 
métallique coulissant sur le verre. Cet ajustement peut se faire & 1°/9 pres. 
L. Benoisr a employé ce dispositif pour mesurer les durées d’ouverture des 
obturateurs photographiques. On peut l’'utiliser en se servant soit de la photo- 
graphie, soit de la méthode stroboscopique (voir plus loin, § 6). 

On se sert, pour la mesure des intervalles de temps excessivement petits, 
de différentes méthodes, dont nous considérerons quelques-unes plus tard, 


m\ 
IA 


dans les tomes II et IV. H. Asranam et G. Lemorne (') ont récemment indi- 
qué une méthode, qui permet de mesurer des intervalles de temps de l’ordre 
de grandeur de 10~* a ro~ secondes, en déterminant les espaces parcourus 
durant ces intervalles par la lumiére. 

Représentons le millioniéme de seconde, avec Apranam et Lemoine, par le 
symbole pS. Les procédés usuels pour l'étude des phénoménes de trés courte 
durée se trouvent en défaut quand il s’agit, par exemple, de déceler une 


durée de =a de pS. Ainsi, en admettant que, dans la photographie sur 


plaque mobile, on puisse donner a la plaque une vitesse de 1000 metres A la 


" _ de pS. La méthode 
1000 


seconde, le déplacement ne serait que de t micron en 


(") Ann. chim. phys., (7), 20, p. 264, 1900; Journ. de phys., (3), 9, p. 262, 1900, 
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du miroir tournant elle-méme, qui dépasse toutes les autres, n’atteint que 
bien difficilement cette limite. Par exemple, le miroir qui a été employé par 
Foucautr, dans ses expériences sur la vitesse de la lumiére (Tome II), faisait 
800 tours 4 la seconde el le rayon réfléchi, qui en faisait 1600, avangail de 2” 


dangle en 3h de »S ; mais, ce miroir n’ayant que 14 millimétres de dia- 


a . . - I F 
métre, il ne pouvait séparer que les 10". Le s de pS se trouve donc encore 


au-dessous de ce que l’on pourrait déceler, mais non mesurer avec quelque 
précision au moyen du miroir de Foucaurr. Au contraire, dans la méthode 


d’Asprauam et Lemorne, si l’on veut mesurer le 


"de pS, l’espace que devra 
00 


parcourir la lumiere est de 30 centimétres, et cet espace peut se déterminer 
avec une extréme précision ; il n’y a, pour ainsi dire, aucune limite a la sen- 
sibilité de la méthode. C’est, d’ailleurs, ainsi que la mesure des longueurs 
d’onde fournit déja la durée des vibrations lumineuses, qui n'est pourtant que 
d’un cing cent millioniéme de uS. On peut également faire remarquer que 
Vidée de mesurer une durée par l’espace que parcourt la lumiére pendant 
cette durée elle-méme se trouve A la base de la théorie de la relativité 
(2° Partie, Chap. V, § 22, p. 244). Apranam et Lemorne ont appliqué leur 
procédé & l'étude de la disparition rapide du phénoméne de Kerr et de la 
polarisation rotatoire magnétique (Tome 1Y\. Ce procédé a été étudié d'une 
maniére précise, appliqué et perfectionné par Joun James (1904), Turpain 
(1905), Monn et Witpermany (1906) (*). 

Une autre méthode pour mesurer les intervalles de temps trés petits a été 
indiquée par Devaux-Cuansonyex (2). On emploie souvent pour produire un 
phénoméne dont on veut connaitre la durée deux leviers actionnant des con- 
‘tacts électriques. Le premier permet au phénoméne de commencer, le 
deuxitme le fait cesser. La durée est estimée par le temps qu’un mobile quel- 
conque, pendule, corps qui tombe, etc., met a franchir la distance entre les 
deux leviers. Cette fagon de procéder conduit & des résultats peu précis quand 
le temps 4 mesurer est tres court; de plus, elle ne permet guére d’estimer le 
temps que les leviers eux-mémes mettent A fonctionner. La méthode de 
Devaux-Cuarponnet utilise la décharge d’un condensateur a travers une 
résistance (Tome IV). Supposons, par exemple, qu’on veuille déterminer le 
temps qu’un levier met a passer d’un butoir a l'autre. On prend un conden- 
sateur de capacité C shunté par une résistance R. Une des faces est reliée au 

premier pdle d’une pile et & la borne d’entrée d’un galvanomiétre balistique ; 
V’autre face est réunie au levier; le butoir de repos est rattaché au second 
pole de la pile, le butoir de travail & la borne de sortie du galvanométre. 


(*) Jomn Jamps. — Annal, der Phys., (4), 45, p. 954, 1904. 
Torrarw. — C. R., 144, p. 422, 1905. 
Monp et Witprrmany, — Phil. Mag., (6), 44, p. 393, 1906 ; Zeilschr. f. phys. Chem., 
| BA, p. 294, 1906. ae 
(?) Devaux-Cuansonner, — C. R., 142, p. 1080, 1906. 
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Quand le levier quitte le butoir de repos, le condensateur se décharge en 
partie sur lui-méme a travers la résistance R; dés qu'il atteint le butoir de 
travail, la charge restante passe a travers le galvanométre. On compare |’¢lon- 


gation a celle fournie au préalable par la décharge totale. Le pour cent de 
t 

charge restante est égal a e CR sa valeur permet de calculer ¢ en fonction 

de C et de R. Le dispositif 4 réaliser dans le cas de deux leviers chargés de 

produire et d’interrompre un phénoméne quelconque est analogue et facile A 


imaginer. 


3. Détermination de la durée d oscillation d'un pendule. — 
Nous avons trouvé, pour la durée d’oscillation T d’un pendule physique, la 
formule 


Q) tas ey/ py (1+ 5 sim 2) 


[vou (42), page 311], ou K désigne le moment d’inertie du pendule par rap- 
port a son axe de rotation, P son poids, a la distance de son centre de gravité 
4 l’axe de rotation, et « l’angle dont il s’écarte de sa position verticale, Pour 
des oscillations infiniment petites, nous avons 


. K 
{3) tong / Pe 


de sorte que 


(3) ie oid + 7 sin? =): 


La question consiste 4 déterminer la grandeur Ty. Quand les oscillations sont 
trés petites, on peut admettre que la durée observée T est égale a Ty. Pour 
-déterminer la durée d’oscillation d’un pendule, on enregistre, d’apres l'une 
des méthodes décrites au § 2, Jes instants ou le pendule passe par sa position 
‘déquilibre. Le plus commode est de noter l’instant ou le pendule passe, 
pour la premiére fois, par sa position d’équilibre ; on prend cct instant pour 
commencer a compter les oscillations, et on note l’instant du n* passage par 
la position d’équilibre ; on aura, par exemple, n égal a 50 ou a 100. Soit *, 
Vintervalle de temps qui s’est écoulé entre le premier passage et le (n + 1)ieme ; 
on a alors, pour de trés petites oscillations 


(4) T= ™. 


Pour plus d’exactitude, nous nous servirons cependant de la formule (3), et 
~ mous tiendrons compte de ce que les oscillations du pendule sont des oscilla- 
dions amorties (page 187), dont l’amplitude décroit suivamt une progression 
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géométrique. Nous pouvons remplacer «, par la moyenne arithmétique de 
Vamplitude initiale «, et de l’amplitude finale «, ; nous avons alors 


ryy T 7 I . ay te ay 
AP ese 28 (ae = oie =e 
n . 4 4 
ou 
ne c 1b 9 a 4-4 
(5) Ty ft 7 sine 
n 4 4 
La formule plus exacte a la forme suivante : 
7 I 
(6) == ; : as 
aes (4, + @,) sin (2, — 2,) 
sin ty 
32 Log 
°8 sin on 


ou Log est le signe des logarithmes naturels. 

On peut déterminer la grandeur de l’oscillation, a l’aide, par exemple, 
d’une échelle horizontale placée derritre l’extrémité inférieure du pendule, 
parallélement a son plan d’oscillation, 


4. Moment diinertie d’un pendule. — Ce n’est que dans des cas tres 
rares, que l’on peut trouver, par le calcul, le moment d’inertie d’un pendule, 
connaissant sa forme et ses dimensions, en se servant de l’une des formules 
données aux pages 114-115. Si M est la masse du pendule, K se présente, en 
général, sous la forme Mo?; si l’on porte cette expression de K dans (2), et si 
l’on fait P = Mg, on Ooeert 


(7) Tym. 


Vga 


Supposons, par exemple, que le pendule se compose d’un fil extrémement fin, 
dont la masse peut élre négligée, et d’une sphére pleine de rayon R. En dési- 
gnant par / la distance du point de suspension au centre de la sphére, nous 
avons, d’aprés les formules (39), page 116, et (3), page 300, 


K == MR? + MP, d’ou pay /h+ be 


Si l’on admet que le centre de gravité du pendule se trouve au centre de la. 
sphere, on a a = l. La formule (7) donne, dans ce cas, 


R2 


D) 

5 at 
8 T ——a —_-__——— « 
(8) 0 Tv g 


Pour déterminer expérimentalement la grandeur K, on opére de la ma- 
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niére suivante. On détermine d’abord la durée d’oscillation T, du pendule, 
c’est-a-dire la quantité 


(9) Lies 0 af 


On fixe ensuite au pendule un poids additionnel (qui peut se composer de 
plusieurs parties séparées), dont le centre de gravité coincide avec l’axe de 
rotation, et dont le moment d’inertie K,, par rapport & cet axe, est connu. 
On peut prendre, par exemple, pour ce poids, un anneau plat, dont le centre 
est situé sur l’axe de rotation, et dont les faces sont paralléles au plan d’oscil- 
lation [voir (36), page 114]. On obtient Ja nouvelle durée d’oscillation T,, en 
remplagant dans (g), K par K + Ky, et Pa par (P + P,)a’, ou P, est le 
poids du corps additionnel, a’ la distance du nouveau centre de gravité du 
pendule a l’axe de rotation. Mais la formule (27), page 103, donne (P + P,)a’ 
== Pa + P,.0, puisque la distance du centre de gravité du corps additionnel 
a l’axe de rotation est nulle. Nous obtenons donc 


(10) Ty=t V7 Ps 


et les formules (9) et (10) donnent 


d’ot l’on déduit finalement 


hope mTt 
(n) ag ee | 
5. Comparaison des durées d’oscillation de deux pendules ; mé- 
thode des coincidences. — On suppose, dans ce qui suit, que la durée T 
d’oscillation de l'un des deux pendules est connue, et que la durée T, d’oscil- 
lation de l'autre différe peu de T. On suspend les deux pendules l’un derriére 
l'autre, de telle facon que leurs oscillations s’effectuent dans des plans paral- 
Iéles. On observe ces oscillations 4 l’aide d’une lunette, dont l’axe est per- 
pendiculaire 4 ces plans paralléles et passe par la position d’équilibre des 
pendules. 
Supposons qu’ un moment quelconque, les deux pendules passent, simul- 
tanément et dans le méme sens, par leurs positions d’équilibre. Si T, n’est 
pas égal 4 T, les pendules s¢ séparent ensuite ; il faut observer quel est celui 
qui oscille le plus rapidement. Aprés quelque temps, quand l’un des pen- 
dules a fait n’ oscillations, ils passent 4 nouveau simultanément. par la verti- 
_cale, mais en marchant en sens contraires. A ce moment, le second pendule a 

accompli n’ + 1 ou n’ — x oscillations. Il n’est pas facile d’observer cette 
"rencontre des pendules ; aussi l’on détermine le nombre n d’oscillations effec- 
tudes par le premier pendule, jusqu’a l'instant ou les deux pendules passent 


. 
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encore simultanément par leurs positions d’équilibre, mais dans le méme 
sens. A cet instant le second pendule a accompli n + 2 ou n — 2 oscillations. 
L’égalité nT = (n + 2)T, donne le rapport chercbé 


Wee n 
ee ‘ee ee eae 


On augmente la précision de la méthode, en attendant jusqu’a la m* coinci- 
dence, et en comptant le nombre correspondant N des oscillations du premier 
pendule ; 4 ce moment, le second pendule achéve sa (N 4 2m)iéme oscillation, 
et Yona 


To) ie 
(13) Tot oN Se one? 


Si le premier pendule est un pendule a seconde (‘T = 1), on obtient, pour Ia 
durée T, d’oscillation du second pendule, d’aprés (12) ou (13), respective- 


as n N 
ment T, = —— secondes, ou T, —=-=———_ secondes. 
4 Na=2 , ; N+ om 


Il existe différents dispositifs servant a faciliter observation des coinci- 
dences, c’est-a-dire du passage simultané de deux pendules par la position 
d’équilibre ; ils dépendent de ]a forme des pendules; nous en parlerons au 


§ 3 du Chapitre suivant (page 485). 


6. Méthode stroboscopique de Lippmann, pour la comparaison 
des durées d’oscillation de deux pendules ('). — La figure 218 donne 
une image schématique de la disposition des appareils. P et P’ sont deux pen- 


dules, dont les durées d’oscillation different peu l’une de l’autre; ils oscillent 
dans des plans passant par S et S’. Deux petits miroirs m et m’, dont les sur- 
faces sont perpendiculaires aux plans d’oscillation, leur sont fixés. En A se 
trouve une fente horizontale éclairée ; les rayons émanant de A sont réflé- 
chis par m et donnent, aprés leur passage a travers la Jentille L, ume image 
de cetle premiére fente, a l’endroit ot se trouve une seconde fente horizontale, 


> {*) Journ, de phys., (2), 6, p. 266, 1887. 
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dans la plaque F. Les rayons se dirigent de 1d vers m’ et sont réfléchis dans 
la lunette L, & l'aide de laquelle on observe la fente I’. Dans l’oculaire de la 
lunette, se trouve une échelle micrométrique verticale (voir, page 307). Quand 
les deux pendules sont au repos, l’observateur voit dans la lunette, au milieu 
de échelle, une ligne horizontale éclairée. Si P’ oscille seul, il voit une ligne 
lumineuse qui oscille vers le haut et vers le bas; si P oscille seul, une ligne 
brillante apparait, au milieu de l’échelle, aux instants out le pendule P passe 
par sa posilion d’équilibre, car ce n’est que pour cette position que image de 
la fente A tombe sur la fente I. Ceci a lieu deux fois, dans chaque oscillation 
complete (aller et retour) de P. Si enfin les deux pendules oscillent, et si 
leurs durées d’oscillation sont les mémes, l’observateur voit deux lignes lumi- 
neuses apparaitre alternativement, quand P passe par sa position d’équilibre ; 
ces lignes sont disposées symétriquement, au-dessuset au-dessous du milieu de 
échelle, suivant la différence de phase qui se trouve avoir licu entre les 
oscillations des pendules. Quand les durées d’oscillation ne sont pas parfaite- 
ment égales, la position des deux lignes change peu a peu et un moment 
arrive, ou elles se confondent en une seule, au milieu de |’échelle. A cet ins— 
tant, les oscillations coincident, c’est-’-dire que les deux pendules passent 
simultanément par leur position d’équilibre. Il reste 4 compter le nombre r 
de lignes, qui apparaissent jusqu’a la coincidence suivante ; la durée de n 
oscillations du pendule P est alors égale a celle de n + 1 oscillations du pen- 
dule P’. 

_ En 1897, Lippmann (!) a proposé deux autres méthodes, pour comparer les 
durées d’oscillation de deux pendules, quand ces durées different peu l'une 
de lautre. 


CHAPITRE VUI 


MESURE DE L’INTENSITE DE LA FORCE 
DE LA PESANTEUR 


4. Direction de Ja force de la pesanteur. — La loi de l’attraction uni- 
yerselle nous apprend qu’on peut considérer la force de la pesanteur, en un 
point donné, comme la résultante de toutes les forces attractives exercées par 


(!) Compt. rend,, 124, p. 125. 
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les différentes parties de la sphére terrestre. La rotation de la Terre fait naitre 
une force centrifuge, qui change légérement la direction de la force agissant 
sur un corps placé a la surface de la Terre. Cetle déviation, nulle pour les 
poles et l’équateur, est égale & 11/30" a la latitude de 45°. La direction de la 
résultante de la force de la pesanteur et de la force centrifuge s’appelle la 
verticale; elle est déterminée par la direction d'un fil immobile, fixé & une 
extrémité et supportant un poids attaché a son autre extrémité ; on peut éga- 
lement la définir comme la perpendiculaire a un plan horizontal, déterminé 
lui-méme a laide d’un niveau. 

On avait considéré, jusqu’a ces derniers temps, la direction de la verticale 
comme invariable, et on lui rapportatt la position d’autres lignes. Le haut 
degré de précision, avec lequel on peat aujourd’hui effectucr les mesures 
d’angles, a conduit a découvrir des variations dans Ja latitude, c’est-a-dire 
des mouvements oscillatoires de l’axe de la Terre, 4 lintérieur de cette der- 
niére. On a donc été amené a se demander, si, réellement, la direction de la 
verticale, et par suite la position du plan horizontal, sont absolument cons- 
tantes en chaque lieu. Zonutner (1871), qui s’est occupé le premier de cette 
question, a construit un appareil particulier, le pendule horizonlal, a Vaide 
duquel on peut observer les plus petites oscillations dela verticale. Des appa- 
D reils semblables avaient cependant 

été élablis avant lui, par Hexever 
(1832) et Perror (1862). En 1894, 
a paru un grand travail de Reseur- 
Pascuwerz,contenant des recherches 
effectuées 4 Wilhemshaven, Potsdam 
et Orotawa (dans l’ile de Ténérjfle), 
avec un pendule horizontal perfec- 
_tionné. La figure schématique 219 


représente la construction  trés 


Fig. 219 


simple du pendule horizontal. A 
l’axe AB est lié un triangle EDC, formé de trois tubes légers a, b et ¢; le 
mode de liaison est tel que le triangle peut, sans frottement sensible, tourner 
autour de l’axe AB. Quand cet axe est vertical, le pendule DCE se trouve en 
équilibre indifférent ; mais s’il forme avec la verticale un angle méme trés 
peut, le pendule prend une position d’équilibre déterminée, telle que le 
centre de gravité du pendule se trouve dans !e plan passant par l’axe de rota- 
tion ct par la verticale. Les déviations latérales les plus petites de la verticale 
entrainent des changements dans la position d’équilibre du pendule, que l’on 
peut observer par la méthode de la déviation du miroir, a l'aide d’un petit 
mirotr placé en C. On peut ainsi observer des déplacements de la verticale 
de o",oor. On peut encore, dans le méme but, employer un appareil auto- 
enregistreur, dont le principe consiste 4 faire tomber un rayon lumineux, 
réfléchi par le miroir C sur la surface d’un cylindre horizontal, recouvert 
d’une feuille de papier sensible et tournant lentement autour de son axe. 

~- Des appareils de ce genre ont été installés par E. Korrazzt & Nicolaief et 
par Léwrrzxt a Kharkof et & Yourief (Dorpat).~ 
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Il résulte des observations faites avec le pendule horizontal, qu’il se pro- 
duit réellement des oscillations de la verticale, et qu’elles sont assez souvent 
plus grandes que les erreurs possibles d’observation dans les mesures d’angles. 
Il faut donc en tenir compte dans les mesures astronomiques précises. On 
observe des oscillations périodiques annuelles et journalitres, provenant de 
Vaction du rayonnement solaire sur I’écorce terrestre, et aussi des oscillations 
demi-journaliéres produites par la Lune. Un fait trés important consiste en 
ce que le pendule horizontal est extrémement sensible aux tempétes sismiques 
et aux tremblements de terre isolés. Des tremblements de terre, dans l’Asie 
Centrale, au Japon, et dans l’Amérique du Sud, envoient des ondes sismi- 
ques, qu’enregistre en Europe le pendule horizontal. Dans le cours d’une 
année (du 4 aout 1893 au 4 aotit 1894), on n’a pas enregistré moins de 124 
tremblements de terre 4 Kharkof; le 12 juin 1897, on a enregistré & Yourief 
(Dorpat) un mouvement sismique assez violent, dont le centre de propagation 
était aux Indes, Hecker, qui s’est beaucoup occupé de ces questions, a trouvé 
(1899) que les mouvements horizontaux causés par les vents se font sentir 
beaucoup plus profondément, A l’intérieur de la Terre, qu'on ne pouvait s’y 
attendre. 

Actuellement, le pendule horizontal est l’organe le plus important des 
sismographes, qui servent a enregistrer les secousses produites par les trem- 
blements de terre d’origine lointaine. Les meilleurs de ces appareils ont été 
construits par Je prince Gatirzine et sont installés en différents points du 
continent (en France notamment). 

Des moteurs animés d’une grande vitesse de rotation et qui ne sont pas bien 
équilibrés produisent, dans les constructions yoisines, des ébranlements que 
le prince Gatirzine (1910) a proposé aussi d’enregistrer au moyen d’un 
appareil essentiellement constitué par un ressort plat en acier. Cet appareil 
peut également servir pour l’étude des vibrations des ponts, des navires, etc. 


2. Détermination de 9 4 l'aide de la machine d’Atwood et de di- 
vers autres appareils, servant 4 l’étude de lachute libre des corps. 
— Les traités de Physique élémentaire indiquent la construction de la machine 
d’Arwoop, et comment, avec cetle machine, on vérifie les lois de la chute libre 


des corps (» == gt eb $= ~ gt) et la loi fondamentale du mouvement (les 


accélérations sont directement proportionnelles aux forces et inversement pro- 
portionnelles aux masses). Nous montrerons seulement ici comment on obtient 
l'expression exacte de l’accélération g’, avec laquelle s’effectue le mouyement 
des poids, dans la machine d’Arwoop, On établit, dans la Physique élémen- 
taire, la formule suivante 


ae P 
(1) 9. 4P +p”? 


ou p est le poids de la surcharge (fig. 220), P le poids de chacune des deux 
charges qui agissent directement sur le fil; celui-ci passe sur une poulie Q, 


Cuwotson, — Trailé de Physique J,, : 3t 


A82 INSTRUMENTS ET METHODES DE MESURE. — CHAP. ‘VII 


dont nous désignerons le rayon par R. La formule (1) differe sensiblement 
de la formule exacte ; on ne peut, sans y introduire quelques corrections 
absolument nécessaires, vérifier avec elle d’une manitre générale les lois du 

a mouvement, et en particulier celles de la chute libre, ni 
déterminer l’accélération g. On détermine, au moyen du 
chronographe ou de l'un des compteurs décrits au § 4 
de ce chapitre, la durée ¢ pendant laquelle le poids p 
tombe de la hauteur s, et on tire g’ de la formule s = 


- g't?, laquelle donne 


(2) f= 5" 


La formule (1) est inexacte, parce que, pour l’établir, on 
n’a pas tenu compte des trois circonstances suivantes : 

1. La poulie éprouve un frottement, dans sa rotation, 
qui peut étre considéré, ainsi que nous le verrons, comme 
une force f s’opposant au mouvement ; celui-ci n’est donc 
pas produit par le poids p, mais par la force plus petite. 
Prk 


2. La force agissante p — f met en mouvement, non seulement la masse 


Pp 5 : , 
2M + m, o1 M = ; ef m = ie mais aussi la masse p du fil, dont nous dé- 


signerons le poids par x = yg. 

3. La méme force p — f imprime en outre & Ja roue un mouvement de- 
rotation accéléré ; désignons par Q le poids de la roue et par K- son moment 
dinertie relativement & l’axe de rotation. Si la roue était pleine, on aurait 


1 = QR? [voir (37); page 114]; si toute sa masse était distribuée sur son 


contour, on aurait Kg = QR?; la vraie valeur de Kq se trouve entre ces deux 
valeurs, et nous pouvons poser 


‘ ; BH I 
(3) Kg = aQR?, ou Ore 

Pour obtenir l’expression exacte de g’, nous nous servirons du théoréme des 
forces vives (page 128). Soit, & un instant donné, v la vitesse des poids et du 
fil, w la vitesse angulaire de la poulie ; on a évidemment wR = v, car les 


points du contour de la poulie doivent avoir la méme vitesse que le fil. La 
force vive J de tout le systéme est [voir (1), page 118, et (3), page 119] 


I r 
(r— 5 (2M + m + p)v? + : Kw? ; 
comme on a wR = v, on obtient 


(4) J= - (ou = me +pt i) a 
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Cette force vive doit étre égale au travail (p — f)s, s désignant le chemin 


1 
parcouru. Posons v = g't et s == . g'?, nous obtencns 
. * 


aS 


(5) (2M ae preRrens Re) aie 

-Maultiplions des deux cdtés par g et posons Kg = 2QR? [voir (3)} ; il vient 
(6) (2P + p++ 2Q) 9 =(p—f)q, 

d’ou l’on tire 


/ 


| é 
(7) PS) Pepip ae woe at” 


fest ici la force de frottement, = le poids du fil, Q le poids de la poulie et « 
; 3 I : : ; 
une fraction comprise entre 3 ett. En négligeant les quantités /, = et «Q, 


nous obtenons la formule (1) ; les trois corrections agissent toutes sur g’, 
_ comme on voit, dans le méme sens. 

‘Pour déterminer /, on cherche un poids additionnel p,, de grandeur telle 
que tout le systéme, ayant recu une impulsion, prenne un mouvement uni- 
forme, c’est-a-dire parcoure des espaces proportionnels au temps ; I’accéléra- 
tion est alors nulle et on a, par suite, f= p,. La quantité = se détermine 

‘directement par une pesée. La correction «Q se calcule, apres que l'on a dé- 
terminé les accélérations g, et g» sous différentes charges P;, p, et P2, ps, par 
la formule (2). La formule (7) donne 


E es fe anes 
(8) Jt * 92 SP, pp ae to) Py ep ee +o 


On peut tirer «Q de cette proportion, dans laquelle toutes les autres gran- 
deurs sont connues, Quand f, = et «Q sont trouvés, on oblient, a aide de la 
valeur de g’ trouvée par l’observation, la valeur cherchée de g, par la for- 
mule (7); ona 


’ , 2 oP pe ea aQ 
{9) ‘ ees pf gs 


On peut encore se servir d’autres appareils, pour I’étude des lois de la chute 
des corps et pour la détermination de la valeur numérique de l’accélération g ; 
nous mentionnerons les suivants : 

I. Pian Inctins. — Si l'on fait glisser un chariot pesant sur des rails le 
long d'un plan incliné, on trouve, quand le frottement a été diminué autant 
qu'il est possible, que Vaccélération g’ du mouvement suivant ce plan est 
déterminée, avec une suffisante exactitude, par la formule 

h s 
(10): i) 9 x, 
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ott h désigne la hauteur, | la longueur, et « l’angle avec lhorizon du plan 
incliné. Ayant déterminé g’ & aide de Ja formule (2), nous en tirons ensuite g- 

II. Macnine pe Monin. — Elle consiste en un cylindre vertical A (fig. 221) 
recouvert d’une feuille de papier. A l'aide d'un poids S$, on peut donner au 
cylindre un mouvement de rotation, qui devient uniforme, quand le poids a 
parcouru environ les deux tiers de sa course, les ailettes PP’ agissant, par 
leur rotation rapide dans l’air, comme un frein, Aupres du cylindre, se 
trouve le poids J muni d’un crayon ¢; ce poids est guidé, dans sa chute, par 
deux fils verticaux bien tendus M et M’. 
Aussitot que la rotation du cylindre est 
devenue uniforme, on fait tomber le poids 
J, dont Je crayon trace alors, sur le pa- 
pier, une certaine courbe. Quand le cy- 
lindre est arrété, on enléve la feuille de. 
papier et on étudie Ja courbe; elle a la 
forme représentée par la figure 222. On 


mine, par l’origine O, une horizontale et 
une verticale, qui doivent servir d’axe des 
abscisses et d’axe des ordonnées; on voit 
facilement que les abscisses représentent 
les durées ¢ dans la chute, puisqu’elles 
sont proporlionnelles aux angles dont a 
tourné le cylindre, pendant la chute de J; 
les ordonnées représentent les espaces par- 
courus s. Il est des lors facile de vérifier 
la loi des espaces : on trouve que les or- 
données AB sont pro- o— GA t: 
portionnelles aux carrés 


des abscisses OA; 1’é- 


quation de la courbe 
est donc de Ja forme 
s == pl?, c’est-a-dire 
que la courbe est une parabole. Si la. vitesse de rotation 
du cylindre est connue, il est facile de déterminer la va- 
leur de l’abscisse OA en secondes, c’est-a-dire de trouver 


I : ; 
l,etp=— 9 donne alors l’accélération cherchée g. 


On peut aussi, avec le méme appareil, vérifier la loi des Fig. 222 
vitesses. Dans ce but, on méne en B la tangente BC a la parabole; soit 


BCA = a, On a 
ds 


ig.2 = FU 


Nous pouyons ainsi déterminer la valeur numérique de la vitesse v et vérifier 
que v est proportionnel a l’abscisse t. Si l'on détermine, pour une méme- 
abscisse OA, Ics grandeurs s = AB et v = tg 2, on obtient la valeur numé— 
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A ( 2 
: : v aoe ; 
rique de l’accélération par la formule g = —. On se sert ici, comme unité de 
25 
temps, du temps qui est représenté sur l’axe des / par une longueur égale & 
Yunité de longueur 4 l’aide de laquelle on mesure les ordonnées s (a cette 


condition seulement tg « est égal au quotient différentiel a 


dt 
III. Mentionnons encore un appareil, qui consiste essentiellement en un 
diapason, dont l’une des branches porte un crayon ,, 
: : ; ‘ emer tare Tin are 
horizontal. Le mouvement vibratoire du diapason est 


| 
earn 


entretenu d’une maniére continue (page 472), et ce 
diapason est disposé de facon que Jes vibrations du 
crayon s’effectuent dans un plan horizontal. Le crayon 
s’appuie contre la surface d’un tableau vertical 
(fig. 223), parallele A la ligne suivant laquelle ont 
dieu les vibrations des branches du diapason. On laisse 
tomber librement le tableau, tandis que le crayon 
trace sur sa surface une ligne ondulée. Chaque onde 
correspond a une méme durée T, qui est celle d’une 
vibration du diapason. Si l’on méne des droites hori- 
zontales de trois en trois ondes, on obtient des es- 
paces s parcourus, pendant des temps égaux, par le 
tableau, dans sa chute. Comme il ressort de la figure, 
ces espaces sont proportionnels aux carrés des temps. 
Connaissant le nombre de vibrations du diapason 
par seconde, on peut déterminer le temps ¢ en se- 
condes, et trouver g par la formule g = 2s: ¢?. 


3. Détermination de g, d’aprés la méthode de Borda, par la me- 
sure de la durée d’oscillation d’un pendule. — La durée d’oscillation 
d’un pendule, qui se rapproche, dans sa construction, du pendule mathéma- 
dique, se détermine, d’aprés la méthode descoincidences (Chapitre VII, § 5, 
page 477), par comparaison avec un pendule a seconde. La figure 224 repré- 
sente l’appareil, avec la forme sous laquelle il est maintenant le plus souvent 
employé. Contre la paroi de la cage, on apercoit une horloge munie d’un 
pendule a seconde ; devant cette horloge se trouve une sphére soutenue par 
un fil trés fin, fixé & un prisme triangulaire qui oscille autour de lune de 
ses arétes. La durée d'oscillation de ce second pendule se détermine par la 
méthode des coincidences. Pour pouvoir observer plus facilement ces coinci- 
dences, une petite feuille de papier, portant un trait vertical, est collée a la 
surface du pendule a seconde. Une lunette de grossissement assez faible est 
placée horizontalement, de fagon que le prolongement de son axe rencontre 
Je fil du pendule étudié et le trait vertical du pendule 4 seconde, quand ils 
se trouvent tous deux dans la position d’équilibre. Il est dés lors facile d’ob- 
server l’instant ot le fil, couvrant exactement le trait, passe en méme temps 
que lui au milieu du champ visuel de la lunette. 

Nous avons déja trouvé, pour la durée Ty des oscillations trés petites d’un 
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pendule, formé d’un fil fin et d’une sphére, la formule (8), page 476; si on 
porte cette valeur dans la formule (3), page 475, on obtient, pour la durée T 
doscillation, la formule 


[2s st ; 
Pe ca 
(11) Sieh = (1-4 sin? 2). 


ou | désigne la distance du centre de la sphére & l’axe d’oscillation, R le 
rayon de la sphére et + l’angle moyen d'une demi-oscillation simple. Cette 
formule donne 


: a (t+ 2a) (1 + Esint 2) 

I = — gin? — |) |. 

( 2) § - 51 4 5 
Toutes les grandeurs sont connues dans cette expression ; on peut donc s’en 
servir pour déterminer g. La longueur 


(1 — R) du fil se détermine & l’aide du 
cathétométre. 


Hl faut cependant apporter quelques 
corrections a la formule (12). 

1. Nous avons déterminé|’accélération 
g que prendrait la sphere de l'appareil 
(fig. 224) en chute libre; cette détermi- 
nation a été faite dans l’air, ou la sphére 
éprouve une certaine perte de poids 
(page 448). Si P-désigne le poids réel 
de la sphére (dans le vide), p la perte de 
poids, l’accélération g est alors produite 
par la force P — p. Désignons par 
Vaccélération en chute libre, dans le 
vide; nous avons évidemment G: g = P: 
(P —p).Si D est la densité de la sphére, 
d celle de l’air pendant l’ebservation, on 
a P:p=B: d, et par suite 


D 


(13) Cb ee 


: : . <3 * 
Quand la sphére est en platine, on a D = 21, tandis que d = 0,001¢. 
9. La résistance de l’air au mouvement du pendule a une influence trés 
Baqi ire ; 3 
faible ; elle change la durée d’oscillation de moins de de sa valeur. 


a . ey . , \. Aas ih ie 

3. L’air est partiellement entrainé, en quelque sorte, par la sphére, qu il. 
accompagne dans son mouvement. Porsson a montré que, pour introduire la 
- correction correspondante, il faut multiplier la grandeur d dans (13), par un 


PAA as en 
coefficient égal a yi ona done 


(14) Ce i 
2 


i 


PENDULE REVERSIBLE DE KATER 487 


4. Le frottement de l’air (Quatriéme Partie, Chapitre V, § 12) a également 
une certaine influence ; Sroxxs a indiqué la grandeur de la correction corres- 
pondante. 

5. Quand le pendule oscille, son support ne reste pas complétement immo- 
bile; il en résulte que le travail de la force de la pesanteur n’est pas employé 
tout entier 4 mettre le pendule en mouvement, comme nous |’avons supposé, 
dans l’établissement de la formule (41), page 310. Prrrce a donné une for- 
mule, pour la correction correspondante. 

Brittoui a proposé en 1897 ane méthode trés ingénieuse, pour la déter- 
mination rapide et précise de g. Turerrat, et Potrock (1900) ont construit 
une balance de gravitation qui permet de déterminer g avec une erreur de 
I : 300000 seulement. 

Brittouin (1905) a indiqué une autre méthode tres précise, qui repose sur 
l'étude de la flerion d’une lamelle de quartz de o™™,20 d’épaisseur, de 5™™ de 
largeur et 52" de longueur. L’une des extrémités de cette lamelle horizon— 
tale est encastrée, l'autre chargée de 5 *. Par l’observation de l’angle de 
flexion, dont l’exaclitude peut atteindre 0’,3, on détermine g & 1 : 200000 
pres. On doit avoir égard & Vinfluence de la température et a l’effet élastique 
retardé (6° Partie, Chap. III, § 24). 

Paenint (1907) a déterminé les variations de g en comparant la durée 
d’oscillation d’un pendule ordinaire a celle d’un pendule de torsion unifilaire 
horizontal. La durée d’oscillation de ce dernier dépend seulement du moment 
d’inertie, par conséquent de la masse et non du poids. 

Pextar (1909) a proposé d’employer un pendule bifilaire, qui oscille dans 
le plan des fils de suspension ; pour éyiter les oscillations normales a ce plan 
et les oscillations de torsion, on peut prendre pour suspension des rubans 
métalliques minces. 


4. Détermination de y, par la méthode du pendule réversible de 
Kater. — Nous avons vu (page 30g) que la distance | du centre d’oscillation 
d’un pendule & son axe de rotation, est égale 4 la longueur d’un pendule 
mathématique, ayant la méme durée T d’oscillation. Connaissant T et I, 


nous obtenons, par la formule (31), page 307, 


(19) $= 72° 


Pour déterminer I, on utilise la propriété connue (page 310) de la réciprocité 
des axes d’oscillation et de suspension du pendule. Si l’on retourne un pen- 
dule de maniére que I’axe de rotation soit l’axe d’oscillation primitif, la durée 
doscillation ne change pas. Il en résulte que si un pendule est muni de deux 
axes de suspension, tels que la durée d’oscillation T soit la méme autour de 
ces deux axes, leur distance, c’est-a-dire la distance des arétes des prismes, © 
tournées l’une vers l’autre, représente la Jongueur I de la formule (15). C’est 
sur ce principe qu’est basé le pendule réversible de Karen, dont la figure 225 
indique la forme trés simple. Une tige est munie de deux prismes aet b et de 
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deux poids mobiles v et w, dont on peut régler la position, de manidre quele 
pendule ait méme durée d’oscillation (ce qu’on vérifie par la méthode des 
coincidences), qu'il soit suspendu par le prisme a ou par le prisme 6. Quand 
on est arrivé a ce que les durées d’oscillation aient, dans les 
deux cas, la méme durée T, pour des oscillations infiniment pe- 
lites, il ne reste plus qu’A mesurer la distance | des arétes ,des 
prismes, et a calculer g par la formule (15). Les corrections a 
faire sont les mémes que celles qui ont été déja indiquées au § 3. 
La figure 226 représente un pendule réversible de construction an- 
cienne, dans lequel les prismes 88 se trouvent dans les étriers ce et 
ce; a et a sont les deux poids mobiles, dont l’un est creux, l’autre 
plein ; on apercoit une partie du support 
Jf et sa saillie L, qui porte une petite 
piece d’acier 1, dont la surface supérieure: 


est bien polie. Aujourd’hui, on emploie 
souvent la forme de pendule réversible in- 
diquée par Repsotp ; on en trouve une des- 
cription dans les ouvrages de Ssawirscr 
et Lentz, de Wiurxirzxy, Tzineer et 
Hetmerr. 

La figure 227 donne la disposition com- 
plete d'un pendule réversible de la Sociélé 
Génevoise. A gauche, se trouve un calhéto- 
métre muni de deux lunettes, pour la me- 
sure de la distance des deux axes de rota- 
tion du pendule, c’est-a-dire des arétes des 
prismes. 


I] est trés difficile, ou méme impossible, 
@arriver 4 une égalité complete des durées 
doscillation T, et T,. Quand on les a ren- 
dues trés peu différentes l'une de l'autre, 
on peut trouver g de la maniére suivante. 


CEA = 


l 
= 
fs 


Soient Ky le moment d’inertie du pendule 
par rapport & un axe paralléle aux arétes 


des prismes el passant par le centre de gra- 


Fig. 225 vité du pendule, a, et az les distances de 


ce centre de gravité aux arétes des prismes, | = a, + a, la distance entre 
les arétes et M la masse du pendule. Conformément a la formule générale (41) 
page 310, nous avons, d’aprés le théoreme de la page 114, 


Ky + Ma? Ky + Ma; 


1B aoiG 19 gMa, ’ iS =—— te ~ gMa, ; 


c’est-a-dire 


T?gMa, = 7K, + =?Ma?, '3gMa, = 7?Ky + =?Ma}. 


PENDULE REVERSIBLE DE KATER 4&9 


En retranchant la seconde égalité de la premitre, et en faisant disparaitre M, 
nous trouvons 
7 pale a,T? — a, V3 
Gee a. —— Ge 


? 


ce qu’on peut encore écrire sous la forme 


ee hal Te Tat? 
6 eer | Say rl Dae 
me) ee a a) 


Dans le premier terme du second membre, on a a, ++ a, = I. Dans le second 


Fig 227 


terme, T? — T3 est une petite quantité ; mais la différence a, — a, n’est pas 
petite, dans le pendule de Karen ; il suffit donc de connaitre la valeur appro- 
chée'de cette différence, pour calculer le second terme. . 
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Pour comparer l'intensité de la force de la pesanteur en différents lieux, on 
peut se servir d’un pendule ordinaire (non réversible), dont on détermine 
directement la durée d’oscillation en chaque endroit. La formule q : 9, 
= T? : Tj donne le rapport cherché des intensités des champs de force (page 
110), correspondant aux différents lieux. Le pendule de Srerneck (1888) est 
a cet égard le plus commode, et celui que l’on emploie le plus souvent. En se 
servant de deux pendules, installés dans des lieux différents, et en mesurant le 
temps avec une méme horloge, qui envoie 4 chaque seconde des signaux éléc- 
triques aux stations d’observation, on peut trouver, avec assez de facilité et de 
commodité, le rapport des accélérations g, : gz, pour ces deux stations. Il va 
de soi que les durées d’oscillation des deux pendules doivent étre, au préalable, 
comparées l’une 4 l’autre, dans des conditions identiques. On entend, par 
longueur d’un pendule a seconde, la longueur L d’un pendule mathématique, 
dont les oscillations infiniment petites ont une durée égale 4 une seconde. 
Nous tirons de Ja formule (15), en y faisant T= 1 et 1 = L, 


(t7) 20 


La longueur du pendule a seconde est donc proportionnelle a l’accéléra- 


tion q. 


5. Variation de l’accélération 4 avec Valtitude et la latitude du 
lieu d’observation. — On a l’habitude d’exprimer l’accélération g en uni- 
tés C. G. 8. ; il faudrait donc écrire, pour la latitude de 45° par exemple, 
(d’apres Hetmert). 


g — 980,597 ~—5; 
g = 990, 97 (sec)?’ : 


mais, comme la seconde est toujours choisie pour unité de temps, on écrit 
simplement g = 980,597 cm. Dans ce qui suit, nous n’indiquerons méme 
plus Punité de longueur (cm.). 

La valeur de g varie avec Valtitude et la latitude du lieu d’observation. 
Supposons que g et g, se rapportent respectivement au niveau de la mer et & 
une hauteur h au-dessus du niveau de la mer (lequel niveau définit aussi ce 
qu’on appelle la surface de la Terre). 5i R est le rayon de Ja Terre, 
ona 

v= ~y at hi =I 
(RS hs h ah 
J y (: “fb R) I 


ae : me h 
quand on peut négliger les puissances supérieures de R On a donc 


+ ah 
. (18) y n=g( — ix): 
Sih est exprimé en cenlimétres, on a 


(19) gn = g(t — 0,000000003 14 h). 
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das 


Si l’on fait, dans le second membre, g = 981, on obtient 


(20) Jn = 9 — 0,000008 h. 


A une altitude h = 100 m. = 10000 cm., correspond donc une diminution 
de 0,03 cm. = 0,3 mm. pour g. On suppose ici que l’on s’éléve & Lair libre, 
que l’on monte, par exemple, sur une tour; ainsi, au sommet de la Tour 
Eiffel 4 Paris (hk = 30000 cm.), la valeur de g est plus petite qu’au pied, 
d’environ 1 mm. Ricwanz et Kricar-Menzet ont déterminé la valeur de la 
différence g — q, & Spandau, pour h = 226 cm.; ils ont trouvé g — 4, 
cm. 


Giec)* 
0,000 697. 

Des mesures précises de Scurer et Dirssetuorst ont montré que le poids 
de 1 kilogramme diminue, pour chaque métre d’élévation, de 0,295 mg. (& 
Charlottenbourg, prés de Berlin). A la surface d’un plateau de hauteur h, 
ona 


= 0,000652 


tandis que d’aprés la théorie on devait obtenir le nombre 


(21) $I= gar 0,000000001 96h), 


Des mesures ultérieures de la grandeur g — g,, ont été effectuées par Joniy & 
Munich (Abhandl. der k. Bayer-Akad. IT. Kl. 14, 2 Abt., 1881) et par M.Turesen 
au pavillon de Breteuil (Trav. et Mém. du Bureau internat. 7, 1890). 
Hansxy a trouvé, au sommet du Mont Blanc, g = 9,79472, et & Chamonix, 
g = 9,79999- De nouvelles recherches théoriques, sur la réduction 4 un ni- 
yeau commun des accélérations de la force de la pesanteur observées a la sur- 
face de la Terre, ont été faites récemment par Brittouin, IH. Porncars et 
Hetmert. 

L’accélération g varie en outre, avec la latilude du lieu, pour deux raisons. 
En premier lieu, la force centrifuge, produite par la rotation de la Terre, agit 
contre la force de la pesanteur ; elle a son maximum 4 |’équateur et elle est 
nulle aux poles. En second lieu, par suite de la forme de la Terre (Géoide), 

~ qui se rapproche de celle d’un ellipsoide de révolution aplati, l’accéléralion g 
doit aller en croissant de l’équateur aux péles. En tenant compte de toutes ces 
circonstances, on obtient, d’aprés Hetmerr (1901), pour l’accélération g a la 
hauteur h au-dessus du niveau de la mer (ou au-dessus de la surface de la 
Terre), et a la latitude ¢, la formule suivante : 


: (22) g = 980,597 (1 a 0,002 648 cos 2%) (1 — 0,000000003 14 h). 
Sur la Terre méme, on obtient, 41a hauteur h au-dessus du niveau de la mer, 
(22,a) g — 980,597 (1 — 0,002648 cos 2%) (1 — 0,000000001 96 h) ; 


hh est ici exprimé partout en centimetres. 
Le nombre 


980,997 


\ 
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se rapporte a h = 0 et a 9 = 4D’. On peut écrire, au lieu de (22), 
(23) — g = 978,00(1 + 0,005310 sin® 9) (1 — 0,000000008 rh). 
La formule (17) donne, pour la longueur L du pendule a secondes 
(24) L = 99,357 — 0,2573 cos 29 — 0,0000003h. 


Les valeurs limites en centimetres de L et g sont, pour h = o. 


au pole Ci== 90°, L, = 99,60, g = 983,01, 
a l’équateur DEO", L = 99,09, g = 978,00. 


Nous donnons ci-dessous, pour quelques villes importantes, les valeurs de ¢, 
de h et de g, en faisant g,,, == 1, ainsi que la longueur du pendule a seconde. 
Pour les particularités des observations et des calculs, il faut consulter a ce 
sujet les traités de Géodésie (par exemple, I°.-R. Hetmerr, Theorie der héheren 
Geoddsie, Leipzig, Teubner). 


9 h g L 
Paris 48°50’ = 67m 1,000 3322 0,993882m 
Londres 51°31! 5,5m 1,0005815 0,994 140m 
Berlin 52°30! hom 1,0006625 0,994235m 
St-Pétersbourg 59°56’ lim 1,001 2798 0,994876m. 


Pour Paris (9 = 48°5o’), on a L = 99,38 et g = 980,82. 

D’aprés de nouvelles recherches, on doit adopter, pour h = 0 et 9 = 45°, 
Ja valeur g = 980,665. 

On observe, en outre, des irrégularités de nature particuliére, des ano- 
malies comme l’on dit, relatives 4 l’intensité et & la direction de la force de 
la pesanteur, a la surface de la Terre. Derrorczs a trouvé que, dans les iles, 
g surpasse en général Ja valeur moyenne correspondant a la latitude donnée ; 
il existe des endroits, dans les iles Sandwich, ou g est supérieur a la valeur 
moyenne de 0,007 de cette dernitre. A l’intérieur des continents, g est, au 
contraire, inférieur 4 la valeur moyenne. D’intéressantes recherches sur ces 
anomalies ont été récemment publiées par Conter, Ricco, pe Lapparenr et 
Pratanta. . 

Aux environs de Moscou se présentent aussi des anomalies remarqualles ; 
4 Moscou méme, le fil & plomb est dévié de 10’6 vers le nord. Il semble que, 
dans tout le gouvernement de Moscou, doivent s’étendre des cavités souter- 
raines,ou des couches moins denses de WSW vers ENE. 

R. von Eérvés a recherché quelle était la distribution de la force de la 
pesanteur et la forme d’une surface 8, qui serait normale a la direction de 
cette force, en tout lieu donné. Les appareils qu’il a employés possédaient un 
degré de sensibilité vraiment étonnant. Ils se composaient d’une balance de 
torsion unifilaire, ayant une trés grande durée d’oscillation (jusqu’a 20 mi- 
nutes). Les oscillations de la tige horizontale étaient observées dans deux 
plans perpendiculaires, et ceci permet, comme la théorie le montre, de cal- 


ACCELERATION DUE A LA FORCE DE LA PESANTEUR hos 


culer les valeurs des rayons de courbure principaux de la surface S. Un autre 
appareil, dans lequel l’un des deux poids placés aux extrémités de la tige 
était plus bas que l'autre (suspendu a la tige), permettait de déterminer les 
variations de la force de Ja pesanteur, le long de la surface S ; on mesurait la 
torsion du fil de suspension, pour différentes positions du plan vertical pas- 
sant par l’axe de la tige; cette torsion variait pendant la rotation de tout 
l’appareil autour d’un axe vertical. 

Sila Terre était une sphére homogéne de rayon R, la valeur de g’ 4 l’inté- 
rieur de la Terre serait directement proportionnelle & la distance du point 
considéré au centre de la Terre (voir page 263), et l’on aurait la relation trés 


simple q’ = ~ q. Mais, en réalité (voir le Chapitre suivant , les couches ter- 
ple g R g ) P 


restres sont plus denses 4 l’intérieur que prés de la surface; par suite g’ croif 
@abord, quand on se rapproche du centre de la terre. En supposant que la 
densité d de la Terre soit une fonction de r de la forme suivant d = d, — 2r°, 
ou dy est la densité au centre de la Terre, et ¢ un coefficient numérique, 
Rocue a établi la formule 


r 197° 
(25) G =11,92 R (1 — eR | q- 


D’aprés cette formule, g’ croit d’abord, quand on s’éloigne de la surface pour 


: 3 5 ee eal Oot a tal eae 
avancer vers le centre jusqu’a r = 6 R, et g’ est alors égal a 1593 il décroit 


ensuite jusqu’a zéro, pour r = 0. Des observations d’Arry, faites dans un 
puits de mine 4 une profondeur de 383m, ont confirmé exactitude de cette 
formule, Si l’on suppose que d = d, —¢r, le maximum q! = 1,055 g corres- 
pond alors 4 la valeur r= 0,814h. 

Kocn (1904) a indiqué que la grandeur de la force de la pesanteur en un 
lieu donné éprouve peut-étre des changements dans le cours du temps. Il a 
trouvé, pour la différence des valeurs de g, & Karlsruhe et & Stuttgard, en 
juin 1goo et en mars rgor, deux grandeurs dont la différence était cing fois 
plus grande que l’erreur moyenne probable. 
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CHAPITRE IX 


MESURE DE LA DENSITE MOYENNE DE LA TERRE 


4. Mesures de Maskelyne (4775). — On entend par densilé moyenne D 
de la Terre, la densité d’un corps homogéne, qui aurait méme masse et méme 
volume que la Terre [voir (25), page 39]. De nombreuses mesures ont été 
faites, suivant des méthodes trés différentes, pour déterminer la densité 
moyenne de la Terre; nous citerons tout d’abord celles de Masxetyne, effectuées 
daprés une méthode proposée par Boucuer. Cette méthode repose sur la com- 
paraison de l’attraction exercée par un corps de masse tres grande et connue 
(une portion déterminée de la Terre, par exemple) avec l’attraction produite 
parle reste de Ja Terre. Masxetyne choisit le mont Shehallien en Ecosse, 
montagne isolée, dont la forme simple et la constitution géologique bien con- 


nue permettaient de déterminer approximativement le centre de gravité et la 
densité moyenne. Soient m la masse de la montagne, M = : 7R®D celle de 


la Terre, dont Ie rayon est désigné par R. Masketyne prit deux stations A 
et B (fig. 228), de part et d’autre de la montagne, dans un méme plan méri- — 
dien passant par le centre de gravité G. L’attraction de la montagne inclinait 
vers celle-ci les directions Z et Z’ des lignes verticales que l’on aurait obser- 
vées, si la montagne n’avait pas existé. Les verlicales devenaient AZ, et BZ’, ; 
leurs inclinaisons et celles des plans horizontaux (devenus H, ect H’,, au lieu 
de H et H’) étaient de sens contraires cn A et en B. Soit A la différence des 
latitudes géographiques des points A et B, trouvée par des mesures géodé- 
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siques, au moyen de la distance des deux stations ; AP et BP désignent la 
direction de l’axe du monde. Si la montagne n’avait pas existé, la différence 
des hauteurs du pole au-dessus de horizon, c’est-a-dire PBH’ — PAH, au- 
rait été égale 4 4. Mais, si l’on détermine ces hauteurs en A et B, on mesure 
en fait les angles PBH’, et PAH,. Leur différence , est trouvée plus grande 
que A de « : ona donc ), = ) +. Les observations donnérent ¢ = 11",66. Il 
est évident que l’on a « = H’/BH’, + HAH), c’est-a-dire que l’angle dont la 


Bit, : en a oe 
montagne incline chacune des verticales est égal A 5 3 A et B se trouvent 


4 Ja méme distance r du centre de gravité G. Sil’on désigne par F l’attraction 


produite sur la masse ». du pendule par la Terre, et par f celle produite par 
Ja montagne, on a évidemment 


cae - rr i Gen m 
cary I Mu Mr? 4 ; 
RE 3 rRDr 
d’ou l’on tire 
3m 
(1) ee 5 
4rRr? tg 2 


Masketyne trouva D = 4,8. Des mesures semblables ont été faites par James 
et Cranxe (1855), aux environs du mont Arthurs Seat en Ecosse (D = 5,32), 
et par E. D. Preston (1887), aupres du mont Habakab, dans Vile Marui, 
appartenant a l’archipel des iles Hawai (Sandwich), (D = 5,13). 


2. Mesures de Cavendish (1798). — Cavenpisu exécuta ses mesures a 
Waide de la balance de torsion unifilaire (page 457), représentée par la 


i 
TOOT 


Fig. 229 
figure 229. Aux extrémités d’une longue tige horizontale trés légére, étaient 
attachées deux petites sphéres métalliques m’ et m’, pesant chacune 730 gram- 
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er 


{g8 INSTRUMENTS ET METHODES DE MESURE. — CHAP. 1X 


mes. Pour déterminer ta position d’équilibre, on observait, aw moyende deux 
lunettes (visibles dans la figure), deux régles horizontales fixées aux extrémités 
de la tige. De chaque edté des petites: sphéres, on pouvait amener pres d’elles 
deux. grosses sphéres m et m, en plomb, pesant chacune 158 kilogrammes,, 
dont les attractions sur m’ et m’ s’ajoutaient et faisaient tourner la balance’ 
d’un certain angle tres petit. En faisant tourner la tige horizontale: portant 
les spheres de plomb, autour de l’axe central de l'appareil (comme il est indi- 
qué par une courbe), on pouvait amener ces sphéres dans une position 
symétrique par rapport aux petites sphéres m’, m' et produire une 
rotation de la balance en sens contraire: Connaissant la longueur al de 
la tige de la balance et la valeur 6 d’une division des échelles, on pouvait, 
d'aprés le nombre n de divisions, dont la position d’équilibre. des: petites 
sphéres s’était déplacée, déterminer l’angle © dont avait tourné la balance 
sous les attractions mutuelles des deux couples de sphéres. On a évidemment. . 


(2) ae 


La rotation de la balance, de l’angle 9, est produite par un couple, dont le 
moment est égal a Ce [voir (19), page 459]. Si l’on désigne par F la force ~ 
d'attraction mutuelle de chaque couple de sphéres m et m’, on a 
(3) 2Fl=Ce=C*. 
Le coefficient C se détermine par la mesure de la durée T d’oscillation de 
la balance ; nous avons vu [voir (23), page 461] que l’on a 
yp K 
(4) fr C 
ou K désigne le moment d’inertie de la tige et des sphéres m’, par rapport & 
Vaxe de rotation. En négligeant la masse de la tige, nous pouvons poser 
K = aml’, et la formule (4) donne alors 


saan x? 


Gig ar 
En portant cette valeur dans la formule (3), il vient 


2 / 
72nond 
— 


ors i 


Si m' est exprimé en grammes et T en secondes, la force d’attraction F, obte- 
nue par cette formule, est exprimée en dynes. 

Soient maintenant p la distance des centres des sphtres m et m’ au moment 
ou s’exerce entre elles l’attraction I’, r le rayon des sphéres m, d leur densité, R- 
le rayon de la Terre, D sa densité, M sa masse ;. soit enfin P le poids. des | 
petites sphéres m’. On sait que l’action mutuelle des sphéres m et m' de l’un 
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‘des couples est la méme que si les masses de ces sphéres étaient concentrées 
en leurs centres. Nous avons donc 


t I 
(6) Foc™, egy ea we 


Q ee) 
ou c est le méme coefficient que celui qui était désigné par C dans la formule 


(2), page 250. Les formules. (6) donnent, si l’on y fait m = : md et 
M— 45RD, 


; Pages me a 
PB amige Me? So aPRD’ 


d’ou l’on tire 


__ ridgm! 
(7) F = eRD* 
En égalant (5) et (7), nous obtenons 
(8) Di glred 


 windeFhy. 


Cavenpisu s’est servi de deux fils différents, pour effectuer ses mesures ; avec 
. le plus fin, on avait T = 840 sec. ; avec le plus gros, T= 420sE¢c. ; il trouva, 
comme moyenne de 29 observations, 


Biz=0,48. 


3. Mesures plus récentes, d’apres la méthode de Cavendish. — 
Les mesures de la grandeur D, a l'aide de la balance de torsion, ont été 
reprises et le sont encore de nos jours, par un grand nombre de savants.. 
Reicu le premier (1837-1852) répéta les mesures de Cavenpisu, mais en 
suivant une méthode plus précise ; il se servait d’une balance bifilaire et me- 
surait les angles de torsion par la méthode de Poaernporrr (page 41g). Il 
trouva (1852) pour D, la valeur 5,58; Bary (1842) trouva D = 5,67. 

De 1870 4 1878, Cornu et Baitte ont effectué une série de mesures remar- 
quables, en s’entourant de toutes les précautions possibles et en employant 
les méthodes de mesure les plus récentes et les plus précises. Pour éviter les 
trépidations et les chocs inévitables dans les changements de position des 
grosses sphéres, ils installérent quatre sphéres creuses en fonte de 12 centi- 
miétres de diamétre, deux A deux symétriques relativement a deux petites 
spheres de cuivre rouge, pesant chacune 109 grammes. Les sphéres aux extré~ 
mités d’une méme branche de la croix ainsi formée étaient alternativement 
vides ou remplies de mercure, qui passait par aspiration des sphéres de l'une 
des branches aux sphéres de l'autre. Cornu et Batre trouvérent (1878) 
D ==:5,561 

Plus tard, Boys (1893) et. C, Braun (1896) effectuérent aussi des mesures 
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trés précises. Boys imagina de se servir, comme organe de suspension, de fils 
de quartz. Les spheres attirantes étaient en plomb et avaient un diamétre de 


I 


4 pouces ; et de 2 pouces : 


; les sphéres attirées, qui étaient en or, avaient 


h h 
un diametre de 0,2 pouce et de 0,25 pouce. Les expériences furent exécutées 
dans la cave du laboratoire (Clarendon) d’Oxford. Boys trouva D = 5,527, 


Braun suspendait une tige de cuivre a un fil trés fin en laiton ; le poids de 
chacune des petites sphéres était de 55 grammes ; la masse attirante était 
constituée par du mercure contenu dans quatre sphéres creuses en fonte. La 
balance elle-méme se trouvait sous une cloche, dans laquelle on faisait le vide. 
Braun trouva D — 5,527, comme Boys. 


Burezss (1902) a construit une balance de torsion avec un fil de quartz 
trés fin, Au bras qui tourne est invariablement lié un cylindre, dont l’axe est 
dans le prolongement du fil et qui plonge dans du mercure. Par la poussée 
hydrostatique, le poids du systtme tournant est presque complétement com- 
pensé, ce qui rend possible l’emploi d’un fil extrémement mince. 


4. Autres méthodes pour la determination de la densité moyenne 
D de la Terre. — Airy détermina en 1866 la densité moyenne D de la 
Terre, en comparant l’accélération g a la surface dela Terre & l’accélération g’ 
i une profondeur h au-dessous de cette surface. En supposant le rayon de la 
Terre égal Ar + h, et la Terre formée d’une sphere de rayon r et de densité D, 
et d’une couche sphérique d’épaisseur h et de densité d, on voit facilement que 
lon a a la surface de la Terre, 


ferD Fale + A) — rd 


ae (r + h)? ayn (r + hj? 


ou k est un facteur de proportionnalité. En négligeant le carré de la frac- 


tion a il vient 
r 
g=3% nh{(r — 2h) D + b3hd). 


On a en outre évidemment 


Il en résulte que 


(9) Te) aaa 
var canter 


Les déterminations de g et de q' furent eflectuées suivant la méthode de Borpa ; . 
une horloge munie d’un pendule a seconde se trouvait 4 la surface méme de 
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la Terre et une autre au-dessous ; elles étaient réunies l’unc A lautre électri- 
quement, de sorte qu’elles avaient une marche absolument identique. Toute- 
fois, pour déterminer D, il fallait connaitre la densité moyenne d de la couche 
sphérique : c’est le défaut de la méthode. Army admit pour dla valeur 2,5 ; en 
outre, dans ses expériences, il avait ya 16000; il trouva 1 — a BED BS 
h g 19 200 

Ces nombres donnent D — 6,57. Havenron introduisit plus tard une correc- 
tion dans les calculs d’Arry et trouva D = 5,48. R. Srernecx obtint D — 5,52, 
en comparant les valeurs de g 4 la surface de la Terre et 4 une profondeur de 
1100 métres. Caruint (1824), Menpennatt (1880) et E.-D. Preston (1892) 
observérent les oscillations d’un pendule au sommet de hautes montagnes (le 
premier sur le Mont Cenis, le second sur le Mont Fousiama auprés de Tokio, le 
dernier sur le Mont Mauna Kea dans I’ile Hawai) ; Garcint trouva D = 4,837; 
Menpennat, D = 5,77; E. Presron, D = 5,13. Witsine (1885-1887) ob- 
serva la déviation latérale d’un pendule extrémement sensible, produite par 
une masse attirante, et il obtint d’abord D = 5,594, puis a la suite de diffé- 
rents perfectionnements de l’appareil, D = 5,579 + 0,012. Jouty (1881) 
mesura l’attraction d’une masse sphérique de plomb pesant 5779 kilogrammes 
sur un corps placé dans le plateau d’une balance, et trouva D = 5,692. 

Plus tard A. Konia et Ricnanz ont mesuré D de la maniére suivante : immé- 
diatement au-dessous d’une grande masse de plomb se trouvaient les plateaux 
d’une balance ; d’autres plateaux, reliés aux premiers par des tiges de 226 
- cenlimétres de longueur, passant dans des canaux verticaux pratiqués dans 
le bloc de plomb, se trouvaient immédiatement au-dessus ‘de ce dernier. Le 
corps était placé d’abord sur le plateau supérieur de gauche, par exemple, et 
les poids sur le plateau inférieur de droite ; ensuite, on placait le corps dans 
le plateau inférieur de gauche et les poids dans le plateau supérieur de droite ; 
en répétant cette opération, sans la masse de plomb (pour éliminer effet pro- 
duit par la variation de la force de la pesanteur avec la hauteur), on pouvait 
déterminer la grandeur de l’attraction de cette masse et en déduire la densité 
moyenne D. Les résultats furent publiés (1896) par Ricuanz et Kaicar-Menzev. 
Ils trouvérent, pour la densité D (1903), 


LD == 5,007 42 0,0009- 


Les mémes auteurs donnent, pour le coefficient C de la formule de Newron, 
(voir (1), page 250), c’est-a-dire pour l’attraction mutuelle de deux masses 
égales 4 un gramme, distantes l'une de l'autre de 1 centimétre, la valeur 


C = (6,682 + 0,011). 107, 


exprimée en unités C. G. S. Le poids de la masse de plomb employée était 
de plus de 100000 kilogrammes. Taxt (1903) a fait une étude critique de ces 
expériences. 

Porntrne (1890) a suspendu aux extrémités du fléau d’une balance des 
Ug pesant chacune environ 216,57. Une sphére de 153**,41 fut alors 
amenée successivement sous l’une de ces deux sphéres, puis sous l'autre. On 
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observait le changement produit, dans la position d’équilibre, par l’attraction 
des sphéres. Poynrine obtint ainsi D = 5,4934. 

Berger a recherché l’attraction d'une couche d’eau a la surface d’un lac, 
dont on pouvait faire varier le niveau d’un mitre ; il trouva D = 5,41. 

Si l’on compare les résultats des diverses mesures de D, on voit qu’ils dif- 
ferent trés sensiblement les uns des autres. Les nombres qui méritent le plus 
de créance sont les suivants : : 


ReOEND Tey DRILLE (2G75)% p. ac i 4s ote) ge ok eee ee 

BOVNTINGU TSQ0)\6 cc ee ee ee 
MONT TSOD) Mkt. Wl A sl edel a oe wo ce oe ee ee 
Bacon (1890). 92 -p.. dhe te ee eens a le ane 


Ricnarz et Kricar-Menzex (1896, 1903). . . . . 5,507 
‘On peut admettre actuellement comme valeur la plus probable 
D =.5,5136 


nombre inférieur a celui qui était généralement adopté auparavant. 
A. L. Gerscnoun a proposé en 1899, pour la détermination de la densité - 
moyenne de la Terre, la nouvelle méthode suivante. Si l’on approche une 
sphére de rayon r et de densité 6 de la surface horizontale d’un liquide, cette 
surface devient convexe et elle est coupée, par les plans verticaux passant par 
le centre de la sphére, suivant des courbes, dont le rayon de courbure 9, au 
point sur la verticale du centre de la sphére, est déterminé par la formule 
(10) = == ij Ie (7) ‘ 
p D ‘ 
ou R désigne le rayon de la Terre, D sa densité, et h la distance du centre de 
Ia sphére a la surface du liquide. Comme le montre cette formule (10), pour 
une valeur de 6 donnée (c’est-a-dire pour une sphére de substance donnée), 
le rayon p ne dépend que du rapport r:h; il en résulte que l'on peut-se ser- 
vir d’une petite sphére de trés grande densité, facile & approcher trés pres de 


la surface du liquide. Pour une sphére de platine de rayon r = 0,9h, on ob- 
tient le rayon de courbure 9 — 1650 kilométres. Gexscnoun a aussi indiqué 


une méthode optique qui permet de mesurer des rayons de courbure de cette 
grandeur ; nous la considérerons dans le second volume (voir aberration sphé- 
rique dans la réflexion). Lorsque l’on a déterminé p, on obtient D a Laide de 
la formule (10), A. Senna a soumis cette méthode & une discussion critique ; 
jusqu’ici elle n’a pas encore été employée. 

La densité des couches superficielles de la Terre n’est pas, comme on sait, 
supérieure en moyenne a 2,3; il en résulte que les parties intérieures de la 
Terre ont une densité beaucoup plus grande. En supposant la Terre formée 
de couches concentriques homogtnes, dont la densité croit proportionnelle- 
ment au carré de la distance « de la couche au centre, Rocue a trouvé la for- 
mule suivante : 


2 
(11) d= 10,6 (: = (05) =) 
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ou R désigne le rayon de la Terre ; cette formule a déja été mentionnée a la 
page 493. Elle donne pour la densité au centre de la Terre d; — 10,6, et pour 
Ja densité 4 la surface d == 2,1. Wiecuerr admet que la Terre est constituée 


' J 8 ’ 
d’un noyau dont le rayon est égal aux a= du rayon terrestre et d’une couche 


sphérique de 1400 kilométres d’épaisseur ; d’aprés lui, le noyau central se 
composerait en grande partie de fer. Lraonpiis ‘a proposé de remplacer, dans 
la formule de Rocue, les nombres 10,6 et 0,8 par to et 0,75. 
Disons encore ici quelques mots des remarquables appareils d’Eérvés, 

bien qu’a vrai dire ils ne soient pas destinés & Ja mesure de la.quantité D. Un 
de ces appareils se composait d’une balance de torsion unifilaire, placée entre 
deux colonnes de plomb. La durée d’oscillation de la petite tige de la balance 
était égale & 641 sec., quand la position d’équilibre coincidait avec Ja 
droite joignant les colonnes, a 860 sec., dans la position perpendiculaire a 
cette droite. On obtenait ainsi, pour le coefficient C de la formule de l’attrac- 
tion universelle, c’est-a-dire pour la force d’attraction de deux smasses égales 
a un gramme, placées a l’unité de distance l’une de l'autre, 


C= 6,65. mo. 


Un autre appareil (compensateur de gravitation) manifestait l’attraction d'une 
masse de 300 kilogrammes distante de 5 métres de l’appareil. Dans un troi- 
sieme appareil (multiplicateur de gravitation), Eérvés placgait les masses atti- 
‘rantes tantdt d'un coté, tantdt de l’autre de la tige de la balance ; il arrivait 
ainsi a faire osciller cette tige et 4 obtenir des déviations 150 fois plus grandes 
que celles enregistrées pour une simple attraction des mémes masses. 

Dans la 2° Partie (Chap. VI, § 2), nous avons dit que nous reviendrions 
sur les particularités de l’attraction newtonienne. Nous venons de faire con- 

maitre les deux méthodes les plus importantes pour mesurer cette attraction 
(balance de torsion et balance ordinaire) et nous allons indiquer quelques-uns 
des résultats auxquels elles ont permis de parvenir. 
Austin et Tuwine (1897) ont d’abord cherché, avec la balance de torsion 
employée par Boys, si l’attraction de deux corps se trouvait modifiée par la 
présence d’un corps intermédiaire. En glissant des plaques épaisses entre les 
corps dont l’attraction était mesurée, ils n’ont obtenu aucun résultat positif. 
Dans cette disposition, une complication nait de l’attraction propre exercée 
par les plaques. Lager (1904) a employé des cylindres creux, qui entouraient 
les sphéres ; mais, dans ce cas aussi, l’action directe du corps intermédiaire 
n’est pas nulle. Kremer (1907) a par suite entouré les sphéres mobiles. de 
sphéres creuses, dont l’action sur l’espace intérieur est nulle (2° Partie, 
Chap. VI, § 5). Des sphéres creuses de Cu, Fe et Pb n’ont pas changé sensi- 
‘ ‘blement l’attraction de sphéres de plomb se trouvant a l’extérieur. Le méme 

résultat négatif a été obtenu par Ertsman (1908), en entourant les sphéres 
mobiles avec des sphéres creuses 4 paroi double, qui contenaient de l'eau, du 
“mercure ou de l’huile de paraffine. 

Nous signalerons encore les recherches intéressantes de Crimmu (1905- 
190g). Ce savant a construit plusieurs balances de torsion trés sensibles, ou 
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il a cherché a réaliser la symétrie la plus compléte possible. I a remplacé les 
sphéres attirantes par des cylindres creux, qui pouvaient élre remplis de 
mercure ; il faisait également creuses les spheres mobiles et les remplissait 
d'eau ou de mercure. Un éloignement brusque du corps attirant n’a pas 
produit la variation instantanée d’attraction 4 laquelle Crémeu s’attendait. 
En 1g05, Crimseu a laissé s’élever lentement des sphéres d’huile dans un 
mélange d’eau et d’alcool. Une sphére seule s’élevait exactement suivant la 
verticale ; mais, s'il se trouvait deux ou plusieurs spheres d’ huile dans le 
liquide, elles parcouraient des trajectoires courbes, mettant en évidence une 
attraction mutuelle. L’existence d'une telle attraction a déja été établie théo- 
riquement par Lorp Kenvin et Tarr (Nat. Phil., Part I, p. 328). Considérons 
une petite sphére mise en mouvement A travers un liquide incompressible, 
s’étendant indéfiniment dans toutes les directions d’un méme coté d’un plan 
infini et primitivement au repos. Soient «, y, z les coordonnées du centre de. 
la sphére 4 l'instant ¢, par rapport & des axes rectangulaires ayant leur ori- 
gine en un point O du plan limite, l’axe Ox étant normal a ce plan, Si a un 


Oy ama r 
~~ ou —- est renversee, 


dl saat 
‘Vénergie cinétique T ne sera évidemment pas changée, et par conséquent 


aucun te eridans dz ut dy t aitre dans l’expression 
rme en iy di di OU di at DO Pout appar itre ans pression 


instant quelconque l’une ou l'autre des composantes 


de cette énergie cinétique ; pour cette raison, et aussi a cause de la symétrie 
par rapport aux axes des x et des y, ona 
ay 
Nae sy 


rat [o (y= 0f(t) 


On voit aussi que P et Q sont simplement des fonctions de x, puisque les 
circonstances sont les mémes pour toutes les valeurs de y et de z. Les équations 
du mouvement sont donc (2° Partie, Chap. III, § 10) 


dx 1 [dP /de\? dQ (/dy\? dz\2)] 
dence {i (ai) a ta Mw) * Ge (| 

d? 4 2Q dy dx : d2z 4 Q dz dx 
Odi ie ucbs sdiddtiana 3 Qe aided lt 


I] est évident que P et Q diminuent l’un et l’autre lorsque « augmente ; 
les équations du mouvement montrent donc qu'une petite sphére, projetée & 
travers un liquide normalement a une limite plane infinie et qui n’est sou~ 
mise 4 aucune autre force que la pression du liquide, subit une accélération 
graduelle, qui diminue rapidement lorsque la distance au plan augmente ; 
mais, si elle est projetée parallélement au plan, elle subit une altraclion vers 
le plan. Le premier de ces résultats se démontre aisément en supposant 
d’abord que l’on projette la sphére vers le plan, auquel cas le mouvement de 
la sphere est évidemment retardé, et en invoquant ensuite le principe général 
de réversibilité que traduit limpossibilité d’un perpetuum mobile dans un 
liquide parfait. Le second résultat est moins aisément prévu sans. l’aide des 


BIBLIOGRAPHUIE 5ob 


équations de Lacranee qui précédent ; il devient manifeste quand on donne 
“A ces équations la forme hamiltonienne (2° Partie, Chap. HI, § 44). 

Dans le cas équivalent ot Je liquide, donné au repos, s’étend indéfiniment 
dans toutes les directions, et o& deux sphéres égales sont projetées A travers 
ce liquide avec des vitesses égales perpendiculaires & la ligne joignant leurs 
centres, les deux sphéres paraissent éprouver une attraction mutuelle. 

Par les expériences dont nous avons parlé plus haut, Crimi a été conduit 

a étudier ['inflaence du milieu environnant sur Uattraction. Il est arrivé & 
entourer la balance de torsion et le cylindre attirant complétement d’eau et 
4 montrer que des mesures trés exactes sont alors encore possibles. Soit 3 la 
déviation de la sphére mobile observée dans l’air, & celle observée dans l'eau ; 
on devait s’attendre, en vertu du principe d’Archiméde, & avoir 

v. d—d 


a Pardes) 


or 


d étant la densité des sphtres mobiles, d’ celle du liquide qui les baigne. 
Mais les expériences ont toujours donné pour 4! une valeur trop grande d’en- 
viron 5 °/,. Crémizu en a conclu que, dans un champ gravifique trés conver- 
genl, un corps plongé dans un liquide semble soumis. a quelque chose de plus que 
la différence entre la poussée hydrostatique et l’attraction newtonienne, 
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NOTE 


SUR LA 


THEORIE DES INTEGRATEURS 


PAR 


‘M. Edouard DAVAUX 


Les intégrateurs sont devenus, depuis les travaux d’Amster et de Lorp 
Ketvin, des instruments précieux dans les recherches physiques. AMstEr a pu 
obtemr mécaniquement, non seulement l’aire, lecentre de gravité, et le mo- 

ment diinertie d'une figure plane quelconque, mais aussi le développement 
d'une fonction en série trigonométrique ('). Lorn Ketvin a repris cette der- 
niére:question eta construit l’analyseur harmonique (*) ; il a,montré de plus 
comment l’on pouvaitreffectuer l’intégration mécanique des équations diffé- 
rentielles linéaires 4 coefficients variables (*). Depuis Herz Scuaw s’est posé 
également le problime de la différentiation mécanique (*). 

Il est intéressant de rapprocher ces recherches des résullats obtenus dans 
Vétude purement géométrique du mouvement d’une figure plane invariable 
-dans son plan, et en particulier des relations remarquables qui existent entre 
les aires ou les arcs des lignes engendrées par les différents points de la figure 
mobile (°). Ces propositions élégantes sont encore peu répandues, et il est 


(*) Jaxon Amster, — Uber die mechanische ‘Bestimmung des Fldcheninhaltes, der statis- 
chen Momente und der Triigheitsmomente ebener Figuren insbesondere iiber einen neuen Pla- 
nimeler, Schaffausen, 1856. 

(?) Str W, Tuomson. — An Instrument for calculating the Integral of the Product of 
two given Functions, Proc. of the Royal Society, vol. XXIV, 1876, p. 266; Harmonic 
Analyser, Proc.-of the Royal Soc., vol. XX VII, 1878, .p. 371. 

(3) Str W. Tuomson. — Mechanical Integration of Linear Differential Equations of the 
Second Order with Variable Coefficients, Proc. of the Royal Soc., vol, XXIV, 1876, 
p- 269 ; Mechanical Integration of the general Linear Differential Equation of any Order 
with Variable Coefficients, Proc. of the Royal Soc., vol. XXIV, 1876, p. 271. 

(4) Here 'Scnaw. — The Theory of Continuous Calculating Machines and ofa Mechanism 
“of this elass‘on.a New Principle, Phil. Trans. of the Royal Soc., vol. 176, Part, II, 
1885,; Mechanical Integrators, Proc. of the Inst. of Civil Engineers, 1885. 

(®) Hotprrenx, — Lady's and Gentleman's Diary for the Year 1858 ; Leupersporr..— 
Theorem in Kinematics, The Messenger of Mathematics, T. VII, 1877, p. 125; V. Licure. 
— Sur les aires des trajectoires décrites dans le mouvement plan d’une figure de forme in- 
variable, Bull. des Sciences Math., 2° Série, T. II, 1878, p. 306-333 ; G. Darsoux. — 
Sur le mouvement d'une figure invariable ; propriétés relatives aux aires, aux ares des 

-ourbes décrites et aux volumes des surfaces trajectoires, Bull. des Sciences math,, 2° Série, 


"T. IL, 1878, p.'333-356. 
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possible de les employer utilement dans Ja construction des intégrateurs ; nous 
nous proposons d’en donner un exposé rapide dans cette note. 


4. Mouvement d’une figure plane dans son plan. Centre instan- 
tané de rotation ('). — Considérons un plan mobile, qui glisse sur un plan 
fixe. Si nous tracons deux axes rectangulaires Ox, Oy dans le plan mobile, et 
deux axes rectangulaires SX, SY dans le plan fixe, la position des axes mo- 
biles Ox, Oy, par rapport aux axes fixes SX, SY, sera déterminée en se don- 
nant les coordonnées Xo, Yp du point O et les cosinus a, a; et b, by des angles. 
que font respectivement Oz et Oy avec SX et SY. Nous ne ferons aucune 
hypothése sur. la disposition relative des axes, et nous emploierons seulement 
les relations : 


a? + b? == 1, aj + b? = 1, aa, + bb, = 0, 

a+ aj= 1, b?+b?==1, ab + a,b, =0. 
Soit M un point qui se meut de la fagon la plus générale dans le plan SXY, 
et définissons son mouvement en nous donnant les fonctions x, y du temps ¢ 
qui, pour chaque valeur de ¢, déterminent les coordonnées de M, par rapport 
a la position correspondante des axes mobiles Ox, Oy. Si X, Y sont les coor— 
données de M, par rapport aux axes fixes SX, SY, ona: 

X = Ny + ax + by, Y= Y,+ a,2+ hy; 


’ ; dY 
les projections de la vitesse absolue V de M sur SX et SY sont os T° les. 


projections de cette vitesse absolue sur Ox, Oy sont donc 


5 dx d 
(1) Vee 5 ey ea V,=1+ 0c + %, % 
en posant a 
PNG ay; og x, Ws 
ae pee Capes a eee a 
da da, db -db, 
Cae ei (« ear a it) 
Soient 6a = V,dl, 6y = V,dt, dd = wdl, x, = — - y= iB ; les formules- 
(1) peuvent s’écrire 
x 
(2) sa = — (y — y,)d0 + dz, dy = (a — a,)d0d + dy. 


Si «, y est un point fixe du plan mobile, dz = 0, dy =0, et les formules (2) 
montrent qu’a l’instant ¢, les vitesses des différents points du plan mobile: 
sont les mémes que si ce plan tournait avec une vitesse w autour du point I, 
dont les coordonnées, par rapport & la position de Ox et Oy a cet instant, 
sont a, et y,. Le point [ est appelé centre instantané de rotation a Vinstant ¢. 
Pour chaque valeur de ¢, on a un point IT; la trace de ce point sur le plan fixe- 


(4) Consulter, pour cette théorie, E. Cosszrar. — Sur le mouvement d'une figure 
plane dans son plan, Mém, de VAcad, de Toulouse, g* Série, T. V, 1893, 
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est la base du mouvement du plan mobile ; sa trace sur le plan mobile se 
nomme la roulette. Si l’on fait, dans les formules (2), « = 2, y = y;,.0n 
voit que les projections oz,, Cy, et dx,, dy,, sur Ox et Oy, des arcs élémen- 
taires de la base et de la roulette sont égales. 


2. Gentre de gravité des courbures de Steiner ; sa détermina- 
tion mécanique. Théoréme de G. Zeuthen. — Soient A un instant 
quelconque R et R’ les rayons de courbure de la base et de la roulette, en leur 
point de contact. Quand on passe de la position actuelle la position infini- 
ment voisine, le plan mobile tourne d’un angle d) égal 4 la somme des angles 
de contingence des deux courbes, et l’on a 


d= (+ ay) 4. 

ds désignant l’arc élémentaire des deux courbes et R, R’ étant comptés posi- 
tivement dans un sens convenable. Une rotation finie 9 peut donc s’obtenir 
en prenant la masse de l’arc parcouru sur la roulette par le centre instantané, 
I 
R 
ainsi que Sterner (‘) a été naturellement conduit & considérer le centre de gra- 
vité des courbures d’un tel arc; ses coordonnées x,, y,, par rapport & Oxet Oy, 
sont définies par les formules 


: 6 0 
{3) L$ = [ xd, y= if y,d0, 


vO 


pendant cette rotation, la densité en un point de l’arc étant 5 + Rr C’est 


en supposant qu’a l’origine du temps, l’angle 9 est nul. 

Nousallons montrer comment l’on peut déterminer mécaniquement langle 6 
et le centre de gravité des courbures. 

Soit un point (x, y) fixe dans le plan mobile; d’aprés (2), l’arc élémentaire 
décrit par ce point a pour projections, sur les axes mobiles Ox, Oy, 


Se == — (y — y,)d3, by = (@ — 2, ) dd. 


La projection de cet arc élémentaire sur une direction fixe dans le plan mo- 
bile, ayant J, m pour cosinus directeurs par rapport aux axes Ox, Oy, sera 


dB = (m(x — 2,) — ty — y,)} a0; 
d’ou, en intégrant, 
(4) B = [m(x — «,) — lly — y,)]9. 


On peut déterminer mécaniquement B, au moyen d’une roue, dont le centre 
se projette au point (x, y) et dont le plan, perpendiculaire au plan mobile, 
est paralléle 4 la direction (/, m); cette roue, a bord arrondi, roule sans 
glisser sur le plan fixe dans la direction (J, m), mais glisse sans rouler dans la 


(1) Sremer. — {Von dem Kriimmungsschwerpunkte ebener Curven. Journal de Crelle, 


T. XXI, 1840, p. 33-63, ror-133. 
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direction perpendiculaire; on compte les tours et fractions. de: tour de la 
roue, avec un dispositif convenable.. D’aprés la valeur (4) de B, on voit que 
si Von considére le plan mobile: dans deux quelconques de ses positions,. la quan- 
tité dont la roue en un point de ce plan a tourné, dans le passage: de: la. premiéne: 
position a la seconde, est égale a langle don! le plan mobile a tourné, multiplié 
par la distance du centre de Sreiwar a la droile menée, par le point considéré du 
plan: mobile, dans la direction du roulement de la roue. L’ équation (4) fait voir 
de plus que les: points du plan mobile pour lesquels des roues de méme diree- 
lion de roulement tournent d’une méme quantité, quand le plan: mobile passe: 
d’une premitre position quelconque 4 une seconde’ position: quelconque, sont 
en ligne droite. Considérons trois points quelconques (’', y’),. (a, ¥”), (a. ¥”) 
fixes dans le plan mobile, et trois roues ayant respectivement en ces points: 


des directions de roulement (I',.m’), (l', m"), (U",, m'”) ; nous aurons 


(Bi = [mv (a! — a) — FG" — yall 
BY = [m"'(2" — wx.) —I"(y" —y,)), 
B” = [m'"(x gl! os £3) — I" ll #2 Ya \}8; 


(4') 


envisageons de plus les trois droites D', D’, D’”, 

ma — lly =p’, mx — l'y == p", ma —-l"y == pl, 
sur lesquelles sont situés respectivement les trois. points («', y’), (@", y’), 
(x, y”), et qui sont les axes de rotation des trois roues. Si l’on désigne: par 
d', d', d” les trois cétés (affectés de signes convenables) du triangle formé par 


les trois droites D', D’, D”, et par A la surface de ce triangle, on a, en élimi- 
nant x, y, entre les trois équations (4’), 


Bd’ ate B"a’ ats BY" — 20A, 


% 
formule qui permet de déterminer mécaniquement l’angle 6. En désignant 
par p's, p’s; ps les distances du centre de Sreer aux trois droites D’, D’, D”, 
on aura ensuite 


vi W '"T 
phat, pate. Mae ce O 
formules qui permettent de déterminer mécaniquement le centre de 
Steer (+), 
Un théoréme remarquable dt a G. Zevruen (?) peut étre rattaché aux con- 
sidérations précédentes. Etablissons d’abord une formule préliminairg. Soit 
AB un segment de droite entrainé dans le mouvement du plan mobile, A’B” 


le méme segment dans une position infiniment voisine. Si l’on désigne par r 


(‘) La considération du centre dé Srzier est importante dans la théorie: des inté- 
grateurs, comme on le verra plus loin. Elle:s’est, introduite également d’une maniére 
trés intéressante dans l’étude de la déformation élastique des tiges ; voir Gunmann, — 
Traité de Statique graphique, traduction francaise, Paris, 1880; W, Rrrrer, Anwendun- 
gen der graphischen Statik, Ziirich, Dritter Teil, 1900; Mannec, C. R., T. CXXXII, 
p. 1057, 1901 ; GC. Gurr, L’Ellise di elasticita, Turin, 1904. 

(*)'G, Zeurnen. — Nouvelles Annales de Mathématiques, 2° Série, T. X, p: 90-91, 
1871. 
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et r’ les distances IA, IB des points A et B au centre instantané de rotation I, 
ona, pour l’aire du quadrilatére AA‘B/B, 


dA = . (r? — r'?)d6. 


Si C est le milieu de AB, y langle ICB, 9 la distance IC, a la demi-longueur 
du segment AB, on a r? — r’ — fas cos y. Supposons qu’une roue, ayant 
AB pour axe, enregistre le déplacement dB du point C, compté normalement 
a AB; on aura dB = 9 cos yd9. On en déduit que dA = 2adB d’ot 


(9) A= 20B, 
A et B étant supposés comptés de facon & s’annuler en méme temps. Cela 
posé, adjoignons aux trois droites D’, D’, D” une quatritme droite Div 


miva— livy —— fons 
et soit 


(4") Bw = [mv(av — z,) — lyr — y,) 16, 


av, yy étant les coordonnées du point C. En éliminant 6, x,, y: entre les. 
J P » Ly, 
quatre. équations (4’) et (4”), on aura la relation 


B'(234) -+ B'(341) + B"(412) + Br(123) = 0, 


ou (i, J, k) est Paire, affectée d’un signe convenable, du triangle formé par: 
les trois droites i, j, k, et ou les quatre droites D’, D’, D”, Div sont numéro- 
tées x 2, 3, 4. On peut remplacer respectivement B’, B", B’, Br par les quan- 
tités proportionnelles A’, A", A”, Av, d’aprés (5) ; on arrive ainsi a la propo- 
sition énoncée par G. Zeutuun : les aires engendrées par quatre segments de 
droiles, qui font partie d'une méme figure plane et invariable mobile dans son 
plan, satisfont toujours a une équation linéaire et homogene. 


3. Le cercle de Steiner. Les théorémes d’Holditch et de Leuders- 
dorf. Le planimétre d’Amsler.. — Considérons un point M, fixe dans le 
plan mobile, qui décrit l’are élémentaice 


dx = — (y' — y) a8, by = («@ — x,)d8, 


et un point P du plan fixe, dont les coordonnés «, 8, par rapport aux axes. 
mobiles Ox, Oy, vérifient d’aprés (2), 

Tr ds x) dx 
(6) 2 a Te Nt ae Neel come 


Le secteur élémentaire décrit autour de P par le point M sera 
. d3\ d 
dé = [ (e ty ) (ar 24) (y a ihe fans 5) ees vi) [ao 
~ dou, en intégrant, 


or: —4 es 
GyA= Sf ety 20( 2,2 G8) a(S) +h | Gorttyod |: 
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Les points du plan mobile, dont les rayons vecteurs auront décrit la méme 


aire A, seront donc sur un cercle ayant pour centre le point 2, — poate, 
eA i rd 
yo + + oo ; cest le cercle de Steiner. 


Si l’on suppose que le point fixe (x, 8) soit le centre de la rotation finie 9, 
par laquelle on peut amener le plan mobile de la premitre position/a la 
seconde, on aura a, = 


a1, B, == 8,. Si le mouvement est périodique et’si l’on 
considére toute la période pendant laquelle les différents points du plan mo- 
bile décrivent des courbes fermées, on a encore & — 4,, B) = $,. Dans les 
deux cas, on a le théoréme suivant: la valeur algébrique de UVaire décrite par 
le rayon vecteur qui joint le point (2, B) au point (a, y) est égale a la moilié 
de la rotation totale, mullipliée par la puissance du point décrivant par rap- 
port a un cerele déterminé du plan mobile, dont le centre est le centre de 
STEINER. ; 

Soient 1, 2, 3 trois points fixes en ligne droite dans le plan mobile, que 
nous pouvons toujours supposer sur la droite y = 0; en désignant leurs abs- 
cisses par 2’, x", a", nous aurons 


6 6 
Ala a! 4 ae! +b, ATS oa an" 4b, AY = la amor, 


Si l'on désigne par (ij) la distance, allectée d’un signe convenable, des points 
i, J, on trouve en éliminant a et b, 


SIla 


A’ (23) + A" (31) + A™ (12) + ~ (12) (23) (81) =o. 

C'est le théoréme d’Hotprrcn (*), sous la forme que lui a donnée G, Dar- 
: : eee ‘ 

soux (7), Supposons que l’on ait A” = A”, il viendra 


Alo A S13) (13). 


L’hypothese A” = A” se trouve réalisée, quand les points 2. 3 décrivent une 
méme courbe fermée. Si cetle courbe fermée est convexe, @ — 27, et Vaire 
A‘ == A", comprise entre la courbe décrite par le point 1 et la courbe décrite 
par les points 2, 3, est égale 4 I'aire du cercle dont le rayon est une moyenne 
proportionnelle entre (12) et (13). Sila courbe est une lemniscate, 9 = 0, 
A’ = A’, et tous les points de la droite décrivent des courbes de méme*®aire. 
Si le point 1 décrit une droite (dans les deux sens), on a A’ = 0, et A” = 


6) : ; : ae Pesci ; ‘ 
(12) (31); c’est une disposition qui a été adoptée par Auster, dans l’un de 


ses planimétres. 


——— 


(‘) Hotprren, — Ladie’s and Gentleman’s Diary for the year, 1858; B. Witi1aMson, 
An elementary Treatise on the Integral calculus, 1877, p. 200; Etxiorr, A theorem in 
areas including Holditch’s. The Mess. of Math., T. VII, 1878, p. 150. 

(?) G. Darnoux. — Sur le mouvement d’une figure invariable, Bull. des Sc. -math., 
a° Série, T. II, 1878, p. 340. 
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Soient maintenant quatre points 1, 2, 3, 4, nonen ligne droite ; on arrive, 
par la méme méthode, a la formule 


A’ (324) — A"(341) + AM (G12) — Av (123) = © (123) P, 


ou (yk) est Paire du triangle formé par les points i, j, k, prise avec un signe 
conyenable, et ou P est la puissance du point 4, par rapport au cercle circons- 
crit au triangle (123). C’est le théoréme de Levprrsporr (!), sous la forme 
que lui a donnée G. Darnoux (?). 

Il est trés facile de rattacher aux considérations précédentes la théorie du 
planimetre d’Amsier. Considérons deux points 1, 2, que nous pouvons tou- 
jours supposer sur la droite y = 0; en désignant leurs abscisses par a’, x’, 
nous aurons, comme plus haut, 


6 i) 
A'= : Cer eae ea 2 Gp eG clan [ye 


Supposons de plus qu’en un point 3, dont les coordonnées sont x", y', se 
trouve une roue, dont la direction de roulement (1, m) est normale a l’axe Oz, 
de sorte que 1 — 0, m=—1;soit enfin 8, = 8,, et par suite a= — 02, ; 
nous aurons, d’aprés la formule (4) du §2, 


pra (or +p 


En éliminant a et b entre ces trois équations, nous avons la relation 


Mm 
Nowa) [Pe +2) 45-0", 


2 
qui contient toutes les propriétés du planimétre considéré. 


4. Le planimeétre de Pritz. L’ellipse d'inertie des courbures. — 
Choisissons pour origine des axes mobiles Ox, Oy, le point de contact de 
Vextrémité tranchante du planimétre de Pritz sur le plan fixe, et supposons 
que le traceur soit au point (x, o) sur l’axe Ox. Nous aurons x, = 0, par 
suite 2, = 0; d’aprés (7), l’aire du secteur décrit par le point (@, 0) autour 
d’un point fixe («, 8) sera donc 


Gs I 
A==- 2? += (6, py +E fad 


L’aire du secteur cécrit par l’extrémité tranchante du planimétre s’obtient en 
faisant en outre 7 — 0, et l’ona 


Ay = : i By,d0. 


(*) Leupersporr. — Theorem in kinematics, The Mess. of Math., T. VII, 1877, 
eps 020. 
(7) G, Danpoux, -- Sur le mouvement d'une figure invariable, Bull. des Sc. math., 


a® Série, T. II, 1878; p. 340. 
Cuworsoy. — Traité de Physique I,. ; 33 
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On a par conséquent Ja relation 
i) ae 
eas yee 
A—A, => + 5 (Ps —B,), 
qui exprime le seul résullat précis et simple jusqu’ou lon ait pu conduire 
quant a présent la théorie du planimétre de Prrrz('). Si 8, = 8,, la diffé- 
rence des aires des secteurs décrits par les extrémités du planimétre de Prrrz, au- 
tour d'un point fixe, est égale a V'aire du secteur circulaire ayant pour rayon la 
longueur « de la tige du planimétre, et pour angle au centre 9. 
Pour aller plus loin, il faudrait déterminer A,. D'aprés (6), on a 


I I 
A === | y2d) + — y dz, 
rest 2 2 
La premitre intégrale est le moment d’inertie de la rouletle, par rapport a la , 
tige du planimétre, quand la densité, en un point de l’arc parcouru par le 
. , I if ’ , 
centre instantané sur la roulette, est R sf Rr comme l'a supposé Srerer 
dans la définition du centre de gravité des courbures. La détermination de la 
seconde intégrale se rameéne, par ane intégration par parties, 4 celle de l’inté-. 


a 

grale . | ady,, c’est-a-dire a celle de l’aire du secteur décrit autour du point 
0 

fixe par le centre instantané, quand ce centre parcourt la base du mouvement 

du planimétre. 

L’étude du planiméetre de Prirz met ainsi en évyidence une nouvelle notion 
importante, celle de l’ellipse @inertie des courbures. Nous nous bornerons ici a 
cette indication, que le cadre de cette Note ne nous permet pas de développer, 
en signalant que l’ellipse d’inertie des courbures s'est déja présentée dans les 
recherches de Gutmann, de W. Rirrer et de Marsec dont nous avons parlé 


plus haut (°). 


5. La courbe algébrique dui-+41i° ordre relative a2 un moment 
du i — 1° ordre. Les intégrateurs d’Amsler et les systemes arti- 
culés. — Considérons un arc de courbe dans le plan fixe, dont un point a 
pour coordonnées X, Y, conformément aux notations du §4. Nous appelle- 
rons moment du i — 1° ordre de cet arc, par rapport & l’axe SX, lintégrale 
curviligne « 


Mp : [ YidX, 


e/ 


Supposons que les axes mobiles Ox, Oy aient leur origine sur l’axe SX, de 


(1) Comparer O. Heyricr. — Report on Planimeters, British Association, 1894. 

(?) Aux indications bibliographiques que nous avons déja données & ce sujet, nous 
pouvons ajouter ici les suivantes : 

-M. Panerr1. — Contributo alla trattazione grafica dell’ arco continuo su appogi elaslici, 
Turin, 1901; H. Lossmr. — L’are élastique continu, Balletin technique de la Suisse : 


Romande, 1902. iG 


—> 
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sorte que Y, = 0, ax, + by, =; nous aurons, pour un point (a, y) du 
plan mobile, 


Y=a,x + by, dX = [b(a — x,) —a(y — y,)|d6, 


et comme ona 


il viendra 


tM =! { (be — ayy! —* | (be — ayy (bey — ayy. 
vu d Le 


Nous voyons donc que les points du plan mobile qui ont méme moment du 
(t — 1)me ordre, par rapport a la droite SX, sont sur une courbe algébrique 
du (i +- 1)ime ordre. De cette proposition, qui généralise le théoreme de 
Sreimer, on peut aussi déduire une extension des théor¢mes de Hoxprrcu et de 
Leupersponr. 

Si y = 0, on a, en tenant compte de az, + by, = 0, 


Ma = pats { redy at [bret 


La premicre intégration du second membre pouvant étre effectuée, la déter- 
mination mécanique d’un moment du (i — 1)iéme ordre se réduit donc a l’éva- 
luation mécanique de l’intégrale 


i bi— todd. 


Amster, dans son Mémoire de 1856, a indiqué deux moyens de réaliser une 

telle évaluation ; celui qui est habituellement adopté comporte l’emploi d’un 

train d’engrenages ; mais on peut aussi se servir d’un sysléme articulé. Ces 

deux procédés sont étudiés par M. Livy ('), dans une note de sa Statique gra- 

phique sur les planimétres d’Amster. L’idée du systéme arliculé dou étre remar- 
_quée. Elle s’est présentée depuis 4 plusieurs savants (7), et mérite d’étre parti- 

culiérement approfondie, en raison des remarquables progrés que la théorie 
' des systémes articulés a faits dans ces derniéres années (*). 


(1) M. Livy. — La Statique graphique, 2° édition, Paris, 1886. Voir la note II de 
Ja 1°@ Partie, p. 477-505. 
(?) O. Henrict. — Report on Planimeters, British Association, 1894. 


(?) G. Kowmes. — Legons de Cinématique théorique, Paris, 1897. Voir le chap. XI, 
Des syst2mes articulés, p. 243-307. 


Ten) 2h eae eee 


hee 
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